ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
rd ]
Mecanica

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL (8 de Junio de 1998)

Apellidos Nombre N* Grupo

Ejercicio 1° Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para cada una. Las
respuestas habran de ser breves y directas, escritas con letra clara (no a lapiz). Cuando se pida obtener
un resultado, deberan justificarse debidamente los pasos partiendo de las ecuaciones, mientras que si se pide
deducir es necesario justificar todos los resultados. Se puede emplear como borrador 1a hoja adicional que se les
repartird, no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no deberd entregarse.

Deducir la forma de equilibrio de un hilo colgado de sus extremos, sometido exclusivamente
a una carga repartida uniforme por unidad de abcisa (z). (4 ptos.)

Sea ¢ la carga constante en direccién z per-
pendicular a z, y T' la tension del hilo en cada

q
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punto. Un elemento de longitud ds esta so- 0 0
metido a la carga gdx, por lo que la carga p
repartida por unidad de longitud del hilo es
q (dz/ds). x
La ecuacion de equilibrio del hilo en direccién z arroja
d dz dx
ds( ds) = ds b (cte.) (1)
La ecuacion de equilibrio en direccién z a su vez expresa que
d dz dz
—(TZ) =¢== 2
ds ( ds) Tds 2)
Podemos transformar la ecuacién (2) empleando la regla de la cadena y (1):
d dz dz d dz dx d dz
ds ( dz ds) ds < 0dx> Tas dz ( Odac) e 3)
Esta ecuacién se puede integrar dos veces, resultando
lqg ,
-9 4
2= 5 (@
donde se ha supuesto como condiciones de borde de las integrales que
dz
=0, — =0
Z|CE:0 ’ dx =0

La configuracién de equilibrio es pues una pardbola de eje vertical con vértice en (0, 0).




Deducir la matriz de rotacion que lleva

al cuadrado ABCD de la posicién [1] C

a la posicién [2] de la figura adjunta, A
teniendo en cuenta en esta ultima que

el cuadrado estd en el plano YZ. (3 D

ptos.) ¥

1]

Sean (I,J, K) los versores del triedro fijo XY Z, e (4,7, k) los versores del triedro mévil
zyz ligado al sélido, que coinciden inicialmente con los fijos (es decir, ¢ = AD/|AD|, k =
AB/|AB|, j = k A 1). Basta con expresar cada uno de estos vectores en el sélido rotado en
funcién de los fijos, y escribir estas relaciones matricialmente

R
i =cos(m/4) J —sen(n/4) K 10 -1 0
j=-1I = i j k|=|I J K| Vv2/2 0 Vv2/2
k =sen(n/4) J + cos(m/4) K —V2/2 0 V2/2

La relacién de transformacién de coordenadas, entre el sistema de referencia del sélido (x, y, 2)
y el fijo (X,Y, Z) se obtiene teniendo en cuenta que x =zt +yj+2k=XI+YJ+ZK.
La matriz de transformacién que resulta es la misma R antes expresada:

X 0 -1 0 x
Yy=1{+v2/2 0 v2/2|{y
Z —2/2 0 V2/2) |z

Esta ultima ecuacién expresa la rotacién, ya que transforma un vector Hx Y z” ligado al

sélido en HX Y Z||T, mediante la matriz R.

Obtener las ecuaciones de Hamilton para una particula de masa m sometida al campo
gravitatorio simplificado (3 ptos.)

Tomaremos coordenadas cartesianas (x, y, z), siendo la gravedad de valor (—g) en direccién
z. La Lagrangiana vale L = %m(a':2 + 9?4+ 2%) — mgz. Los momentos generalizados son

oL , oL . oL

Pz = 5o = md; py=a—y=my; pz=£=mzﬂ (5)

Por su definicién, la funcién Hamiltonana vale H = p,& + pyy + p.2 — L. Sin embargo, la
expresion de H debe escribirse eliminando las velocidades (Z, 9, 2) en favor de los momentos
generalizados (pg,py,p,). Sustituyendo el valor de L en la expresién de H y eliminando
las velocidades mediante las relaciones (5), resulta la expresién en funcién de las variables
adecuadas:

2m  2m  2m
Las ecuaciones candnicas se obtienen directamente derivando en (6):

H(pg, Py, Dz, T, Y, 2, 1) = + mgz (6)

OH . . Ds
=i = G=tg= gD (7)
Opi m m m
0H ) ) i i
og = P = Pe=05y=0 P =—mg; (8)

De éstas, observamos que el primer grupo (7) coincide con las expresiones del cambio de
variables (5). El segundo grupo (8) expresan la dindmica propiamente dicha.



