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Mecanica
4.° EXAMEN PARCIAL Y FINAL (13 de junio de 2000)
Apellidos Nombre N.° Grupo
Fjercicio 1.° (puntuacién: 10) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto para cada una. Las respuestas
habrén de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Si se pide obtener o deducir un resultado,
deberan justificarse razonadamente todos los pasos partiendo de las ecuaciones o hipdtesis previas, mientras
que si se pide expresar o definir debera responderse con la necesaria precision, sin que sea necesario demos-
tracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener sobre

la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Un so6lido S de revolucién, con un punto fijo O de su eje, estd girando con velocidad €2
constante conocida. El tensor de inercia I es también conocido. Determinar el valor del

momento M que es necesario aplicar para obtener el movimiento descrito, asi como su
derivada & Mo y la derivada de su médulo, <&|Mo|. (sélo final (4/10))

Elegimos unos ejes {4, 7,k} ligados a S, de forma que k sea el de revolucién. Estos
ejes son principales de inercia, por lo que el tensor de inercia serd I = diag(A, A, C).
Si € es constante en sentido absoluto, también lo es respecto al sélido S, por lo que sus
componentes (p, q,r) respecto al triedro del cuerpo son constantes. El momento cinético es
asimismo constante en esta referencia, Hop = (Ap, Aq,Cr), y su derivada proviene de la
rotaciéon €2:

d . .
MO:&HO:Q/\HO:(C—A)T(Q’L—]Q]).

De esta expresién comprobamos que las componentes de M en el triedro del cuerpo también
son constantes, por lo que su médulo sera invariable,

d
— | Myl =0
dt' ol =0,

y la derivada valdra

CMo= Q1Mo = (C—4) [P(pi +a4) — (0" + 7).
Geométricamente podemos observar que tanto {2 como
H  pertenecen al plano II formado por los dos vectores
(pi+qj) y rk. Este es un plano mévil con el sélido, cuya
normal es (q¢ — pj), vy gira con el mismo alrededor del
eje de rotacion 2. En consecuencia Mo = Q2 A Hp es
perpendicular a este plano, y por tanto perpendicular
a rk. La derivada %M o vuelve a pertenecer al plano
dicho, orientada hacia el eje €2.

1llexam.tex



Mediante la aplicacién del principio de los trabajos virtuales, deducir las condiciones
necesarias y suficientes para el equilibrio de un sélido rigido en un caso general. (2P (5/10)
y final (3/10)):

Sea un sélido rigido formado por un conjunto de masas discretas {m;,i =1,... ,N}. El
principio de los trabajos virtuales afirma:

N
oW = Z Fz : (57’2‘ =0 v{éri}comp~ (1)
i=1
Los desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces internos del sélido rigido se pueden
expresar como 01; = 0rp + 0@ A r;, siendo drp el desplazamiento de un punto dado O
del sélido y d¢ una rotacién infinitesimal, ambos arbitrarios en un sélido rigido libre de
restricciones. Sustituyendo en (Il) y operando,

N N
5W:ZFi-5To+ZFz"(5S@/\7‘i)
=1 =1

N

:F-ro—i—Z(ri/\Fi)-&p
i=1

=F -ro+ My - iep,

siendo F & Zf\il F;,y Mo &f ZZ]\LI r; N F;. Al ser drp y dp arbitrarios, se deducen las

condiciones pedidas:

[F=0; Mo=0]| (3)

Método de Routh: para un sistema con coordenadas {g;, j = 1,...n} de las cuales las k
primeras son ciclicas, del que se conoce la Lagrangiana L(g;, ¢;,t), definir la funciéon Rout-
hiana, y desarrollar las ecuaciones de Routh. (2P (5/10) y final (3/10)):

La condicién de coordenadas ciclicas establece:

oL 0 = oL
0 94

La funciéon Routhiana se define como la transformada de Legendre de la Hamiltoniana res-
pecto de las velocidades generalizadas correspondientes a las coordenadas ciclicas, es decir:

¢ ,i=1,...,k (¢ constantes). (4)

k
=1

Ademads, debera expresarse en funcion de los siguientes parametros y variables:

R(Clu"' y Cks Qk+1, - - - 7Qn7QR+17~" 7QH7t>'

De la expresion (Bl) se deduce facilmente que g—g = —gi; gi = —gi, i=k+1,...,n. Por

tanto, sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange éstas quedan reducidas a las correspon-
dientes a las coordenadas no ciclicas:

d /OR OR
— — = = 1,... . n.
o (&ji) 94, 0, 1=k+1, N (6)

Mediante el método de Routh se pueden estudiar las perturbaciones de movimientos con
trayectorias estables alrededor de las mismas, caracterizadas por coordenadas ciclicas, obte-
niéndose ecuaciones tinicamente para los grados de libertad adicionales que definan dichas
perturbaciones.




