Capitulo 3

Oscilaciones lineales con 1
grado de libertad

Es muy comiin que el objetivo de un diseno mecénico sea una estruc-
tura o un mecanismo que permanezca cerca de una posicién de equilibrio
estable, pudiendo realizar sin embargo pequenos movimientos u oscilaciones
alrededor de esa posiciéon. Una variante serfa un sistema cuyo movimiento
objetivo sea una trayectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones
o variaciones acotadas respecto de la misma.

Las solicitaciones y la respuesta de un sistema debido a cargas dina-
micas pueden superar notablemente los efectos de las mismas cargas en
condiciones estéaticas, aplicadas de forma suficientemente lenta. Los disenios
de ingenieria cada vez requieren mas una adecuada respuesta dinamica. Esto
puede deberse a que las cargas realmente se apliquen de forma muy rapida,
como a asignar una mayor importancia a aspectos como el mantenimiento
de la funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones. Estas
condiciones de disefio a menudo se anaden a las puramente estaticas, de
estabilidad y resistencia en la posicién de equilibrio.

En la mayoria de los casos préacticos, estas pequenas oscilaciones se pue-
den considerar como «lineales» (méas adelante se precisa el significado de
este término) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en este
capitulo y en el capitulo 11 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos més simples de oscilaciones, los de sis-
temas con 1 grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos
tienen varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado
de libertad predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibra-
cibn» en una primera aproximacion. Sera valido en estos casos el estudio
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mediante las técnicas que presentamos en este capitulo; en cualquier caso,
seran la base para el estudio de las oscilaciones con varios grados de libertad
que se tratan méas adelante (capitulo 11).

3.1. El oscilador armoénico simple

3.1.1. Ecuacién del movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacion), de constante k,
sin que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina z la coordenada de
m a lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacion, de valor

F = —k(z — x0),

siendo x( la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tension. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del
resorte tiene sentido contrario a la elongacién, es decir, es una resistencia
interna que se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongacién: a doble elongacién, doble
fuerza, y a elongacion mitad, la fuerza se divide por dos.

X

Figura 3.1: Oscila-
J\/\A/\/\/\/—. dor armdnico sim-
ple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo
haremos en el punto z, de forma que la expresion de la fuerza del muelle
sea

F=—kz.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2), obtenemos
la ecuacion dindmica de este sistema:

mi— ks = 31
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Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria con las siguientes carac-
teristicas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relacién con la variable x y sus
derivadas;

» de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del siste-
ma) y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacién estd igualada a cero, sin término inde-
pendiente a la derecha del signo igual.

3.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia
asociada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un po-
tencial V (z). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado
por aquélla entre la posicién natural y una posicién genérica:

xr T 1
V:—/ Fdx:—/ (—kz)dx = —ka?.
0 0 2

Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor en
un instante genérico

1 1
E=T+V = ima’CQ + ika' (cte.) (3.2)
Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacion z(t) tendra maxi-
mos en los que la derivada es nula (& = 0). Particularizando para uno de
estos instantes, podemos escribir la ecuacion (3.2) en funciéon de una nueva
constante A cuya interpretacion es la elongaciéon maxima:

Lo, 1, o 1, 5

Smi + 51{::1: = 51@4 . (3.3)
Fisicamente, podemos interpretar la ecuacién anterior observando que

en los puntos de elongacion méaxima toda la energia es potencial (Vipax =

%k:AQ), mientras que en los puntos de elongaciéon nula toda la energia es

cinética (Tyax = %kAQ). A lo largo del movimiento, la energia total se

conserva, oscilando entre estas dos formas.
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3.1.3. Integracién de la ecuacion

El objetivo es resolver la ecuacion (3.1), integrandola para obtener el
movimiento x(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los pro-
cedimientos de integraciéon de ecuaciones diferenciales con una variable, por
lo que nos ceniremos a los detalles de la solucién de ecuaciones del tipo de
(3.1), que por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en
la mecénica.

La forma mas sencilla es partir de la ecuacion (3.3), despejando en ella
y separando variables:

o k5 9 k dx
x—m(A z?) = \/;dt—m.

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacion de forma

independiente, resultando
k - x
\[— = arcsen —
m' Y A’

donde ¢ es una constante de integraciéon. Definimos ahora un nuevo para-
metro wg como
def k

wo = E (3.4)

con lo cual despejando el valor de x resulta la ecuacién del movimiento
buscada:
x(t) = Asen(wot + ). (3.5)

Esta ecuacion define una ondulacién armonica (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periédico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo, denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardmetro wg recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular
natural del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila
cuando se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se
mueva libremente!. La constante A es la amplitud de la oscilacién (médulo
de la elongacion méaxima) y por ultimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica
la fase de la sinusoide en que se sitta el origen de tiempo.

'En contra de lo que pudiera parecer, la notaciéon wo no indica «valor inicial de w»,
tratdndose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subin-
dice en wyp se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacion con la
frecuencia caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver
ecuacion (3.13).
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z(t) = Asen(wot + ¢)

[a)
T

elongacion (x)

T 37” 2 3 47
fase (wot + ¢)
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Figura 3.2: Oscilacion armdnica, abarcando dos periodos completos del mo-
vimiento. Un dngulo de fase ¢ # 0 equivale simplemente a una traslacion
del origen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacion se mide en radianes/segundo. La fre-
cuencia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el nimero de
ciclos o revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o
ciclos por segundo (Hz). La relacion entre ambas medidas de la frecuencia
es por tanto f = w/27. También es posible expresar la frecuencia en otras
unidades como revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (3.5), que cuanto mas rigido sea el muelle
(mayor k) o mas ligera la masa (menor m), mayor sera la frecuencia natural
de oscilacion wg. Por el contrario, sistemas flexibles (k pequeno) y pesados
(m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una
repulsion del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse
obtener wy = \/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movi-
miento de oscilacién, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez méas
del origen, sin estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema
tenga un movimiento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva,
correspondiente a una atracciéon hacia la posicién de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (3.5), siendo nece-
sario calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicion y velocidad
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iniciales). Por ejemplo, para una vibracion que parte desde una elongacion
inicial a en reposo,

ro=a; =0 = A=a, p=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera xg y vg, particularizando (3.5)

se halla
o =tan ! <wo:co> ;o A= T
V0 sen @

Como comprobacién, podemos evaluar la energia asociada al movimiento
definido por (3.5). En un instante genérico, la velocidad es

& = Awg cos(wot + ),

por lo que

1 1
T+V = - mw? A% cos®(wot + @) + 5/@42 sen?(wot + @) = 5/@42.

=k

1
2
Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (3.3).

3.2. Oscilaciones en 2 dimensiones

Sea una masa m que se puede mover en un plano, atraida hacia un punto
O del mismo por un resorte lineal.

Figura 3.3: Oscilaciones en 2D
de una particula atraida hacia un
punto O del plano.

La expresion vectorial de la fuerza de atraccion es
F=—Fkr,
v la ecuaciéon vectorial del movimiento

mi + kr = 0;
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En componentes, tomando unos ejes Oxy en el plano, resultan dos ecua-
ciones escalares desacopladas:

mi + kx =0; my+ky=0. (3.6)
La solucién general de estas ecuaciones es
xr = Acos(wot + «);  y = Bcos(wot + B),

expresiones que definen la trayectoria de forma paramétrica. Para obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria tengamos en cuenta, en primer lugar,
que podremos elegir el origen de tiempos sin pérdida de generalidad de
forma que sea o = 0; el angulo de fase para y serd 6 = 5 — a. De esta forma
queda

x = Acos(wot); y = Bcos(wot + 9).

Desarrollando la expresion de y y eliminando la variable ¢,

y = B(coswot cosd — senwpt send),
Yy _

T / x2
5 —20055—sen5 1_ﬁ’

de donde se obtiene finalmente

2 2

% + % - % cos & = sen’ 4. (3.7)
Para distintos valores de J, esta ecuaciéon representa una familia de elipses
con orientacién y excentricidad variables, siempre inscritas en el rectdngulo
—A <z < A —B < y < B, como es facil de comprobar. Las elipses
degeneran en rectas diagonales para los casos limite § = 0y 6 = 7 (ver

figura 3.4).
Una generalizacién interesante del caso anterior resulta de considerar
una constante de atraccion distinta segtin cada uno de los dos ejes (k; y ky
respectivamente). Realizando esta modificacion en las ecuaciones (3.6) es

inmediato comprobar que su solucién son oscilaciones en = e y con distinta

frecuencia, wy = \/kz/m y wy = \/ky/m:
x = Acos(wyt + ), y = Bcos(wyt + f).

Las trayectorias descritas son las llamadas curvas de Lissajous (figura
3.5). Estas curvas son cerradas tan solo si wy /w, es una fraccion racional. En
caso contrario, se describen trayectorias abiertas que, a lo largo del tiempo,
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Figura 3.4: Trayectorias de una particula con atraccion eldstica a un punto
O, mostrando dos casos extremos de la familia de elipses (3.7). El primer
caso corresponde a las condiciones iniciales xo = A, g = 0,0 = 0,90 =
—Buwy, y el seqgundo a o = A, 39 = 0,y9 = B, = 0.
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wy =2wy; 0 =7/3

Figura 3.5: Curvas de Lissajous, para diversas condiciones iniciales. FEn el
ultimo caso, al mo ser el cociente de frecuencias racional, la curva no es
cerrada
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acaban siendo densas en el rectangulo |—A, A[x]—B, B] (pasan tan cerca
como se desee de cualquier punto), sin cerrarse nunca.

La trayectoria seguida es sensible a las perturbaciones de los pardmetros
iniciales; una pequenisima variacion de w, u w,, convertira a una curva de
cerrada en abierta, por ejemplo.

3.3. Oscilaciones con amortiguamiento

3.3.1. Ecuacién del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-
cional a la velocidad, Fiy = —cz, de sentido contrario a ella. Este modelo

T

D Figura 3.6:
: Oscilador  con

¢ . amortiguamien-

to viscoso
m

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbo-
lo en un pistén lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre piston y
émbolo. Se trata de una fuerza necesariamente mo conservativa. Es facil
comprobarlo, ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el
mismo punto), el trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es
esencialmente negativo:

Wy = f(—k‘i“;)dx = f(—kfﬁ) dt < 0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos practicos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, la fuerza total sobre m es
ahora

F=—ct—kx,
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resultando la ecuacion:
mi + ci + kx = 0. (3.8)

Esta sigue siendo una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal, de coe-
ficientes constantes y homogénea.

3.3.2. Integracion de la ecuacion

La solucion de la ecuacion (3.8) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (3.1), es decir, basada en funciones armoénicas. Tan s6lo
es necesario aqui generalizar algo la expresién de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo z(t) = ae™. En principio,
permitiremos que tanto a € C como r € C sean ntimeros complejos, aunque
por motivos fisicos debemos exigir al final que el resultado x(t) sea real.
Como se sabe, la exponencial da lugar a funciones armonicas para exponente
imaginario?.

Derivando y sustituyendo en la ecuacion (3.8), resulta

(mrl4+cer+k)et=0 = mr? +cr +k=0. (3.9)

Esta expresiéon se denomina «ecuacién caracteristica,» proporcionando los
valores que debe tomar r para que exista la solucién buscada:

—c++/c? —4km

2m

r= (3.10)
Segtin el valor del discriminante (c? —4km) en la expresion general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucién:

a) ¢> —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para (3.9):

m=-=-p, T2=—4.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresion (3.10) se comprueba que 11 + 712 < 0y r1 -9 > 0. Mediante
la linealidad de la ecuacién diferencial se demuestra que, si existen varias
soluciones, cualquier combinacion lineal de ellas es también solucién de la
ecuacion (propiedad de comprobacion inmediata). Por tanto, la solucion
general es:

z(t) = aje P + age™ 7.

2Empleando la notacion de Euler, " = cos 6 + isen 0, siendo i = /—1.
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En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento ¢ es excesi-
vamente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 3.7 se muestra
el movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos
con distintas condiciones iniciales.

" Figura 3.7: Movimiento de un
. sistema definido por la ecua-
= i cion mi + cx + kr = 0,
] Tl con amortiguamiento supercri-
——————— tico (¢ > 2vkm), bajo distin-
3 T tas condiciones iniciales; Caso
: I) &9 > 0, Caso II) &g = 0,
] e 4'0 <0 Caso III) o < 0.

b) ¢ — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento
posee el valor critico cq it = 2V km. Existe una raiz real doble, negativa al
igual que antes, para (3.9):

c

i

correspondiendo a la solucion z(t) = ae P’. Se puede comprobar que
x = bte™P! también es solucion, por lo que la soluciéon general sera una
combinacién de estas dos:

z = (a+ bt)e ™.

Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movimien-
to de tipo oscilatorio.

c) ¢> —4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjuga-
das para (3.9),

le—p‘f‘W’i, TQZ_p_Wi)
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siendo
c c? k
p= o’ w = a2 + m
La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial

decreciente, que multiplica a una funcién armonica:

x = a1 TPTE | gye(-priw)t

iwt

+ age’i‘“t)

=e P(are

= e P [(a1 + az) coswt +i(a1 — ag) sen wi]
Aunque en un caso general esta expresion pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que x debe ser real. Esto obliga a que

las constantes complejas aj,a2 € C den lugar a unas nuevas constantes
reales A, B € R:

alz(B—’iA)/Q B=a1+ ay
agz(B—i-iA)/Q} = A:i(al—ag)}

resultando
r=e P (Asenwt + Bcoswt). (3.11)

Otra forma equivalente de expresar esta solucion es mediante el cambio de
las constantes (A, B) a otras (a, ¢) definidas por:

A=acosp; B=asenp,

resultando la expresion

r = ae P sen(wt + ). (3.12)

Este ultimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) es el que mas
nos interesa, ya que es el inico en que se producen vibraciones. La expresion
(3.12) representa un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud de-
creciente (ae '), al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque
el movimiento es oscilatorio, no seria correcto en rigor llamarlo periédico,
ya que cada oscilaciéon es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como
amplitud (de forma mas rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al
valor ae P!, que tiende a 0 para t — oo. El movimiento desaparece en la
practica para un tiempo suficientemente grande. Es facil comprobar que el
intervalo entre méaximos, al igual que entre pasos por cero, es constante e
igual a T' = 27 /w (periodo de la oscilacion). Por tanto, a w se le llama fre-
cuencia angular natural del sistema amortiguado (con mayor rigor formal
«pseudo-frecuenciay ).
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El pardmetro a representa la amplitud inicial y ¢ el angulo de fase.
Estas dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra
representacion de la solucion, definida mediante (3.11)) se calculan a partir
de las condiciones iniciales (xq, Z¢).

En resumen, en funcién de los parametros del problema, la solucién
quedara expresada como:

k c?
Psen(wt + ), con w def 2

T (3.13)

—_c
xr =ae 2m

A menudo es util emplear una notacién alternativa para estas expresio-
., . . . . def
nes, en funcion de la frecuencia natural sin amortiguamiento wy = +/k/m
(ecuacion (3.5)), y la tasa de amortiguamiento critico £, definida como

def C c

gzif

Cerit  2Mw

El significado de wy ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcriti-
co) se halla entre 0 y 1. En el caso en que sea £ > 1 el amortiguamiento es
critico o supercritico y no se producen oscilaciones. Para vibraciones estruc-
turales, los valores usuales de £ son pequenios; en una estructura real puede
ser del orden de ¢ = 0,02 = 2% o menor®.
En funcion de estos pardmetros, la ecuacion diferencial (3.8) se puede
escribir
&+ 26wod + wir = 0, (3.14)

mientras que la solucion (3.13) se expresa como

—Sol sen(wt + ),  con w L ov/1— £2. (3.15)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movi-
miento es menor que en el caso sin amortiguamiento (wp), debido al factor
V1 —&2 < 1. Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, al ser &
pequeno, ambos valores resultan muy proximos (w & wp).

Tr = ae

EJEMPLO 3.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un
eje horizontal, unida mediante un resorte elastico de constante k = 10° N/m
a una base fija en el eje. Existe ademés un amortiguamiento viscoso, que
reduce la amplitud de la oscilacién a la centésima parte cada 10s. Se pide:

3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de calculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dinamicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se
proponen amortiguamientos de £ = 0,5% para puentes metalicos o mixtos, y £ = 2,0%
para puentes de hormigén estructural
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a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa & respecto
del critico;

b. Suponiendo que parte de xg = 0,05 m medido desde la posicion de
equilibrio en reposo, obtener la ecuacién del movimiento asi como el
valor numeérico de la posicién al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortigua-
miento, dado por la ecuacion (3.15):

x = ae” % sen(wt + ¢p).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo = v/ k/m = 15,811388rad/s = 2,51646 Hz. (3.16)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amorti-
guamiento:

—wol0 _ @ ¢ - In 100

= =
e 100 10wo

=0,029126 ~ 2,9 %. (3.17)

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 26wy = 368,4136 N -s - m~L.

b.— Una vez calculados todos los pardmetros, se pueden obtener las
constantes a partir de las condiciones iniciales:

xo = Asen ¢y N { A = 0,05002122
0 = — Afwg sen ¢o + Aw cos g do = 1,541667 = 0,4907287

La expresion numérica de la solucién es por tanto
2(t) = 0,05002122 ¢(—4695170) ey (15 80468 ¢ + 1,541667), (3.18)

y la posicién a los dos segundos z(2) = 0,01964561 m. Los resultados se
muestran de forma grafica en la figura 3.8. O
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Figura 3.8: Resultados del ejemplo 3.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) De-
talle de la grifica parat € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones
amortiguadas; (c¢) Detalle del comienzo del movimiento (duracion = 1/64
periodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tan-
gente a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia
en que (wt+¢o) = 7/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando
que se alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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7D Figura 3.9: Os-

cilador simple

f(t) con amortigua-

C 4‘—’ miento someti-

do a fuerza ex-
m
terna.

k

3.4. Oscilaciones forzadas

3.4.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actta una fuerza exter-
na f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al
muelle y al amortiguador (figura 3.9).

La ecuacién es ahora:

mi + ct + kx = f(t). (3.19)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacion diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura de la solucién distinta, como se
ve a continuacion.

3.4.2. Integracion de la ecuaciéon

Sean dos soluciones cualesquiera x;(t) y z2(t) de la ecuacion completa
(3.19):

mIo + cto + To = f(t),
mxi +ct1 +x1 = f(t);

restando término a término se obtiene
m(ig - il) + C(I'Q — il) + k(xg — .’El) =0.

Por tanto su diferencia, xp(t) = xz2(t) — x1(t), es solucion de la ecuacion
homogénea (3.8). Esto nos sirve para poder expresar la solucion general de
la completa como una solucién particular de la misma, que hallaremos por
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cualquier procedimiento, mas la soluciéon general de la homogénea que ya
sabemos calcular:

2(t) = en(t) + 2, (0).

El problema se limita pues a calcular una soluciéon particular de (3.19).
Cualquier procedimiento que nos permita hallarla es bueno (todo vale).
Como regla general, buscaremos una solucion particular del mismo tipo que
el término de fuerza f(t). Veremos a continuacion las soluciones particulares
para algunos casos significativos.

a) fuerza constante, f(t) = D.- Este caso puede corresponder a
una fuerza constante estética, si su aplicacién ha sido lenta, o a una funcién
escalén dinamica, en el caso en que la aplicacién sea siibita. En cualquier
caso, la solucién particular es otra constante, de valor

Tp = 7
La comprobacion es inmediata, al ser &, = &, = 0.

Este caso corresponde, por ejemplo, al de un muelle en posicién vertical
sujeto a la gravedad; al de la fuerza de rozamiento durante el intervalo en
que no cambia de signo (supuesta la reaccion normal constante); o al de una
fuerza constante o escaléon cualquiera.

Por otra parte, llamando xyp = D/k (cte.), la adicion de una solucion
T = xo puede interpretarse también como una simple traslacion del origen
de coordenadas, 2/(t) = z(t) — 29 = xp(t). De esta forma el movimiento
puede describirse como una oscilacién libre alrededor de un nuevo centro,
trasladado xg.

Este seria el caso, por ejemplo, de una masa m colgando de un resor-
te de constante k en direccion vertical, sometida a su propio peso (mg).
El movimiento puede interpretarse como una oscilaciéon libre, alrededor de
un punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo del punto de
longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la solucion z, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (3.19) se obtienen los valores de m y n:

{m = E/k

cm + k(mt+n) = Et
( ) n=—cE/k?
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por lo que resulta

- £(-5)

Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza armoénica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial im-
portancia, ya que no sélo sirve para una fuerza armoénica en si misma, sino
que servira también como base para calcular la solucién frente a una carga
cualquiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier (aptdo. 3.7.3).

Tanteamos una solucién que sea igualmente armoénica, con la misma
frecuencia que la excitacion, pero admitiendo un posible desfase § respecto
de la carga:

xp(t) = Asen(Qt + 90).
Sustituyendo en (3.19):

k —mQ?) sen(Qt + 6) + cQcos(Qt + 0 :gseth,
A

y particularizando para dos valores distintos de ¢ se puede calcular A y §:

1. parat =0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando 9,

2 2w
tan o k — mQ? wi — Q2 (3.20)

2. para Qt+ 9 =0,
Q) = %sen(—&)

A= —C%sené

Para expresar A en funcion de los parametros del problema, debemos obte-
ner en primer lugar la expresion de sen d:

tan o

+v1 + tan? 6

—cf)
= (3.21)
+/(k — mQ2)2 + 202

—2£Quwyg

B +/(w§ — Q)2 + 420207

send =
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resultando finalmente las expresiones siguientes para A:

a - a/m (3.22)

A= .
£/ (k—mQ2)2 + 202 +/(w — 02)2 + 42022

Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((3.21) para send y (3.22) para A), podria resultar un valor negativo para
esta ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de
la raiz que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como
amplitud. Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para d, de
forma que send tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que
para cambiar de signo (send) basta con tomar (64 ) en lugar de 6, es decir,
se trata de un simple cambio del origen de tiempo, lo que siempre es licito.

Una vez conocidos A y & es posible escribir la solucién general de la
ecuacion completa (3.19) que resulta:

z(t) = ae *lsen(wt +¢) + Asen(Qt +6) . (3.23)
—————

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sélo por determinar los parametros a y ¢,
que se obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene
subrayar que, aunque estos pardmetros afectan sélo a la parte de la solucién
que proviene de la homogénea, es la solucion completa (3.23) la que se
debe particularizar. No debe cometerse el error de particularizar el sumando
correspondiente a la solucién homogénea, sino que debe ser la suma de
ambas.

Por otra parte, es importante observar que la solucién particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales,
al ser funcion dnicamente de los pardmetros A y 9§, definidos por las expre-
siones (3.21) y (3.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amorti-
guamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cuénto
tiempo sea dependera del amortiguamiento— desaparece. El intervalo du-
rante el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucién
de la homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (3.23), se llama
régimen transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos compo-
nentes armonicas de distinta frecuencia, la de la excitacion () y la natural
del sistema en vibracion libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la soluciéon de la homogénea en (3.23) se amortigua hasta hacerse
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despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que
no dependa de las condiciones iniciales?. Por lo tanto, éstas solo tendran
influencia durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un mo-
vimiento forzado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es
siempre el mismo independientemente de las condiciones iniciales.

Figura 3.10: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo.

Para una excitacién peridédica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitacion, y un desfase § respecto a ella,
dado por la expresion (3.21). De ésta se desprende que si no existe amor-
tiguamiento, el desfase es también nulo. El desfase también depende de la
relaciéon entre €2 y wp, de forma que, por ejemplo, para = wy, resulta
send = +1 y por tanto § = +m/2.

3.5. Amplificacién dindmica y resonancia

Una carga aplicada de forma dinamica puede producir un efecto conside-
rablemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente
lenta para que no se llegue a producir oscilaciéon. Este efecto se denomina
amplificacion dindmica.

4La eleccion de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible
escoger ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo,
en el limite cuando ¢ — oo, esta parte de la solucién particular también se vera reducida
a cero.
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Un ejemplo sencillo es la aplicaciéon de una carga constante Py, sobre un
sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento. Si
se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta), el
desplazamiento seria zesy = Pp/k.

Si se aplica de forma subita, como un escalén de carga, suponiendo
que inicialmente el resorte estd en su posiciéon natural y sin velocidad, la
respuesta es

Zain(t) = % - % cos(wot).
El desplazamiento maximo se produce para wot = 7 y vale Zginmax = 2Fo/k.
Por tanto, la amplificaciéon dindmica de la carga es

Tdin,max

f.ampl. = =2,

Lest

es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcién armoénica, Pysen(€2t). Supondremos que existe un pequeno amorti-
guamiento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen perma-
nente, pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuaciéon
de dicho régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la
expresion, que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro im-
plicitamente que algiin amortiguamiento, por pequeno que sea, ha debido
existir para que desaparezcan los términos transitorios. En el régimen per-
manente la respuesta es un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud
se puede deducir de la ecuacion (3.22):

P
Ldin,max = A(Q) - k— 73192 .
La amplificacién dinamica es
fampl, = Tdmmex 1 (3.24)
Test 1—0Q%/w?

Si Q2 = 0, el factor de amplificaciéon es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si 2 — oo, el factor de amplificacion
tiende a cero, lo que quiere decir que la excitacién es demasiado rapida y
el resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse.
Por ultimo, si 2 — wy, el factor de amplificacién tiende a co.
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Se denomina resonancia al fendémeno por el cual la amplitud de la osci-
lacion se hace méxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a
oo bajo determinadas circunstancias (ecuacion (3.24)). En este caso la re-
sonancia conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de
movimiento excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresion (3.22) propor-
ciona la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacion,
es posible dibujar la grafica de la amplitud obtenida para un valor dado
del amortiguamiento (), en funciéon de la frecuencia de excitacion () (fi-
gura 3.11). Se observa que para amortiguamiento { # 0 la curva muestra
en general un méaximo de la amplitud, mientras que para £ = 0 no existe
méximo, tendiendo la amplitud resonante a co.

Desde un punto de vista de calculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el méaximo de (3.22):

Ao q/m ,
V(WE =022 1 4e20207

puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en
el denominador,

d o

I 022 4+ 4£20%2) = 2(w? — Q) (—2Q) + 86220 = 0,

obteniéndose finalmente:

k 2
Q= /= — S = /1 - 2€2. (3.25)

m  2m2

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €, en la ex-
presion (3.22) de A:

4 alc (3.26)

cw k_
m 4m?2

SEstrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace méaximo
T = mi? /2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitaciéon igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (3.25). Al ser la energia potencial
proporcional al cuadrado de la elongacion, la resonancia en energia potencial equivale a
la resonancia en amplitud.

Ay

_ q _
B cwoy/1 — &2
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Conviene observar que las expresiones (3.4), (3.13) y (3.25) definen tres
frecuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor

quedan:
w Q,

A

w0>w0\/1—§2>w0\/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en
los casos practicos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequeno y las tres
frecuencias tienen valores muy proximos. Para los valores usuales del amor-
tiguamiento en vibraciones estructurales (del orden de 1%-2% o incluso
menores), la resonancia se produce muy proxima a wp, como se aprecia en
la figura 3.11. Por ello, en la practica ingenieril a menudo se confunden las

4 T |
[oe=o0
3 P -
P\ Le=02
R 2 .
£=05
N
0 ¢ L
0 1 2 3

Figura 3.11: Amplitud de oscilacion para una excitacion armdnica, en fun-
cion de la frecuencia de excitacion €2, para diversos valores del amorti-
guamiento €. Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas
B = Q/woy, y en ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmica).

dos frecuencias wy y €2,.. La diferencia de frecuencias es mayor para valo-
res altos del amortiguamiento &, aunque entonces también ocurre que la
resonancia tiene menor importancia. Si £€2 > 1/2 (£ > 0,71) no se llega a
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producir méximo de A, por lo que no hay resonancia. En este caso la fun-
cion A(£2) es monotona decreciente y no tiene méaximo local, como puede
apreciarse en la figura 3.11.

EJEMPLO 3.2: Como continuacién del ejemplo 3.1, resolver las siguientes
cuestiones adicionales:

a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento im-
puesto armoénico, de amplitud 0,05m y frecuencia 2 Hz, obtener el
movimiento tanto durante el régimen transitorio como en el régimen
permanente. Como condiciones iniciales, se admitira que parte del re-
poso en la posicion de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacion anterior que produce la maxima
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud maxima y el
factor de amplificacion.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacién del resorte, relativo a la
base, y x(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es
por tanto X (t) = x(t) + 3(t). La ecuacion del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—miy.
Teniendo en cuenta x(t) = Bsen(Q2t), resulta
mi + ci + kx = mBQ? sen(Qt). (3.27)

La solucién general consta de la solucién general de la homogénea mas una
solucion particular de la completa, x(t) = xp(t) + x,(t). Suponiendo una
solucién particular del tipo

zp(t) = C'sen(Qt + 0), (3.28)

y obligando a que z(t) cumpla la ecuaciéon anterior, se obtiene

cQ
0 = arctan (mQQ_k) = —0,125031 rad; 529
BO? '
C=— e = —0,0850728 m.

\/02 02 + (m2 — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de apli-
car las expresiones (3.20) y (3.22), con ¢ = mBQ?2.) La soluciéon completa
de la ecuacién es

z(t) = C'sen(Qt + 6) + Ae ™ sen(wt + ¢y). (3.30)
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Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (xg = 0,29 = 0), se obtie-
nen las constantes A y ¢o:

2&wwy
¢o = arctan ( 5 5 3 2) = —0,157492rad;
o 0% — wg + 28%wg (3.31)
A=——=0,0676418m.
w

Con estos datos y los parametros £, wy calculados anteriormente (ecuaciones
(3.16) y (3.17)) queda determinada la ecuacion del movimiento (3.30):

z(t) = —0,0850728 sen (47t — 0,125031)
+ 0,0676418 e 0:4605170¢ g0 (1580468 ¢ — 0,157492).  (3.32)

Esta solucién es la «completay, que corresponde al llamado régimen tran-
sitorio. Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresion
(la soluciéon de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decre-
ciente, y queda el denominado régimen permanente, que se identifica con
la solucién particular (3.28). En la figura 3.12 pueden observarse estas dos
soluciones. Refiriéndose al régimen permanente, el factor de amplificacion
dinédmica (respecto a la amplitud del movimiento impuesto en la base) es
FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente,
basta con derivar la expresion de C' en 3.295 e igualar a cero. Desarrollando
las operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

Q= 0 1582482 rad/s. (3.33)

V1 — 22

Obsérvese que para este caso en que la excitaciéon es por movimiento ar-
moénico en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida
anteriormente para una fuerza armonica (3.25). El motivo es que el nume-
rador en la expresion 3.295 también depende ahora de €2, y el maximo no
coincide para ambos casos.

Sustituyendo esta frecuencia en 3.292 se calcula la amplitud méaxima
(resonante):

C = —0,858714m. (3.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre
la amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacion:

0,858714
FA = ——— =17,17428.
0,05 7,17428
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0.05

—0.05 -

—0.1+

Figura 3.12: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como
a medida que avanza el tiempo el movimiento se va aproximando al régimen
permanente.

En la figura 3.13 se aprecia la variacion del factor de amplificacion con la
frecuencia €2, marcandose claramante el pico de resonancia. O

3.6. El espacio de las fases

Es posible realizar una transformacion de la ecuaciéon diferencial de se-
gundo orden del oscilador armoénico simple (3.1), en funciéon de la variable
x, a un sistema equivalente de dos ecuaciones diferenciales de primer or-

. def . . ..
den, con dos variables: x y p = ma (cantidad de movimiento o momento
conjugado a x). Este cambio origina las ecuaciones:

{ p+kr=0 (3.35)

p=mx

El espacio de las fases permite una descripcion distinta del problema a
la realizada en los apartados anteriores, en funcion de las variables (z, p).
Este tipo de variables son las que se emplean en la dindmica analitica de
Hamilton (capitulo 12). Tiene especial interés cuando se desea estudiar la
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Figura 3.13: Factor de amplificacion dindmica en funcion de la frecuencia
de excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para
la excitacidon definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.

dindamica del sistema de forma geométrica o cualitativa, por la dificultad o
incluso imposibilidad de resolverlo de manera cuantitativa.
Para obtener la trayectoria del sistema en el espacio de las fases, obser-

vamos:
jodp, _dop
dzx dxm’

sustituyendo en (3.35;):

dp p

tkr=0 = ZPdptkrdz=o0.
dxm m

Integrando esta ecuaciéon de variables separadas se obtiene

2mp

k
59;2 = E, (3.36)

donde la constante de integraciéon E es precisamente la energia total del
sistema, mi? /2 + kx? /2, que se mantiene constante e igual a su valor inicial
como ya sabemos (apartado 3.1.2).

La trayectoria definida por (3.36) es una elipse con semiejes \/2F /k y
V2Em (figura 3.14). El punto por donde se empiece a recorrer la elipse
depende de las condiciones iniciales, siendo la trayectoria siempre la misma
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AW,
VAY

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria z(t

Figura 3.14: Oscilador sin amortiguamiento; trayectoria eliptica en el espa-
cio fdsico, correspondiente a un movimiento con amplitud constante.

elipse. El tamano depende de la energia, E: las 6rbitas més energéticas
corresponden a elipses de mayor tamano.

Si el sistema tiene amortiguamiento, la energia £ disminuye a lo largo
del movimiento. La trayectoria fasica del sistema sera pues una elipse cuyo
tamano va disminuyendo a lo largo del tiempo; es decir, se recorre una espi-
ral eliptica que termina en el origen, correspondiente al estado de reposo con
elongacion nula del resorte, cuando el movimiento se ha amortiguado com-
pletamente. Decimos en este caso que el origen es un atractor del sistema,
puesto que la trayectoria fasica tiende irremediablemente a él.

=0 /\ A AA
N Y

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria xz(t)

Figura 3.15: Oscilador con amortiguamiento; trayectoria en espiral eliptica
correspondiente a amplitud decreciente, con atractor en el origen.

Por tltimo, una oscilacién forzada con excitacién armonica acaba osci-
lando en un régimen permanente, también armoénico, que corresponde a otra
elipse en el espacio de las fases. Se dice que el sistema tiene un ciclo limite,
al que tiende siempre independientemente de las condiciones iniciales.

En casos més generales de sistemas dinamicos complejos, pueden existir
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Trayectoria fasica (x, p) Ley horaria z(t)

Figura 3.16: Oscilador forzado con amortiguamiento; la trayectoria fdsica
muestra claramente un ciclo limite.

varios atractores o ciclos limite, cada uno con su correspondiente «cuenca de
atraccién». En los sistemas cadticos, a pesar del desorden e impredicibilidad
que su nombre indica, a menudo se pueden establecer también atractores o
ciclos limite. Sin embargo, ocurrird que pequenisimas perturbaciones pueden
hacer que el sistema salte de uno a otro, de manera impredecible. En este
altimo caso no es util estudiar de forma determinista el sistema, por la
extrema sensibilidad al cambio de cualquier pardmetro o condicién inicial.
Sin embargo, el estudio de sus trayectorias en el espacio de las fases si puede
proporcionar un medio 1util para describir cualitativamente su respuesta.

En sistemas complejos con comportamiento cadtico, la representacion
grafica de las distintas trayectorias dindmicas y cuencas de atraccién da
lugar en ocasiones a figuras de tipo fractal, con una estructura compleja y
que se repite a cualquier escala de observacion.

3.7. Analisis mediante series de Fourier

El desarrollo en serie de Fourier es una herramienta importante que per-
mite obtener la solucién de un oscilador forzado sometido a una excitacién
cualquiera, sin necesidad de que ésta se ajuste a las funciones tipicas estu-
diadas en el apartado (3.4). Su aplicabilidad radica en la linealidad de la
ecuacion.

3.7.1. Caracter lineal de las ecuaciones

Supongamos un oscilador con amortiguamiento, sometido a una fuerza
externa F'(t). La ecuacion (3.19) se puede escribir como:

&+ 28wod + wiz = f(t), (3.37)
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siendo f(t) R (t)/m, habiendo dividido ambos términos de la ecuacion
por m. Otra manera de expresar esta ecuacion es mediante la definicion de
un operador L(-), que actua sobre la funcion z(t), definido de la siguiente
manera:
d? d . .

L(x) aof w2 + 2§w05 + Wi | (x) = & + 2€woi + wiz. (3.38)
El operador L(-) es una aplicacion definida en el espacio de las funciones
C?. La imagen de una funcién z(t) mediante L(-) es otra funcion, definida
a partir de (3.38). De esta manera, la ecuacion dinamica (3.37) se puede
expresar en forma compacta como

L(z) = f.

Es inmediato comprobar el caracter lineal de L(-): para dos funciones
cualesquiera x1(t), x2(t) y dos nameros arbitrarios «, 5 € R,

L(axy + Bxe) = aL(x1) + BL(x2).

Por tanto, conocidas las soluciones x1(t) y x2(t) para dos funciones de fuerza
dadas f1(t) y f2(t), la solucion de la combinacion lineal f = af; + Sf2 es
la combinacién lineal de las soluciones respectivas:

L(axy + Bxg) = aL(xy) + BL(x2) = afi + B fa.

Esta propiedad se puede extender a una serie con N sumandos, f,(t), de
los que suponemos conocidas las soluciones individuales, x,(t):

N N
L (Z anmn(t)> = Zanfn(t> = f(t)

- N .
Por lo que la solucion de f = Y. o, fp es la suma de las soluciones de
cada término, YN a, .

3.7.2. Analisis de series de armoénicos

Supongamos ahora que el término de fuerza externa, f(t), se puede ex-
presar mediante una serie de armonicos, es decir, como suma de senos y
cosenos con distintas frecuencias y afectados de distintas amplitudes. Co-
nocemos ya por lo estudiado en este capitulo la solucién a cada uno de los
términos armoénicos individuales. Como vimos, esta solucién consta de un
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término que so6lo interviene durante el régimen transitorio (solucién gene-
ral de la homogénea) y de otro que caracteriza el régimen estacionario o
permanente (solucion particular de la completa). En el desarrollo que sigue
estudiaremos tan sélo el régimen permanente, admitiendo la hipoétesis por
otra parte bastante usual, de que el transitorio s6lo dura un tiempo breve
y por tanto carece de importancia a nuestros efectos.

Asi, si la serie que define la fuerza aplicada es:

N
ft) = Z ay, cos wpt,
n=1

la solucion (régimen estacionario) para cada término de la serie es una
funcién arménica cuya amplitud viene dada por la ecuacion (3.22):

Qo
V(0§ — w2)? + dwlwpe?

siendo el desfase el definido por (3.20):

xn(t) =

cos(wnt — dp),

2wnwo§
(Sn = arctan BTG

Sumando todas estas soluciones obtendremos la solucion global, x(t) =

YAy n(t).

3.7.3. Desarrollo en serie de Fourier

El Teorema de Fourier afirma que cualquier funcion periodica f(t), de
periodo T, se puede desarrollar en serie de armoénicos, de la forma:

1

f) = S0+ Z(an cos nwt + by, sen nwt), (3.39)

n=1

siendo w & 27 /1.

Este teorema quedard demostrado si somos capaces de proporcionar un
método para calcular los coeficientes a,,, b, que hacen posible el desarrollo
(3.39). En primer lugar, calculemos la integral

/T f(t) cosmwt dt.
0

Al estar f(t) definida mediante la serie (3.39) y suponiendo los requisitos
necesarios de convergencia de ésta, la integral anterior se puede descomponer
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en la suma de las integrales de cada uno de los términos. Multiplicando
cada uno de estos términos por cos mwt e integrando, resultan entonces las
siguientes integrales, segtin los valores de m y n:

a. sin #m,
-
an/ cos nwt cosmwt dt =
0

.
1
an/ i[cos(n + m)wt + cos(n — m)wt] dt = 0;
0

-
bn/ sen nwt cos mwt dt =
0 .-
bn / i[sen(n + m)wt + sen(n — m)wt] dt =0
0

b. sin =m,

T 1 2 t
am, / cos® mwt dt = am/ w dt = am% (3.40)
0 0

T T
1
bm/ sen mwt cos mwt dt = bm/ 3 sen 2mwtdt =0
0 0

Vemos pues que el tnico término que da una contribuciéon no nula es
el correspondiente a a,, cosmwt. Analogamente, multiplicando (3.39) por
sen mwt e integrando, la tnica integral no nula de la serie resulta ser:

/ f(t) senmwt dt = bm/ sen? mwt dt = bm%. (3.41)
0 0
Por ultimo, la integral directa de f(t) es:
T T 1
/ F(t)dt = / apdt = ag—. (3.42)
0 0o 2 2
De (3.40), (3.41) y (3.42) deducimos los coeficientes de (3.39), que son:
2 T
a, = / f(t) cosnwt dt (3.43)
7 Jo

2 T
by, = / f(t) sennwt dt (3.44)
7 Jo

— /O oL (3.45)

T
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Al tener un método para calcular estos coeficientes para cualquier valor de
n, queda demostrado el teorema de Fourier y definido el desarrollo en serie.

El desarrollo en serie de Fourier tiene aplicaciones importantisimas en la
ingenieria, ya que convierte el analisis de una funcién periédica cualquiera en
los anélisis de casos elementales de términos armonicos, cuya solucién nos
es conocida. La funciéon f(t) no tiene limitacion, salvo que sea periodica.
Puede estar definida mediante una funcién analitica cualquiera, por puntos,
etc. En la practica, bastard tomar tan sélo un cierto niimero de términos
del desarrollo, para obtener la precision suficiente, truncando el resto de la
serie.

Es posible extender el método del desarrollo en serie de Fourier a una
funcién cualquiera, aunque no sea peridédica. Para ello se emplea el truco de
construir una nueva funcién periédica, con un periodo suficientemente largo
que abarca el intervalo de tiempo de interés de la funcién no periédica. En
esta nueva funcién se anade a la funcién original, al cabo del intervalo de
tiempo de interés, un intervalo de silencio, hasta un tiempo suficientemente
grande, 7 — 00. Al cabo de un tiempo 7, nuestra funcién se volveria a
repetir. Sin embargo, como s6lo estamos interesados en la solucién para
t < T, esto no supone ningin inconveniente.

ft)

Figura 3.17: Desarro-
llo en serie de Fourier
! de funciones no perio-

\/ \/ t dicas

T

En este ultimo caso, si 7 — o0, los coeficientes a, y b, deducidos de
(3.43, 3.44) se convierten en infinitésimos, puesto que 7 esta en el denomi-
nador. La suma del desarrollo en serie de Fourier se transforma (en el limite)
en una integral, denominada transformada de Fourier. Esta integral tiene
exactamente la forma inversa de las integrales para los coeficientes a,, y by,
expresadas en las ecuaciones (3.43, 3.44), términos que estén relacionados
con cada valor de la frecuencia, w, = nw. Este conjunto de frecuencias dis-
creto, al aumentar 7 tiende a una distribucién continua. La transformada
de Fourier se puede interpretar entonces como un cambio de formulacion,
pasando a expresar el problema inicialmente formulado en el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. No desarrollaremos mas este tema, para
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no alargar innecesariamente este capitulo, pudiendo consultarse en el libro
de Fernandez Palacios o en otros textos mas especificos de vibraciones®

3.8. Analisis de transitorios mediante la funciéon de
Green

El desarrollo en serie de Fourier proporciona la solucion del régimen es-
tacionario, ya que en su deduccién despreciamos deliberadamente el efecto
de los transitorios. Para los casos en los que sea necesario obtener el ré-
gimen transitorio se puede aplicar el método de la funcién de Green, que
desarrollamos a continuacion.

3.8.1. Respuesta a una funcién impulso

Partimos, como antes, de la ecuacién general del movimiento oscilatorio
forzado (3.37),

i+ 28wod + wiz = (1),

cuya solucion general es z(t) = xp(t) + z,(1).

Suponemos que este sistema estd sometido a un impulso instantaneo en
el instante ¢ = 0, un pico de fuerza que se puede suponer de duracién préc-
ticamente nula, pero que por su intensidad tiene un efecto apreciable sobre
el sistema. Mateméticamente, una funcién impulso se representa mediante
la funcion § de Dirac, definida como:

S(t) =0 Yt#£0
5(0) = oo
[Tty dt =1

Una manera de entender el significado de la funciéon singular 6(¢) es consi-
derarla como el limite de una funcién continua como la representada en la
figura 3.18, con forma de triangulo isosceles de base 2¢ y altura 1/¢, cuando
€ — 0. Asi, un impulso de valor I en ¢ = 6 se representa por f(t) = 1 6(t—6).
Integrando esta fuerza,

/_:f(t)dt:/_z.fd(t—e)dt:[

5Se recomiendan: R.W. Clough y J. Penzien: Dynamics of Structures, McGraw Hill,
New York, 1975; L. Meirovitch, Elements of Vibration Analysis, McGraw Hill, New York,
1986.
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f(t) ‘ f(t)

1/e

| , |
e |
0 t 0 t

€

Figura 3.18: Impulso, representado por la funcion delta de Dirac.

Puesto que f(t) = F(t)/m, I sera el impulso por unidad de masa, o sea,
el incremento de velocidad que adquiere m por virtud de la impulsiéon. Po-
demos entender ésta por lo tanto como una causa instantdnea que modifica
el estado de velocidad en t = 6, quedando después el sistema en vibracién
libre, ya que f(t) desaparece.

La solucién a un impulso elemental es pues la respuesta en vibraciones
libres con las condiciones iniciales x(f) = 0; #(¢) = I. La soluciéon para
t > 0 es la de la homogénea:

x(t) = e_gwot(A coswt + Bsenwt), parat >0,

. def
siendo w = wpy/1 — &2
Sustituyendo en la ecuacién del movimiento las dos condiciones iniciales,
obtenemos las constantes A y B:

I e—&wol

A= sen wb,

Ie—&wg&?
= ———coswb.
w

Quedando, finalmente, la solucién para la respuesta a un impulso elemental
como:

1
x(t) = ae_&"o(t_e) senw(t —0), parat>0. (3.46)

3.8.2. Analisis de transitorios para una excitaciéon arbitraria

Suponemos ahora que sobre el oscilador acttia una fuerza F'(t) cualquie-
ra, no impulsiva. Podremos descomponer, dividiendo el tiempo en intervalos



3.36 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

infinitesimales, esta fuerza como una serie de impulsos elementales, corres-
pondientes a los rectangulos elementales en el diagrama de F(t) (figura
3.19):

F(0
dI = Ld@.
m

f(t)
Figura 3.19: Descomposi-
cion de f(t) en impulsos ele-
mentales

0 t

Por la linealidad del operador, podremos obtener la respuesta global en
un instante ¢ dado, como la suma o integral de las respuestas a todos estos
impulsos elementales dI para 6 < t:

t
F
x(t) = / m(z)e—ﬁwo(t—G) senw(t — ) df.

Se define la funcion de Green G(t,6) como:

1
— e &0 senw(t — ), parat > 0.
mw

G(t,0) %

En funcion de G(t, 0) la integral anterior queda por tanto:

t
z(t) = / F(0)G(t,0)de.
—0oQ0
Esta integral se llama también integral de Duhamel. En la préctica, las
integrales se evaluaran numéricamente, salvo casos particulares simples que
admitan resolucién analitica.
Resumiendo, el método de anéalisis mediante la funciéon de Green:

— Proporciona la respuesta transitoria completa, no limitandose al régi-
men permanente.
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— Incluye automaticamente la informaciéon sobre las condiciones inicia-
les.

— Sirve para funciones de carga arbitrarias.

3.9. Métodos numéricos para integracion directa

En la practica la resoluciéon de problemas dinamicos reales se realiza,
salvo casos particulares simplificados, mediante célculo numérico en orde-
nadores digitales. Los métodos anteriormente expuestos son susceptibles de
tratamiento numérico a través de las trasformadas discretas de Fourier, o de
la evaluacion numeérica de las integrales de convoluciéon de Duhamel (funciéon
de Green).

Otra técnica interesante que permite resolver numerosos problemas de
indole muy general es la utilizaciéon de métodos numéricos para la integracion
directa de las ecuaciones de la dindmica. Este método tiene la ventaja sobre
los anteriormente expuestos que no necesita presuponer la linealidad del
oscilador, por lo cual es posible aplicarlo también a otros casos méas generales
en que los osciladores no sean lineales. Ademaés, de forma automética se
incluyen todos los términos, tanto transitorios como permanentes.

Aunque existen numerosos métodos de integraciéon paso a paso en el
tiempo, expondremos de forma resumida sélo dos: el método de Euler y
el método de Runge-Kutta de 4.° orden. Ambos son métodos de un paso,
sencillos de formular, y se encuentran entre los méas usados en la practica.
Para una exposiciéon mas detallada de estos y de otros métodos de integra-
cion de ecuaciones diferenciales, se recomienda consultar otros textos méas
especializados’.

En ambos casos se realiza una integracion paso a paso, para lo cual
supondremos que el tiempo se ha discretizado en intervalos pequefios At,
definiendo instantes discretos t,,:

to, t1=At, ta=2At ..., t,=nAt, ..., trp
La ecuacién a resolver sera, como siempre:

&+ 28wod + wiz = f(t). (3.47)

"Véase, por ejemplo, W.E. Boyce y R.C. DiPrima: Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems, (5.% ed.), Wiley, 1992, o a nivel mas avanzado, C.W. Gear:
Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations, Prentice-Hall, 1971.
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Suponemos conocida la solucién en el instante t,: x, = x(ty), Tn = £(tp).
Se trata de obtener un procedimiento para avanzar la solucién al instante
tnt1: Tnil, Tnil.

3.9.1. Meétodo de Euler

Suponemos conocidos en un instante dado z, y &,. A partir de la ecua-
cion (3.47) se despeja p:

Zn = f(tn) — 2wody, — w%xn.

Los valores en n 4+ 1 se obtienen mediante un desarrollo en serie de Taylor
truncado a partir del segundo término:

Tpt1 = Tn + TnAt
Tptl = Tp + T AL

Asi, procederiamos a partir del estado inicial conocido (xg, o) para obtener
primeramente (x1, 1), luego (2, 22), y asi sucesivamente hasta el instante
tfin-

El método de Euler es muy sencillo de formular y de operar, siendo los
algoritmos evaluables de manera explicita. Admite facilmente la extension
al caso en que los coeficientes de la ecuacion dependen del tiempo, o cuando
la ecuacion es no lineal.

Figura  3.20:
Error obtenido
en la solucion
numeérica de la
ecuacion £ = x
mediante el
104 - método de

Fuler, para
t € [0,1],
con Tg = 1.
Precision  de

-5 < .
10 1000 10000 fooogo  Cdleulo: 32
n.° de pasos bits.

1073 |

error

El error de truncamiento local (el cometido para la solucion de x en
cada paso) es del orden O(At?). Por lo tanto, disminuyendo el tamafio del



Aptdo. 3.9. Métodos numéricos para integracién directa 3.39

paso At suficientemente, se podra llegar a reducir el error de truncamiento
local tanto como se desee. Por ejemplo, al dividir At por 2, el error de trun-
camiento local quedaré dividido por cuatro. Sin embargo, para el computo
de la solucion global, necesitaremos el doble de intervalos para alcanzar el
mismo valor del tiempo final, por lo que si se adopta como cota del error
la suma absoluta de los errores de truncamiento en cada intervalo, el error
global final seréa la mitad del obtenido anteriormente.

Por tanto, se dice que el método de Euler tiene convergencia de primer
orden o lineal: el error global es de orden O(At), por lo que disminuye tanto
como se desee al reducir At, de manera lineal.

Sin embargo, en la practica hay que considerar otra fuente de error
ademas de la puramente algoritmica: los errores de redondeo debido a la
aritmética con precisiéon limitada. Esto es inevitable, especialmente en los
ordenadores digitales, en que la computacion se hace con un nimero fijo
de digitos. Cuanto mas subdivisiones del tiempo se realicen, mayor es este
error acumulado. Por este motivo, la convergencia lineal a menudo resulta
demasiado débil: al realizar gran cantidad de operaciones, puede llegar un
momento en el que los errores de redondeo predominen y la solucién no
converja con la precision requerida (3.20).

Debido a su débil convergencia, es aconsejable bastante prudencia antes
de emplear el método de Euler, comprobando en cada caso que se obtiene
un nivel de error aceptable.

3.9.2. Meétodo de Runge-Kutta

Se trata de un método mas preciso que el de Euler, aunque también mas
costoso de formular y, sobre todo, de operar. Para exponerlo transformare-
mos en primer lugar ecuaciéon dindmica de segundo orden en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

def .
u = I,
0= f(t) — 2bwou — wix.
Para emplear una notacién mas compacta, definimos la variable «vectorial»
_ ) Y1 | def ] T
Y { 2 } { u }

Con esta notacién, el problema se formula como:

. i\ _ Z
y=g(y,t) < {yz }_{ f(t) — 26wy — wiy }
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Para fijar ideas, con esta notacién el método de Euler explicado arriba se
escribirfa simplemente:

Ynt1 = Yn T+ ynAt

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se basa en la utilizaciéon de
cuatro coeficientes (k1, kg, k3, k4), que se definen como:

ki1 = g(tn,y,)

ko < g(tn + At/2,y, + ki1At/2)
ks L g(t, + At)2,y, + koAL/2)
ki < g(t, + At,y, + ksAt)

A partir de estos coeficientes, la expresion de y,, | es:

At
Yntl = Yn T+ F(kl + 2ko + 2k3 + k4).

Una vez obtenido y,,, | repetiriamos el proceso para el siguiente paso.

Con este método® se obtiene una convergencia del orden O(At*), razén
por la cual se denomina de 4.° orden. Por tanto, es mucho mas exacto que
el método de Euler, alcanzando una precision suficiente en la gran mayoria
de los casos. También es aplicable a problemas no lineales. Sin embargo,
requiere un esfuerzo mucho mayor para su computo, siendo necesario evaluar
en cada paso los coeficientes k;. En los casos en los que se tengan muchas
variables y funciones complejas de evaluar, su coste computacional puede
resultar excesivo. En cambio, para problemas con un sélo grado de libertad
es muy recomendable al ser su solucién en los ordenadores actuales muy
rapida.

3.10. Problemas propuestos.

Problema 3.1. Un vehiculo de masa m = 10T (1T = 10%kg) posee una
suspension que se puede representar como un resorte eldstico de constante k
interpuesto entre la masa m y el terreno. El vehiculo viaja a una velocidad
de 72 km/h sobre terreno ondulado, definido por la ecuaciéon z = 0,01 sen z,
donde z es la elevacion de la superficie y « la coordenada en la direccién de
la marcha. Se pide:

8En el libro de Fernandez Palacios se incluye un programa en lenguaje BASIC para
el método de Runge-Kutta de 4.° orden, facilmente adaptable a cualquier ecuacion que
se desee integrar, para ordenadores personales o calculadoras de bolsillo.
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a. Supuesto alcanzado el régimen permanente, valor méximo de la rigidez
k para que la aceleracién maxima experimentada por el vehiculo no
exceda de 1/10 de la correspondiente al vehiculo sin suspension.

b. Tomando el valor de k del apartado anterior y un amortiguamiento
viscoso igual al 1 % del critico, estando el vehiculo en reposo sobre una
superficie plana sufre un impacto vertical que le produce una veloci-
dad inicial de 2m/s. Calcular la amplitud inicial de las oscilaciones
producidas en el vehiculo, asi como el tiempo necesario para que dicha
amplitud se reduzca a la mitad.

(examen final, 13/2/1991)

Problema 3.2. Una masa M se halla sujeta a un resorte lineal de constante
k, con un amortiguamiento viscoso de constante c. El valor de ¢ es tal que,
sometido a vibraciones libres, la amplitud del movimiento se reduce a la
mitad al cabo de un tiempo T. El sistema se halla sometido a una fuerza
senoidal de intensidad méaxima ¢q. Se pide calcular el factor de amplificaciéon
dindmico en la resonancia. Tomar los valores numéricos m = 1kg, T =
20In2s, k= 100N/m.

(NOTA: se denomina factor de amplificacion dinamico al cociente entre la
amplitud maxima debida a la carga senoidal y la amplitud estatica para
una carga ¢ constante)

(Examen parcial, 15/6/1992)

Problema 3.3. Una balanza estd formada por un platillo de masa m,
sustentado por un resorte lineal sin amortiguamiento. Se sabe que al colocar
el platillo sobre el resorte, éste sufre un descenso § hasta la nueva posicion
de equilibrio. Con la balanza en reposo, cae sobre el platillo desde una altura
h una masa M = 3m, siendo el choque perfectamente plastico (coeficiente
de restitucion nulo). Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento subsiguiente.

b. Valor minimo de h para que a lo largo del movimiento la masa M
se despegue del platillo (se debe considerar que, después del primer
choque, M no queda adherida al platillo, pudiendo por tanto separarse
llegado el caso).

(Examen final, 1/9/1993)

Problema 3.4. Un vehiculo de masa m posee una suspension que se puede
representar mediante un resorte elastico de constante k y amortiguamiento
despreciable, interpuesto entre la masa del vehiculo y las ruedas (considera-
das de masa despreciable), tal como se muestra en la figura 3.22. El vehiculo
viaja con velocidad constante v sobre un pavimento regular y horizontal en
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Vo l
JHY

k

Figura 3.21: Problema 3.3

el que existe un pequeno escalén transversal de altura h y longitud L. Es-
tudiar el movimiento vertical del vehiculo, calculando el periodo propio y la
amplitud de las oscilacién. Se supondra: que el tamano de la rueda es des-
preciable frente al escaléon, por lo que pasa instantaneamente del pavimento
al escalon y viceversa; que no existen efectos relativos a percusiones; y que
se puede despreciar el desplazamiento vertical que pueda sufrir la carroceria
del vehiculo mientras que se sube el escalon.

Figura 3.22: Problema 3.4

Problema 3.5. Una masa m se mueve sobre una recta horizontal con roza-
miento de constante p, sometida a la accién de un resorte lineal de constante
k y longitud natural [y, cuyo otro extremo esta anclado a la recta. Se po-
ne en movimiento estirando el resorte una elongacién inicial dg = x¢g — lg y
soltandolo con velocidad inicial nula. Se observa que la masa efectiia un mo-
vimiento de ida y otro de vuelta, parandose después de esta primera vuelta.
Se pide:

a. Ecuacion diferencial del movimiento, distinguiendo si fuere necesario

entre las diversas fases del mismo.

b. Integracion de la ecuacion, para obtener de forma explicita z(t).

c. Rango de valores que puede tomar dg para que el movimiento sea una
dnica ida y vuelta.

d. Adoptando el valor maximo del rango anterior, calcular la energia
disipada en el movimiento.
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(Examen final, 13/6,/2000)

Problema 3.6. Cuatro varillas iguales, lisas y de longitud 2b cada una,
estdn soldadas entre si formando un cuadrado horizontal fijo de lado 2b.
Sobre cada una de ellas puede moverse una particula de masa m. Cada par-
ticula esta unida a las dos situadas sobre lados contiguos, mediante sendos
resortes elasticos de constante k y longitud natural despreciable. Se aban-
dona el sistema en reposo, estando situada cada particula a una distancia
a; (i = 1,...4) del centro de la varilla sobre la que debe permanecer. Se
pide:
a. Ecuaciones del movimiento de las particulas.

b. Demostrar que al cabo de un cierto tiempo ¢ (cuyo valor se calcularé)
las posiciones de las particulas determinan un cuadrado (cuyo lado I
también se calculard) con independencia de los valores iniciales a;.

(Examen final, 29/1/97)
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zq|| / 1/ Figura 3.23: Problema 3.6
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Problema 3.7. Un equipo tiene un bastidor rigido de masa M sobre una
fundacién elastica que puede idealizarse como un resorte de constante k que
permite tinicamente el movimiento vertical, con un amortiguamiento del 5 %
del critico. Dentro del bastidor hay un motor cuyo efecto dindmico equivale
a una masa m con excentricidad e, girando a una velocidad constante 2.
Considerando los valores numéricos M = 900 kg, m = 100 kg, e = 0,01 m,
k=107 N/m, Q = 2000 r.p.m., se pide:
a. Ecuacion diferencial del movimiento.
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b. Solucién general de la ecuacién anterior, tanto para el régimen tran-
sitorio como para el permanente (pasado suficiente tiempo). Se consi-
derara que en el instante inicial la masa excéntrica esta en la posicién
inferior con el bastidor en reposo.

c. Obtener el valor de {2 que produce resonancia para la amplitud del
movimiento, y calcular dicha amplitud resonante.
(Examen parcial, 30/1/1999)

M

Figura 3.24: Problema 3.7




