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Proélogo

Este curso de mecdnica tiene por objetivo servir de base para el aprendi-
zaje de los métodos clasicos de la mecanica en las escuelas de ingenierfa. El
material se ha desarrollado como base del curso de mecanica en la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Uni-
versidad Politécnica de Madrid, sin embargo la orientaciéon es generalista y
puede ser de interés en otros centros. Se ha procurado conjugar en el texto
el enfoque practico orientado a la resolucion de problemas con una ade-
cuada correcciéon formal en su desarrollo. Sin embargo, de antemano debe
reconocerse que no se pretende ni una originalidad en el tratamiento de una
materia que puede considerarse cldsica, ni un alcance exhaustivo en cuanto
a los temas abarcados.

Contrariamente a otros textos de «mecanica para ingenieros», aqui el
itinerario comienza en la dindmica, para culminar en la estatica como caso
particular de la misma, pasando entre medias por la cinemética y diversas
aplicaciones o concreciones. La pretension basica es fundamentar adecuada-
mente los conceptos generales de la dindmica (y por ende de la mecénica),
mas que incidir en planteamientos intuitivos de la estatica que en las escuelas
de ingenieria estan por lo general suficientemente tratados por otras asigna-
turas. Sin embargo, la dindmica constituye un reto de interés creciente para
la ingenieria, a veces no adecuadamente cubierto en los planes de estudio.
Los nuevos sistemas de transporte ferroviario de alta velocidad, los progre-
sos en aerondutica o astronautica, la robdtica y muchas otras aplicaciones
atestiguan este interés. Por otra parte, la asimilaciéon de los conceptos gene-
rales de la dinamica constituird una base generalista solida para disciplinas
posteriores como la estatica o dindmica estructural.

Esta segunda edicion incorpora respecto a la primera (de 1995) varias
correcciones y ampliaciones. En primer lugar, se subsanan las erratas adver-
tidas y se corrigen y amplian algunos temas, como la dindmica analitica. Por
otra parte, se incluye un conjunto seleccionado de ejemplos representativos
resueltos dentro de cada capitulo, asi como un cierto ntmero de problemas
propuestos para resolver al final de cada capitulo. Muchos de estos provienen
de exdmenes de la Escuela de ingenieros de Caminos de Madrid.

Como consecuencia de estas adiciones el texto se ha ampliado y ocupa
ahora dos volumenes. El material contenido en este primer volumen esta
pensado para cubrirse a lo largo de un semestre, en un curso de 6 créditos
(60 horas lectivas incluyendo teoria y problemas). Si fuera necesario, podrian



omitirse algunos apartados considerados opcionales, como 3.7-3.9, 5.6-5.7,
6.6, 7.3y 7.7.

El segundo volumen, que podria cubrirse en un segundo semestre con
igual niimero de créditos, incluye la dinamica del sélido rigido, la dinamica
impulsiva, las ecuaciones de Hamilton, las oscilaciones lineales en sistemas
con varios grados de libertad, la estatica general y de los cables.

Debo manifestar mi agradecimiento a diversas personas que directa o in-
directamente han influido en este texto. Primeramente a José A. Fernandez
Palacios, mi maestro en estas lides y anterior catedrético en la Escuela de
Ingenieros de Caminos de Madrid, responsable de la concepcion actual de la
asignatura que me he limitado a continuar. Asimismo, al resto de profesores
de la catedra cuyas discusiones y propuestas de ejercicios han podido ser
recogidas en estas lineas: J.J. Arribas, F. Gabaldon, J.C. Garcia, A. Mar-
tinez Reyes, F. Martinez Cutillas, J.M. Navas y F. Nieto'. Por tltimo, el
més calido agradecimiento debe ser para los alumnos, destinatarios altimos
y responsables de mi dedicacion a esta apasionante materia.

Para finalizar, asumo de antemano la responsabilidad por las inevita-
bles erratas y errores que puedan existir. Ruego a los lectores que me las
comuniquen, para poderlas corregir en préoximas ediciones.

Jose M. Goicolea Ruigdémez. Madrid, Noviembre de 2001.

recientemente fallecido, q.e.p.d.; sirvan estas lineas como recuerdo de su abnegada y
entusiasta labor docente durante anos en la mecéanica
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Capitulo 1

Principios de la mecanica

Este capitulo desarrolla algunos principios fundamentales sobre los que
se basa la teorfa de la mecdnica cldsica, en la que se centra este curso. Cono-
cer dicho punto de partida, asi como las limitaciones de la teoria empleada,
resulta imprescindible para una asimilacién adecuada de la materia.

1.1. La mecanica como teoria cientifica

DEFINICION: La mecdnica es una teoria cientifica que estudia el movimien-
to de los cuerpos y sus causas, o bien el equilibrio, es decir, la falta de
movimiento.

Se trata de una teoria cientifica porque pretende interpretar fenémenos
fisicos que se observan experimentalmente. Para ello la mecanica parte de
unos postulados o principios fundamentales, sobre los que se basa una teoria
a través de modelos matematicos, dando asi una interpretaciéon coherente a
las observaciones experimentales. En la actualidad existen diversas teorias
de la mecénica, y a lo largo del tiempo han existido muchas més que han
quedado obsoletas bien por no ser practicas en su aplicacién, o bien por no
adecuarse sus predicciones a la realidad fisica observada.

Para juzgar las teorias cientificas, y en concreto la mecéanica, no tiene
sentido emplear criterios de «veracidad absoluta.» A pesar de que la mecé-
nica tenga un elevado contenido de modelos mateméticos, habiendo sido a
lo largo de la historia una de las motivaciones principales para el desarrollo
de las matematicas, no es la elegancia ni el rigor formal de estos modelos
matematicos un criterio adecuado para valorar una teoria de la mecéanica.
Cada teoria (y sus principios subyacentes) es tan buena como la interpre-
tacion que realiza de las observaciones experimentales de la realidad fisica.

1.1
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Si las predicciones tedricas se corresponden adecuadamente con las obser-
vaciones experimentales, la teoria sera adecuada, independientemente de su
«elegancia» matematica. Por el contrario, si los resultados no se correspon-
den con las observaciones, llegaremos a la conclusiéon de que se precisa otra
teoria distinta para el fen6meno en cuestion.

Asi, las tres teorias principales de la mecanica existentes en la actualidad
son:

La Mecéanica Clasica, cuyo desarrollo moderno se considera generalmen-
te iniciado por Newton (1686: «Philosophiae Naturalis Principia Mat-
hematica») y continuado hasta nuestros dias por diversos matema-
ticos y cientificos: Juan, Daniel y Jacobo Bernouilli, L. Euler, J.
D’Alembert, J.L. Lagrange, W. Hamilton, etc. Los modelos newto-
nianos, enunciados por Isaac Newton, y desarrollados algo mas tarde
por Euler, fueron los primeros que lograron explicar satisfactoriamente
al mismo tiempo el movimiento de los cuerpos celestes (observaciones
de Kepler y otros sobre el movimiento de los planetas) y el de los
cuerpos a escala humana (observaciones de Galileo sobre la caida de
los cuerpos).

La Mecanica Relativista, que suple la inexactitud de la mecanica clasi-
ca para velocidades proximas a la de la luz (teoria de la relatividad
restringida) o para campos gravitatorios muy intensos (teoria de la
relatividad generalizada). Ha sido propuesta por Albert Einstein en
el siglo XX, e involucra una complejidad matemética notablemente
mayor.

La Mecanica Cuantica, que surge de las observaciones de las particulas
elementales, en las que intervienen acciones —productos de energia
por tiempo— tan pequenas que son comparables a la constante de
Planck (Et ~ h). En estos casos se aplica el principio de indetermina-
cion de Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir de manera
precisa la posicién y velocidad de la particula al mismo tiempo, valo-
res que conocemos tan sélo de manera probabilista. También ha sido
propuesta en el siglo XX (Congreso de Solvay de Bruselas en 1927),
por un grupo de cientificos entre los que destacan L. de Broglie, E.
Schrodinger y P. Dirac.

A pesar de las nuevas teorias de la mecéanica surgidas recientemente, se
puede afirmar que la mecdnica cldsica constituye una teoria coherente, capaz
de proporcionar interpretaciones suficientemente precisas para la mayoria de
los fen6bmenos que observamos.
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La teoria de la relatividad es de un orden més general que la meca-
nica clasica. Cuando la velocidad es pequena en relacién con la de la luz
y los campos gravitatorios no son muy intensos, sus predicciones corres-
ponden con las de la mecénica clasica. Sin embargo, es capaz interpretar
correctamente otros fenémenos que la mecénica clasica no explica de mane-
ra adecuada'. Seria posible por tanto estudiar el movimiento de los objetos
cotidianos como un automévil o un balén, por ejemplo, mediante la teoria
de la relatividad. Sin embargo, los modelos y los desarrollos matematicos
resultarian de una complejidad extraordinaria, por lo que este método es
practicamente inviable.

La mecéanica clasica, a pesar de lo que su nombre parece indicar, no
constituye una teoria muerta ni agotada en su desarrollo. En nuestros dias
se continia investigando, especialmente en campos como la mecanica de
medios continuos, o en los métodos cualitativos para el estudio de siste-
mas dindmicos complejos (estabilidad de sistemas dindmicos no lineales y
movimientos de tipo caotico).

La Mecdnica de Medios Continuos es un subconjunto especializado de la
mecanica clésica. En ella se estudia el movimiento y la deformacion de los
medios continuos (es decir, aquéllos que no se pueden representar mediante
idealizaciones discretas con un nimero finito de grados de libertad, como
el punto material o el solido rigido). Los modelos mas simples de la meca-
nica de medios continuos son la teoria de la elasticidad lineal y la de los
fluidos newtonianos, permitiendo estudiar respectivamente la deformacion
de los solidos elésticos y las estructuras en régimen lineal y el flujo de los
fluidos. Recientemente, se han propuesto modelos mas generales para com-
portamientos no lineales, asi como métodos y algoritmos muy potentes para
su resolucién numérica mediante el ordenador (método de los elementos fi-
nitos). Es necesario también una investigacion experimental constante para
conocer las propiedades mecénicas de los nuevos materiales (o incluso de
los tradicionales, ya que algunos como el hormigdn o los suelos son todavia
insuficientemente conocidos).

La Dindmica de sistemas no lineales complejos permite estudiar el com-
portamiento de sistemas que no pueden ser caracterizados de manera de-

1Un ejemplo lo constituye el corrimiento del perihelio (punto de la érbita méas cercano
al Sol) observado para algunos planetas, especialmente el de Mercurio, el planeta mas
cercano al Sol y cuya orbita es la mas excéntrica (salvo la de Plutén). En efecto, se
observa un avance de su perihelio de unos 574 segundos de arco por siglo, y considerando
el efecto gravitacional de los restantes planetas, la dindmica cléasica s6lo predice unos 531
segundos por siglo. Los restantes 43 segundos son obtenidos de manera muy precisa por
la teoria de la relatividad, lo que constituye una contundente confirmaciéon de la misma.
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terminista. La aparente falta absoluta de orden en su respuesta es debida a
menudo a una sensibilidad extrema a la variacién de las condiciones iniciales
u otros parametros del sistema, lo que conduce a la denominaciéon de «sis-
temas cadticosy. Estos sistemas precisan ser analizados mediante métodos
cualitativos, propuestos a final del siglo XIX por H. Poincaré y Liapounov,
en lugar de los métodos cuantitativos y deterministas habituales. También
en este caso el ordenador es una herramienta de gran utilidad.

Este curso esta basado en la Mecdnica Cldsica, desarrollada a partir de
los principios y teoremas newtonianos. Esta se aplicard fundamentalmente
a sistemas discretos formados por particulas o masas puntuales, solidos rigi-
dos, resortes, etc., aunque se hara alguna incursién en medios deformables,
como por ejemplo los cables. La mecéanica de medios continuos se tratara en
otras asignaturas de cursos posteriores, como la resistencia de materiales,
elasticidad y plasticidad, la geotecnia, el calculo de estructuras, la hidrauli-
ca, etc. Sin embargo los conceptos basicos para todas estas asignaturas son
los mismos que se estudian en este curso de mecéanica.

Como se ha dicho, en la mecanica juegan un papel importante las ma-
teméticas, ya que se basa en modelos matematicos que interpreten las ob-
servaciones experimentales. El aparato matematico en algunos casos puede
resultar de cierta complejidad. Es importante no perder de vista, sin em-
bargo, el sentido fisico de los conceptos: Las matematicas no son un fin en
si, sino un medio para interpretar conceptos y fenémenos fisicos. Aunque
los modelos matematicos empleados aqui puedan ser mas generales (y maés
complejos por tanto) que los estudiados en cursos anteriores, no conviene
que oscurezcan nunca la interpretacion fisica intuitiva de los conceptos.

Uno de los postulados esenciales de la mecanica es la causalidad deter-
minista, lo que ha permitido superar interpretaciones mégicas o religiosas
existentes antafio para algunos fenémenos, como el movimiento de los astros
y otros fenémenos del firmamento celeste. Atin en nuestros dias existen per-
sonas que creen en dicho tipo de interpretaciones (por ejemplo los astrologos
y sus seguidores), fruto por lo general de la ignorancia o del miedo a la ver-
dad cientifica. Sin embargo, conviene admitir que, en ciertas situaciones, el
postulado de la causalidad determinista en sentido estricto es cuestionable,
siendo necesario acudir a métodos probabilistas para describir los fenémenos
(como en la mecénica estadistica, basada en la causalidad probabilista) o a
métodos cualitativos de andlisis (por ejemplo en los sistemas caoticos, en los
que no es posible predecir el movimiento como ecuaciones horarias, ya que
cualquier pequena perturbacion inicial lo modifica). En cualquier caso, es
conveniente evitar un exceso de celo en la aplicacion de los modelos deter-
ministas de la mecanica, ya que no debemos olvidar que nuestra percepciéon
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de la «realidad fisica» es necesariamente subjetiva.

Por otra parte, se postula también la capacidad de definir un conjunto
de causas suficientemente reducido para explicar los fenémenos. Las cau-
sas muy alejadas en el espacio o en el tiempo no tienen efecto sobre las
observaciones de fen6menos presentes. Esto también es cuestionable para
interpretaciones muy generales: No es posible prescindir de la estructura
del cosmos en el instante posterior a la primera gran explosion (big-bang)
para explicar la existencia de las galaxias, estrellas y planetas actuales; asi-
mismo parece que algunos fenémenos cosmoldgicos no se pueden interpretar
sin recurrir a la materia oscura existente en el universo, de naturaleza ain
desconocida (agujeros negros, neutrinos,. . . ).

1.2. Sistemas de Referencia; Espacio y Tiempo

Los fendmenos mecéanicos se describen mediante «sistemas de referen-
cia?,» basados en los conceptos de espacio y tiempo. Por su importancia
conviene enunciar los postulados que asume la mecanica clasica para estos
conceptos.

El espacio, y por tanto su métrica, tiene las propiedades siguientes.

1. Independencia de los objetos en él inmersos. (La métrica del espacio
no se ve afectada por los mismos.)

2. Constancia a lo largo del tiempo.

3. Homogeneidad: es igual en todos los puntos, no existiendo puntos pri-
vilegiados.

4. Isotropia: es igual en todas las direcciones, no existiendo direcciones
privilegiadas.

El espacio se caracteriza por una métrica Euclidea®, lo que lo convierte
en un espacio puntual Euclideo en 3 dimensiones, R3.
El tiempo se caracteriza a su vez por las siguientes propiedades.

1. Homogeneidad, al no existir instantes privilegiados.

»  2No se debe confundir el término sistema mecdnico (conjunto de particulas o cuerpos
cuyo movimiento se desea estudiar) con sistema de referencia (triedro de ejes, coordenadas
o parametros que sirven para describir dicho movimiento).

3La distancia entre dos puntos definidos por sus coordenadas cartesianas rectangulares
(z1,y1,21) y (x2,y2, 22) viene dada por d = \/(atg —21)24+ (y2 —y1)%2 + (22 — 21)?
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2. Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroceder
ni volver al pasado (desgraciadamente para algunos). Asimismo, los
fenémenos futuros no pueden condicionar los presentes. No se cumple
por tanto la isotropia, existiendo un tnico sentido en el que puede
discurrir el tiempo.

3. Simultaneidad absoluta: Los fenémenos considerados simultaneos pa-
ra dos observadores en sendos sistemas de referencia, lo son asimismo
para cualquier otro observador ligado a cualquier otro sistema de re-
ferencia.

En mecénica clésica, el tiempo se considera una variable de naturaleza
distinta de las variables espaciales, y la métrica euclidea no esta influenciada
por él.

Algunos de estos postulados basicos no son aceptados por la mecénica
relativista. La teoria de la relatividad restringida establece una referencia
en cuatro dimensiones espacio-tiempo. La teoria de la relatividad general
establece un espacio curvado, con métrica Riemanniana no Euclidea, debido
a la presencia de masas que condicionan dicha métrica. De esta forma el
espacio no serfa independiente de los objetos en él inmersos.

1.3. Principio de la relatividad de Galileo

El principio de la relatividad galileana® establece que:

‘Dos sistemas de referencia en movimiento relativo de trasla-
cion rectilinea uniforme son equivalentes desde el punto de vista
mecédnico; es decir, los experimentos mecénicos se desarrollan
de igual manera en ambos, y las leyes de la mecdnica son las
mismas.’

Uno de los ejemplos puestos por Galileo es el de un observador viajando
en un barco que navega placidamente sobre un rio, en contraste con un
observador fijo en la orilla. Ambos interpretan de la misma manera la caida
de un cuerpo hacia el suelo en su propio sistema, que como sabemos sigue
un movimiento vertical uniformemente acelerado.

4@Galileo Galilei, Discursos y demostraciones en torno a dos ciencias nuevas relacio-
nadas con la mecdnica, 1602. Galileo, que vivio entre 1564 y 1642, realiz6 contribuciones
importantes a la mecénica y a la astronomia, estudiando por primera vez los cielos me-
diante el telescopio que disefié él mismo. Fue condenado como hereje por la inquisiciéon
catolica, que no aceptaba su teoria segtn la cual la tierra gira alrededor del sol.
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Transformacién de Galileo’.— Sea un sistema mévil (O'z'y'2"), que se

traslada respecto a otro fijo (Ozxyz) con velocidad v, manteniéndose parale-
los los ejes de ambos. Puesto que podemos elegir las direcciones del triedro

Y

O 04

(Ozyz) (O'z'y'2")

Figura 1.1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uni-
forme, con velocidad v en la direccion de Ox

de referencia, elegimos la direccion Ox segin la direcciéon de la velocidad
de traslacion (recordemos que el espacio es es is6tropo, por lo que es licito
elegir una orientacion arbitraria para los ejes, sin pérdida de generalidad).
Consideraremos también que Inicialmente (para t = 0) O y O’ coinciden.

Sean (x,y, 2) las coordenadas de un punto en el sistema fijo, (z', 1/, 2’)
en el movil y v el modulo de la velocidad. Las ecuaciones de transformacion
para las coordenadas son:

=z —vt
y =y (1.1)
=z

Derivando sucesivamente®, obtenemos las velocidades y aceleraciones en

5 . . ., ., .

°En el apartado 6.3.5 se ofrece una generalizacién de esta transformacién y se discute
la relacion de las simetrias que expresa (invariancias cuando se produce la transformacion)
con las constantes del movimiento y los principios de conservacion.

5En lo sucesivo se empleara la notacién de uno o dos puntos superpuestos para indicar

derivadas (totales) respecto al tiempo: & ef dz/dt, & ©f 42 /dt?. También emplearemos

la notacién mediante negritas para identificar vectores o tensores: a = {a;}, I = [Ixi]-
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ambos sistemas:

i =3 —v il =i
-/_ . -u/_ ..
v =y i =1
M=z 3=z

Se observa por tanto que las derivadas segundas (aceleraciones) coin-
ciden. Esto nos permite intuir —admitiendo como postulado el principio
de la relatividad galileana— que las leyes de la dindmica estan basadas
en las derivadas segundas respecto al tiempo, tnica forma de que las leyes
sean invariantes cumpliéndose dicho principio. En efecto, segiin sabemos, el
estado de un sistema formado por un particula en movimiento segin una
direccién fija se caracteriza en un instante dado por su posicién y su velo-
cidad (z, ). La evoluciéon del movimiento viene gobernada por la ecuacion
dindmica (F = mz).

1.4. Las leyes de Newton

Formuladas por Isaac Newton en su obra «Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Matematica» (1686), constituyen el primer intento de formular una
base axiomatica para una teoria cientifica de la mecanica. Debe aclararse
que no fueron formuladas por Newton de forma precisa como se suelen reco-
ger hoy en dia en los libros de texto. También debe advertirse que en sentido
riguroso no recogen de forma completa toda la axiomatica necesaria para
la mecéanica clasica, siendo necesario incorporar aportaciones adicionales de
Euler, Cauchy y otros. A pesar de esto, la publicacién de los «principia»
constituye un hito monumental de enorme valor, sobre el que se cimienta la
mecénica clasica.

Para aclarar el modelo axiomatico de Newton citaremos aqui textual-
mente de los «Principia» . Newton parte en primer lugar de cuatro defini-
ciones:

‘DEFINICION PRIMERA. La cantidad de materia es la me-
dida de la misma originada de su densidad y volumen conjunta-
mente.’

‘DEFINICION II. La cantidad de movimiento es la medida
del mismo obtenida de la velocidad y de la cantidad de materia
conjuntamente.’

‘DEFINICION III. La fuerza insita de la materia es una ca-
pacidad de resistir por la que cualquier cuerpo, por cuanto de él

"Las citas han sido extraidas de Isaac Newton, Principios Matemdticos de la Filosofia
Natural (2 tomos), traduccion espanola de Eloy Rada, Alianza Editorial, 1987.
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depende, perservera en su estado de reposo o movimiento uni-
forme y rectilineo.’

‘DEFINICION 1V. La fuerza impresa es la accién ejercida
sobre un cuerpo para cambiar su estado de reposo o movimiento
uniforme y rectilineo.’

La definicion primera (cantidad de materia de un cuerpo) equivale a lo
que conocemos por masa. La tercera caracteriza las denominadas fuerzas de
inercia, mientras que la cuarta se refiere a las fuerzas propiamente dichas.

Realizadas estas definiciones, Newton enuncia sus conocidas tres leyes o
principios fundamentales:

‘LEY PRIMERA. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo
o movimiento rectilineo y uniforme a no ser en tanto que sea
obligado por fuerzas impresas a cambiar su estado.’

Esta ley constituye el llamado principio de la inercia. Admitiendo tam-
bién el principio de Galileo, nos permite definir los llamados sistemas iner-
ciales, como aquellos en los que se cumple dicho principio. Las leyes de la
mecanica se formulan en un sistema inercial de referencia. Por el principio
de Galileo, admitiendo que existe al menos un tal sistema inercial, existirdn
infinitos sistemas inerciales en los que se cumplen las mismas leyes meca-
nicas y en concreto la ley primera de Newton: todos aquellos relacionados
entre si mediante transformaciones de Galileo (1.1), es decir, que se mueven
con velocidad rectilinea y uniforme respecto al primero.

Este principio nos permite también definir, como condiciones iniciales del

movimiento, las que caracterizan a un movimiento estacionario o constante:

C . def .
la posicion r y la velocidad v = 7.

Conviene observar también que Newton emplea el término «cuerpoy
para referirse en realidad a una particula, o punto material, caracterizada
por la posicién y velocidad de un solo punto®.

‘LEY II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza
motriz impresa y ocurre segtn la linea recta a lo largo de la cual
aquella fuerza se imprime.’

Esta ley indica claramente una relacion lineal («proporcionaly) entre
fuerzas y variaciones de la cantidad de movimiento, de tipo vectorial («segin

8Fl tratamiento de los solidos rigidos, asi como el de sistemas generales formados
por varias particulas, requiere de diversos principios y teoremas adicionales que fueron
propuestos por L. Euler. De esto se tratara en los capitulos 6 y 8.
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la linea rectay ). Se denomina en ocasiones ley fundamental de la dindmica,
permitiendo obtener las ecuaciones bésicas de la misma. Expresada como
ecuacion, equivale a:

A (mv) = FAt
N—— \.v/
cant. de impulsion
movto.

Pasando al limite, para un incremento infinitesimal de tiempo, obtene-
mos la relacion diferencial siguiente:

d(mwv) = Fdt.

O bien, llamando cantidad de movimiento a p dof mu,

. dp
= —=F.
P="4

Admitiremos en principio que la masa de un cuerpo se conserva. Asi pues,
se llega a la conocida expresion que define la ley del movimiento de una

particula:

12
donde @ & & = dv/dt. Cabe realizar en relacion con esta formula las
siguientes
OBSERVACIONES:

— La aceleracién, derivada segunda del vector posicién, es asimismo un
vector. La ecuacion (1.2) tiene por tanto caracter vectorial, lo que
identifica a las fuerzas como vectores, e implicitamente supone la adi-
tividad vectorial para las mismas (ley del paralelogramo de fuerzas).

— La expresion (1.2) da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo or-
den, ya que intervienen derivadas segundas de la incégnita r respecto
al tiempo.

‘LEY III. Con toda accién ocurre siempre una reaccién igual y
contraria. O sea, las acciones mutuas de los cuerpos siempre son
iguales y dirigidas en direcciones opuestas.’

Se trata del llamado principio de accién y reaccion. Todas las fuerzas
deben de tener contrapartida, siendo imposible ejercer una fuerza desde el
vacio, sin apoyo. Es siempre necesario apoyarse en algin cuerpo o medio
material que absorba la reaccién (modificando a su vez el movimiento de
este otro cuerpo, segun la segunda ley).
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EJEMPLO 1.1: Fuerza ejercida desde la superficie de la Tierra. Todo cuerpo
cercano a la tierra, tanto en estado de movimiento (caida libre) o en reposo
sobre el suelo, recibe una fuerza (denominada peso) ejercida por la tierra,
que lo mueve en el primer caso o lo mantiene inmévil en el segundo. El
cuerpo a su vez ejerce sobre la tierra una fuerza igual y contraria, aunque
esta ultima, debido a la gran masa de la tierra, produce un efecto muy
pequenio sobre nuestro planeta.

EJEMPLO 1.2: Movimiento de un cohete en el vacio. Una fuerza no se puede
ejercer sobre el vacio, necesitando siempre aplicarse sobre otro cuerpo (que
a su vez producird una reaccion igual sobre el primero). Para moverse —
0 mas bien acelerar o frenar, es decir, variar el movimiento— en el vacio,
un cohete o sonda espacial necesita apoyarse sobre algiin medio. Esto se
consigue mediante masa expulsada por la tobera, medio en el cual se apoya
el cohete, a través de la expulsion de los gases del combustible quemado,
propulsion iénica, plasma, u otros medios. De este tema se tratara en el
capitulo 6.6.

1.5. Conceptos de fasa y fuerza; discusiéon de las
leyes de Newton

Las leyes de Newton reposan sobre las definiciones basicas de masa y
fuerza. Sin embargo, examinando dichas leyes con espiritu critico, es facil
ver que las definiciones realizadas por Newton de estos conceptos adolecen
de algunas deficiencias.

La definicion de fuerza (definicion IV, pag. 1.9) es claramente circular
con la primera ley. En efecto, se podria entender ésta como una definicién
de fuerza, obviando la definicién anterior dada por Newton. Atn aceptando
esto, tampoco se puede considerar esta ley como una definicién precisa de
fuerza, ya que no proporciona una manera de medir su valor de forma cuan-
titativa. En realidad tan sélo se podria deducir de la primera ley cuando la
fuerza es nula o cudndo no lo es. La segunda ley sin embargo si se puede
interpretar como una definicién cuantitativa de fuerza, pero ésto la privaria
a su vez de su consideracién como principio.

En cuanto a la definicion de masa (definicion I, pag 1.8), Newton la
refiere a la densidad (p) y volumen (V') que integran un cuerpo (M = pV).
;Cual seria entonces la definicion de densidad? Es dificil aceptar que la
densidad sea un concepto mas fundamental que el de masa.

Un procedimiento aparentemente méas riguroso para definir la masa es
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el debido a E. Mach” (1858-1916), que resumimos a continuacién.
Sean dos particulas, a y b, formando un sistema binario aislado. Expre-
sando la segunda ley de Newton para la particula a:

MaQq = Fap,
donde F'y es la fuerza ejercida sobre a por b. Analogamente para b,
mpay = Fpg = —Fap,
por la 3.2 ley de Newton. Asi,
MaQq = —MpQp,

y empleando los moédulos de las aceleraciones a, y ap,
my Qg

Mg, ap

Suponiendo la masa m, como valor de referencia o definicién de uni-
dad de masa, este procedimiento nos permite medir la masa de cualquier
particula b a partir de la medicién de las aceleraciones a; y agq.

Aunque aqui, por clarificar la explicacién, se ha llegado a esta definicion
partiendo de las leyes de Newton, seria posible considerarla como defini-
cion bésica de masa, para comprobar posteriormente que, efectivamente, es
consistente con las leyes de Newton.

De esta forma, con el espiritu critico mencionado, cabria considerar las
leyes primera y segunda de Newton como definiciones de fuerza, con lo que
la tnica ley que expresa un postulado basico de la mecanica seria la ley
tercera. Segin Mach por tanto, es la ley tercera de Newton (principio de
accion y reaccion) la que reviste mayor importancia en la axiomatica de la
mecénica clasica.

En relacién con esta ultima ley, puede ser objeto de cierta polémica
la consecuencia implicita de existencia de acciones a distancia, es decir
acciones que se propagan de manera instantanea (con velocidad infinita). En
efecto, si se suponen dos cuerpos alejados entre si con fuerzas de interacciéon
centrales (dirigidas segin la recta que las une), y uno de ellos sufre un cambio
de posicién, la ley de accién y reacciéon obligaria a que la fuerza de reaccién

sobre la otra particula modificase su direccion de manera instantéanea'".

9E. Mach, The science of mechanics, traduccién al inglés, Open Court, 1902.

10 Histéricamente ha existido siempre, antes y después de Newton, una contestaciéon
a la posibilidad de tales acciones a distancia. Antiguamente se defendia que todo el
espacio estaba lleno de una sustancia invisible, llamada «Eter,» vehiculo transmisor de
las fuerzas. Este concepto sobrevivié a Newton, alcanzando su mayor predicamento dos
siglos después para explicar el campo electromagnético, siendo la Teoria de la Relatividad
la que acab6 de desterrarlo.
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En la realidad fisica parece que no existen tales interacciones instanta-
neas; respondiendo a ello la teoria de la relatividad restringida establece un
limite a la velocidad de propagacion de las interacciones, que es la velocidad
de la luz en el vacio (c¢). Esto origina una cierta inexactitud de la mecénica
clésica, error que sin embargo es muy pequeno para las fuerzas gravitatorias
o elasticas en objetos «cotidianos.»

Conviene observar también que de la tercera ley se pueden hacer dos
enunciados. En su forma débil, cinéndose estrictamente al enunciado New-
toniano, establece que las fuerzas son iguales en magnitud y direccién y de
sentido opuesto. Sin embargo, no presupone que tengan la misma direccion
que la recta que une a las dos particulas sobre las que actiian. En el caso en
que si se verifique esta tltima hipotesis més restrictiva, se dice que se cum-
ple el principio de accién y reaccion en su forma fuerte, siendo las fuerzas
centrales. En numerosos casos précticos se verifican ambos enunciados del
principio de accién y reaccién, como son las fuerzas gravitatorias, elasticas,
o electrostaticas. Sin embargo, existen fenémenos importantes en los que no
se verifica en ninguna de sus dos formas. Estos casos corresponden a fuerzas
que dependen de la velocidad, ligadas por lo general a campos que se pro-
pagan con velocidad finita, como son las fuerzas electrodindmicas debidas a
cargas en movimiento.

a) Fuerzas centrales b) Fuerzas no centrales

Figura 1.2: Las fuerzas centrales estdn dirigidas segun la recta que une los
cuerpos, mientras que las fuerzas mo centrales no verifican esta hipdtesis,
aun siendo iguales en magnitud y direccion y de sentido opuesto.

En resumen, podemos clasificar las fuerzas citadas esqueméticamente
como sigue.

= Fuerzas centrales: Estan asociadas a campos que suponen una acciéon
a distancia, propagandose por tanto de manera instantanea. Se trata
de fuerzas dirigidas hacia las particulas que las originan, cumpliendo
la tercera ley de Newton en su forma fuerte. En mecanica clasica se
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admite esta hipétesis como adecuada para algunos de los tipos més
usuales de fuerzas:

o Fuerzas gravitatorias. La hipotesis de fuerza central e instanté-
nea se considera adecuada para las mediciones en escalas usuales.
Sin embargo, para mediciones a escalas astronémicas o cosmolo-
gicas se trata de una hipdtesis cuestionable. Seria mas correcto
interpretarlas mediante ondas de gravedad, que se propagan con
la velocidad de la luz.

o Fuerzas electrostdticas o magnetostdticas, de atracciéon o repul-
sién debidas a cargas eléctricas o magnéticas en reposo. Al igual
que en el caso gravitatorio, de forma rigurosa para escalas astro-
noémicas puede ser necesario considerar la transmisiéon de dichas
fuerzas a través de ondas electromagnéticas.

o Fuerzas eldsticas, ejercidas entre las particulas en contacto de un
medio continuo. Por lo general, podria admitirse que son mani-
festaciones macroscopicas de las fuerzas electrostaticas entre las
moléculas.

» Fuerzas no centrales: ocurren, por lo general, cuando las interacciones
dependen de la velocidad, estando asociadas a campos que se pro-
pagan con velocidad finita. Es el caso, por ejemplo, de las Fuerzas
electromagnéticas, que cuando son debidas a cargas méviles pueden
no cumplir tampoco el principio de accién y reaccién en su forma

débil.

Debe quedar claro que en este curso admitiremos la hipotesis de fuerzas
centrales, por lo que sera valido el principio de accién y reaccién en su
forma fuerte.

La definicion de masa segtin el procedimiento de Mach arriba descrito
no proporciona sin embargo un método viable para medirla. Seria préctica-
mente imposible aislar completamente un sistema binario y al mismo tiempo
realizar mediciones. Una forma mas practica de medir la masa, aunque de
forma indirecta, es con una balanza de resorte. En ésta lo que se mide di-
rectamente es el peso, o atraccién gravitatoria hacia el centro de la Tierra.
Basta dividir el peso (w) por la aceleracion de la gravedad en la superficie
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de la Tierra (g) para obtener la masa'!:

w
w=mg = m=—.
g

1.6. La ley de la gravitacién universal

Newton fue el primero en explicar el movimiento, tanto de los cuerpos
celestes —proporcionando la explicaciéon matematica de las leyes observa-
das por Kepler para el movimiento de los planetas en 6rbitas elipticas—,
como de los «terrestresy —la famosa caida de la manzana—, a partir de una
unica ley para las fuerzas: la ley de la gravitacion universal. Anteriormente,
los estudios y teorias de la mecanica habian buscado explicaciones separa-
das para ambos fenémenos. Kepler habia deducido del an&lisis minucioso
de las observaciones experimentales que los planetas describian elipses con
foco en el Sol, asi como la constancia de la velocidad areolar y el periodo
de estos movimientos orbitales (aptdo. 5.5). A su vez, Galileo habia carac-
terizado el movimiento de caida uniformemente acelerado de los graves, por
—segun la leyenda— experimentos desde la torre inclinada de Pisa. Todas
estas descripciones eran empiricas, sin una justificaciéon basada en modelos
matematicos coherentes.

La ley de la gravitaciéon universal propuesta por Newton establece que
entre dos cuerpos'? cualesquiera se produce una fuerza gravitatoria de atrac-
cién, proporcional al producto de las masas respectivas y al inverso del
cuadrado de la distancia entre los mismos. La expresiéon de esta fuerza, en
moébdulo, es

M
F=a—1,
r
y en forma vectorial
Mm

11 No debe originar confusion la existencia de dos unidades con el mismo nombre para
caracterizar magnitudes distintas: el kg de masa, y el kg de fuerza o kilopondio (kp),
definido como el peso de 1kg de masa en la superficie de la tierra, considerando un valor
medio constante de la aceleracion de la gravedad (1kg fuerza ~ 9,81 N). Ello permite
hablar —afortunadamente para los tenderos, fruteros, pescaderos y deméas gremios poco
interesados en la filosofia de la mecanica durante su quehacer cotidiano— simplemente
de kg, sin necesitar especificar si se trata de masa o de peso, ya que en la superficie
de la tierra ambos son equivalentes, al menos en una primera aproximacién en que g se
suponga constante.

12Debe entenderse «cuerpoy en el sentido de particula, tal y como emplea Newton este
término (pag. 1.9).
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donde F representa la fuerza ejercida por la masa M sobre m, y r es el
vector que las une, con origen en M y extremo en m.

En la mecénica clasica, la fuerza gravitatoria es una accién a distancia
que, de manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma
instantanea, sin necesitar de ningiin medio material para ello. Asi, cada ma-
sa M crea un campo de fuerzas gravitatorio, campo vectorial caracterizado
en cada punto por una intensidad z:

. def M
1 = —GﬁT,

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m sera el producto de ésta por
la intensidad del campo,

Figura 1.3: Atraccion gravitato-
ria entre dos masas M y m, si-
tuadas a distancia r

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; para
ello, interpreta el efecto de las masas como una modificaciéon a la métrica
espacio-tiempo, que resulta ser Riemanniana en lugar de Euclidea. Asi, en
esta nueva métrica, las trayectorias de las particulas corresponden a las
geodésicas del espacio-tiempo, que vendrian a ser las ecuaciones horarias
del movimiento'?.

13 En la mecanica clasica la trayectoria seguida por una particula sometida a la accion
gravitatoria de otra es una conica, como se vera en el capitulo 5. Podriamos plantearnos,
en la teoria de la relatividad general, qué trayectoria seguiria un cuerpo en un universo
homogéneo, pero en cualquier caso no resulta ser una cénica. En un caso sencillo, con una
unica masa aislada, la métrica de Schwarzschild creada por ésta conduce a érbitas que no
se cierran, lo que puede explicar algunos fenémenos bien conocidos como el corrimiento
del perihelio de Mercurio.
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1.6.1. Masa gravitatoria y masa inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravi-
tacion no tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de
Newton; en el primer caso sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras
que en el segundo define la fuerza de inercia. Podemos distinguirlas por
tanto denominandolas my (masa gravitatoria) y m; (masa inerte).

Existe, sin embargo, una observacion experimental: en la superficie de
la tierra todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma
aceleracion (g). Sea un cuerpo cualquiera en la superficie de la tierra; su
peso es
Mgmy

Rz
donde My y my son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y
del cuerpo, R es el radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura
h pequena, por lo que R+ h =~ R), y G es la constante de la gravitacion
universal.

w=0G

Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con
la aceleracién que experimenta el cuerpo:

w = m;g,

siendo m; la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w
se obtiene:

m; _ MgG
mg gR?
——
constante

Asi, el cociente m;/m, permanece constante. Ya que G es una constante
cuyo valor puede ser cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que
este cociente sea la unidad. De esta forma, ambas masas tendrian siempre
igual valor:

Para ello, el valor de la constante de la gravitaciéon universal ha de ser

gR?
G==—.
M
Consideraciones sobre el universo.— Supongamos que el universo

tiene un tamano finito, y que, de forma aproximada, se puede idealizar
como una esfera, con una distribucién de masa de densidad media p. Sea un
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cuerpo de masa m, situado a una distancia R del centro de dicha esfera; este
experimentaria una fuerza atractiva hacia el centro del universo de valor:

4 5 \mG 4
F= (37rR p> Tz = gwpmGR.
N———
masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentaran una aceleraciéon hacia el
centro de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si
esto fuese asi, desde un punto distinto del centro del universo se observaria
un movimiento diferente de las estrellas y galaxias segun las distintas direc-
ciones de observacion; en la direcciéon del radio creciente, la aceleracion seria
mayor, mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no parece
concordar con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

., Como se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito?
Una posible explicacién seria una teoria «antropocéntrica», segin la que
el planeta Tierra tendria el inmenso privilegio de estar situado justo en
el centro del universo. De esta forma, nuestras observaciones deberian ser
iguales en cualquier direccién, ya que todas serian radiales. Sin embargo,
fuera de creencias pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece poco
probable. Mas bien, la observacién anterior podria explicarse por una de las
siguientes dos hipotesis:

1. El universo es homogéneo, isétropo e infinito. Sin embargo, esta su-
posicién es incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la
actualidad, del «Big-Bang» como origen del universo. Esta primera
explosién primigenia ocurrié al parecer hace unos diez mil millones de
anos, lo que establece un limite para el tamano del universo.

2. El universo es finito, pero con una métrica no euclidea, en la que
todos los puntos pueden considerarse el centro de los deméas. Esta
dltima hipotesis es la que parece méas plausible, quedando por discutir
el tipo de métrica, para lo cual existen a su vez distintas teorias.

E. Mach interpretd la accién gravitatoria del resto del universo como
responsable de la inercia de los cuerpos. Asi, serfa la masa del universo lejano
la encargada de mantener un cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea o
en reposo ante la ausencia de otras fuerzas cercanas. Esto podria ser una
bonita teoria, pero Mach lo dejé planteado tan sélo como una especulacion,
que carece de una justificacién rigurosa.
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Tipos de fuerzas en el universo.— Las fuerzas gravitatorias no son
las Gnicas que existen en el universo fisico. De forma esquematica se pueden
distinguir cuatro tipos fundamentales de fuerzas, siendo las demés manifes-
taciones macroscopicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecanica cléasica se consideran co-
mo acciones a distancia, de propagacion instantanea, en la realidad pa-
rece que se propagan con velocidad finita. Esta propagacion se realiza
mediante las llamadas ondas gravitatorias. En la interpretacién dual
onda/corptisculo equivalen a las particulas llamadas Gravitones'?.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de
Maxwell del campo electromagnético. Se propagan mediante las On-
das electromagnéticas, que incluyen la luz, ondas de radio, etc. Las
particulas equivalentes son los Fotones.

3. Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en
el nucleo atémico. Intervienen tnicamente en la mecanica cuantica.
Estan asociadas a las particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desin-
tegracion nuclear. Asimismo intervienen en la mecénica cuantica, y
las particulas asociadas son los Bosones.

La publicacién por Newton de los «Principia» con la teoria de la gravita-
cién universal supuso en su tiempo un avance importante para la mecanica
y para las matematicas, al interpretar de forma coherente y unificada dos
tipos de fendbmenos que antes se consideraban obedecientes a leyes distin-
tas: el movimiento de los objetos terrestres y el de los objetos celestes. De
manera similar, se busca hoy en dia, por parte de los fisicos teéricos y ma-
teméticos, una teoria unificada que permita explicar, a partir de una causa
comin, los cuatro tipos de fuerzas que se observan en el universo. Sin em-
bargo, es de prever que esta teorfa, atin en el improbable caso de poderse
obtener, seria mucho més compleja y engorrosa de utilizar que la mecanica
clasica o los métodos newtonianos. Por ello, atin en la hipdtesis de que se
logre algiin avance importante en esta linea, es improbable que tenga reper-
cusiones préacticas en la mecanica aplicada a la ingenierfa, campo que nos
ocupa y en el cual la mecénica clésica seguira teniendo plena vigencia.

14 Aunque se han establecido diversos experimentos para detectar las ondas gravitato-
rias, atn no se han llegado a medir de forma fehaciente, debido a su intensidad extrema-
damente baja.
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Capitulo 2

Dinamica de la particula

La particula, o punto material, es la idealizacién més simple de la meca-
nica, definiéndose como un punto dotado de masa. Por lo general se puede
emplear este modelo cuando las dimensiones de un cuerpo sean lo suficiente-
mente pequellas como para suponer toda su masa concentrada en un punto.

Sin embargo, el criterio del tamafio pequeno no es siempre suficiente para
establecer la validez de esta idealizacion. El modelo del punto material puede
ser inadecuado en algunas situaciones, aunque las dimensiones del cuerpo
sean pequenas. Para ilustrar esta afirmacion, supongamos como ejemplo
la caida de una bolita pequena por un plano inclinado bajo dos hipétesis
distintas:

1) Rodando sin deslizar 2) Deslizando

Figura 2.1: Bolita cayendo por un plano inclinado, en las hipdtesis de roda-
dura perfecta o deslizamiento sin rodadura

1) Rodando sin deslizar.— Planteamos la conservacion de la ener-
gia al bajar una altura h. Para ello se tiene en cuenta la energia cinética
correspondiente a una esfera rodando, sumando el término correspondiente

2.1
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a la traslacién del centro de masa, y el de rotacién como sélido rigido:

1 12 2
mgh = —mv? + —~ ~mR? <E>

2 25 R
/10
v= 7gh = 1,195+/gh
2) Deslizando.— En esta hipotesis solo hay energia cinética de tras-
lacion: )
h = -mv’
mg 5™V

v =+/2gh = 1,414+/gh

En este segundo caso, que seria el correspondiente a la idealizacién como
particula, la velocidad de caida resulta ser un 18,32 % mayor. Esta diferencia
se manifiesta independientemente del tamano de la bolita, por pequena que
ésta sea. Baste este ejemplo para hacer notar que el concepto de particula
es una idealizacién, no necesariamente valida en todos los casos aunque el
cuerpo sea pequeno.

Sin embargo, el modelo del punto material es una idealizaciéon suma-
mente util, ya que en muchos casos se pueden estudiar independientemente
el movimiento de traslacion de un cuerpo (traslacion del centro de masas), y
el movimiento de rotacion del mismo (alrededor del centro de masas). Tam-
bién es 1til para aplicar los métodos de la mecanica a partes elementales
de sistemas mayores (particulas de un sistema, elementos diferenciales de
volumen en un medio continuo, etc.). Asi, en este capitulo se exponen los
teoremas generales y se desarrollan los métodos de célculo que més tarde se

generalizaran a sistemas de varias particulas.

2.1. Principios y teoremas generales

2.1.1. Cantidad de movimiento
Se llama, cantidad de movimiento' de una particula a

def
p = muv.

'En Inglés se emplea el término «linear momentumy o simplemente «momentums,
por lo que algunos autores emplean el término momento lineal (traduccion literal del
inglés) en lugar de cantidad de movimiento.
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El principio de la cantidad de movimiento se deduce como consecuencia
directa de la segunda ley de Newton (apto 1.4):

d
F=—(mv)=p. 2.1
v =p (2.1)
En el caso usual de que la masa de la particula no varie”, se obtiene la
expresion clasica de la ley fundamental de la dinamica (1.2), Fuerza =
masa X aceleracion:

2
’

F = ma = mi. ‘ (2.2)

Conviene recordar que, en esta expresion, F' representa la resultante de
todas las fuerzas aplicadas sobre la particula. Se deben incluir, mediante
suma vectorial, tanto las fuerzas activas como las reacciones de apoyo o
reacciones del medio.

Cuando la fuerza total se anula, se obtiene el correspondiente teorema
de conservacién:

si F =0, p=cte. (2.3)

Por lo tanto, el movimiento de una particula aislada es tal que se conserva
su cantidad de movimiento; es decir, su velocidad se mantiene constante,
describiendo un movimiento rectilineo uniforme.

2.1.2. Momento cinético

Sea una particula m, dotada de una velocidad v y situada en un punto
P. El momento cinético® respecto a un punto fijo O, Ho*, se define como
el momento de la cantidad de movimiento respecto a dicho punto. Tomando
O como origen del sistema de referencia (inercial) Ozyz,

def
Ho = r Amw;

derivando respecto del tiempo:

dHo _ . v+ Ami
= m mv
dt
=0+rAF
Mo

2Estrictamente hablando, la masa de una particula es siempre invariable; al hablar de
casos en los que m sea variable, nos referimos a cuerpos que pierdan o ganen particulas
de masa (ver capitulo 6.6).

3En las traducciones literales de la terminologia anglosajona se emplea el término
momento angular.

10tros autores emplean notaciones distintas para referirse al momento cinético: O K
(M. Roy, Fernandez Palacios), Lo (Marion, Goldstein, Griffiths)
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P
< m
r=0P v
Figura 2.2: Momento cinético de
una particula respecto al punto
Ho 0.
Y

siendo M 4 A F el momento de la fuerza F respecto a O. Resulta por
tanto la ecuacion:

_ dHo

Mo = 24
0=" (2.4

El correspondiente teorema de conservacion que se deduce de (2.4) es:

si Mp=0, Hgp=cte. (2.5)

Esta conservacion se verificaré en el caso de la particula aislada, y también
en el caso de fuerzas centrales que se describe méas abajo.

Momento axico.—

Figura 2.3: Momento dxico respec-
to a un eje (O, e)

Sea un eje de direccién fija e, pasando por el punto O. Se define co-
mo momento axico respecto de este eje la proyeccién del momento cinético
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respecto de un punto cualquiera del eje sobre la direccién del mismo. Em-
pleando la notacién

M. Mo-e, H.“ Ho-e,
multiplicando escalarmente ambos miembros de (2.4) por e se deduce di-
rectamente la igualdad:

dH,.

dt -

Esta formula se puede aplicar entre otros casos al movimiento plano de
rotacion alrededor de un eje fijo.

M, =

Fuerzas centrales.—

Se denominan centrales a las fuerzas que pasan constantemente por un
punto dado, «centro» de las fuerzas. Es evidente que respecto de este punto
el momento de las fuerzas es nulo, por lo que aplicando (2.5) se deduce que
el momento cinético se conserva:

Hy = cte.
Se obtienen inmediatamente 2 caracteristicas importantes del movimiento:

1. La trayectoria es plana;
yva que al ser Hp = r Amw, r es constantemente perpendicular a una
direccion H o fija, definiendo por tanto un plano.

2. La velocidad areolar es constante;
puesto que el area barrida por unidad de tiempo (figura 2.4) es:

ds  irade] 1 1
dt dt Q‘T v| 2m| ol cte

Figura 2.4: Fuerzas centrales, di-
rigidas hacia un centro de fuerzas
O. El drea barrida en el intervalo
infinitesimal dt es dS = OPP' =
e Adrl.
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dr
Figura 2.5: Trabajo realizado por F' al recorrer la

F curva I' entre 1 y 2.

2.1.3. Energia cinética

Sea una particula de masa m, que se mueve segtin una trayectoria I'; bajo
la accion de fuerzas con resultante F' (recordemos que ésta incluye todas
las fuerzas, activas y pasivas). El trabajo elemental realizado por F' en un
desplazamiento infinitesimal dr se define por el producto escalar siguiente®

aw < . dr;

considerando que F = mdv/dt y dr = vdt,
1
dW =mv -dv =d <2mv2) (2.6)

El trabajo realizado al recorrer I' entre los dos puntos extremos 1y 2 resulta
de la integral curvilinea:

1 2
ng—/F-dr— —mo?
T 2

1
Se define como energia cinética T' de la particula:

def 1 o

T
2mv ;

asi, la expresién anterior equivale a

Wi=T,— T} (2.7)

Podemos enunciar entonces:

‘El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética.’

Este resultado se suele llamar también el teorema de las fuerzas vivas.

®La notacion empleada, «dW», no indica aqui una diferencial exacta de una determi-
nada funcién W, sino tnicamente un incremento infinitesimal de trabajo producido por
F a lo largo de dr. Tan s6lo resulta ser una diferencial exacta cuando las fuerzas son
conservativas.
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Caso de fuerzas conservativas.—

Se denomina campo de fuerzas conservativas aquél en el que el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es
independiente de la trayectoria seguida I para ir de uno al otro. Asi para
distintos caminos I'1, I'y, I's que tengan en comun el origen (1) y el final

(2),

Figura 2.6: Trayectorias distintas en un cam-
po conservativo para ir de 1 a 2.

F.-dr= | F.-dr= | F-dr.

I Iy r's
Es facil ver que esta condiciéon es equivalente a que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada sea nulo. En efecto, sea una curva
cerrada cualquiera T, a la que pertenecen los puntos 1 y 2. Esta puede
descomponerse en dos curvas abiertas con extremos en 1y 2: T =T{ UT5,
teniendo I'{" el sentido de 1 a2 y T'; el sentido de 2 a 1. La integral curvilinea
sobre I' es pues

7{F-dr: F-dr+ | F-dr= | F-dr— | F-dr=0. (2.8)
r ry ry

+ +
I‘1 FQ

como queriamos demostrar.

No son conservativas las fuerzas debidas a resistencias pasivas, como el
rozamiento o las fuerzas de tipo viscoso. En éstas el integrando (F - dr)
es siempre negativo, puesto que la fuerza de resistencia (F') se opone al
movimiento (dr), por lo que la integral (2.8) no se puede anular nunca. Se
produce necesariamente una disipacién de energia, no pudiendo recobrarse
el nivel energético inicial después de un trayecto cerrado.

Un teorema bésico del calculo vectorial establece que la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo vectorial F' tenga circulacion nula para
cualquier curva cerrada es que sea un campo de gradientes. Recordemos en
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primer lugar la definiciéon de gradiente de un campo escalar; en un siste-
ma de coordenadas cartesianas ortonormal con versores {e;} = {1, j, k} la

expresion es®

3
def ov ov., oV, oV
dV = —e; = —1+ — —k
gra P axie 8xz+ 0y'7+ 0z

La afirmacion anterior quiere decir que existird un campo escalar V(r),
funcién de la posicion, tal que:

F=—gradV.

Al campo escalar V se le denomina potencial de las fuerzas, energia poten-
cial, o simplemente potencial.

Una tercera forma de caracterizar un campo F' como conservativo, ad-
mitiendo las exigencias adicionales de que F' tenga derivada continua y que
el dominio sea simplemente conexo, es que sea irrotacional. Esta condicién
es equivalente a su vez a las dos anteriores. Recordemos la definicién de
rotacional de un campo vectorial”:

3
def oF;
rot F = E eijk—]ek
< ox;
i,7,k=1

_ 8FZ_@ it an_an i+ %_8Fx k
oy 0z 0z ox ox oy
Por lo que la condicién para que el campo F' sea conservativo es

rot F = 0. (2.9)

En este caso, la funcion potencial V() de la que proviene F' debe ser al
menos C?.

Al expresarse F' como un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una
diferencial exacta:

F.dr=—gradV -dr = —-dV

SEn cuanto a notacién, emplearemos indistintamente los indices o los «nombres pro-
pios» de vectores (i = e1, j = e2, k = e3) y coordenadas (x = x1, y = x2, 2 = z3). Asi-
mismo, a veces emplearemos también notaciones alternativas para el gradiente, grad V =
dV/dr = VV, empleando el operador V = 3°_ 9/0z;e; = 8/dxi+0/dyj + /9= k.

"Empleando el operador V, el rotacional se puede expresar también mediante la no-
tacion rot ' =V A F.
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Si integramos para obtener el trabajo realizado entre dos puntos 1y 2, y
empleando el principio de la energia cinética (2.7):

2
W12=/ F.dr=V-V
1
= T2 - Tlv
es decir, se conserva la suma de la energia cinética més la potencial:
T+ Vi=Ty+ V.

o bien, definiendo como energia total®a la suma de energia cinética y po-

tencial,

EY¥rivy

se obtiene la siguiente expresiéon para el teorema de conservacion de la ener-
gla:

si F=—gradV (conservativa), E =T +V = cte. ‘ (2.10)

En lo anterior se ha supuesto que el potencial V' (7) es constante. Pudiera
darse el caso de que F provenga de una funcién potencial no constante, es
decir que dependa explicitamente del tiempo, V(r,t):

oV

F=—— con — #0.
or ot 7

En este caso, no se conservaria la energia total E, puesto que el trabajo

elemental ya no serfa una diferencial exacta del potencial:

oV ov
F-dr:—a—v‘dr;ﬁ—dv.
or

{ z vativ
Estariamos, pues, ante un campo de fuerzas no conservativas a pesar de que
provengan de un potencial.

Integracion de la ecuaciéon fundamental de la dinamica.— Parte
de lo expuesto arriba se puede interpretar como distintos procedimientos
de integracion de la ecuacion fundamental de la dindmica (2.2). Senalemos
tres procedimientos generales para ello, que permiten obtener los teoremas
de conservacion (2.3), (2.5) y (2.10) como casos particulares.

8Se sobreentiende que ésta es tnicamente la energia mecanica , excluyendo a otros
tipos de energia como la calorifica, quimica, ...
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a) Integracion directa en el tiempo.— Integrando entre dos ins-
tantes t1 y o,

to to to 2
Fdt = m%dt:/ dp = p|;
t

t1 t1 1

se obtiene la ecuacién del balance de la cantidad de movimiento,

to
Fdt=pl[}.

t1

Como caso particular de esta ecuacion de balance se desprende el teorema
de conservacion de la cantidad de movimiento (2.3)

b) Integracion directa segun la trayectoria.— Realizando ahora
la integral curvilinea entre dos puntos de la trayectoria r1 y ro,

2 2 2 1 1 2
/ F-dr:/ mi’-dr:/ d(mv2> = —mv?
1 1 1 2 2 1
de donde se obtiene la ecuacién del balance de la energia,
2 1 2
/ F.dr = —mv?
1 2 1
Analogamente, para el caso de fuerzas conservativas (F = —gradV), se
desprende el teorema de conservacion (2.10).
c) Integracion del momento en el tiempo.— Integrando el mo-

mento de F' entre dos instantes t1 y ta,

to to to d 9
/ r/\th:/ r/\m"f'dt:/ — (r Ams) dt = Holj
t1 t1 t1 dt\—v—/
H,

se obtiene la ecuacién del balance del momento cinético,

to
/ rAFdt= Hol}.
t

1

Si las fuerzas son centrales o se trata de una particula aislada, analogamente
a los dos casos anteriores se desprende el teorema de conservacion (2.5).
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2.2. Expresiones de velocidad y aceleracion

Antes de proseguir en la aplicacion de los principios y teoremas generales
expuestos para ejemplos concretos de dindamica de la particula, conviene
detenerse en el desarrollo de las expresiones de la velocidad y aceleracion
que habran de emplearse.

Segun las caracteristicas geométricas de cada problema, sera conveniente
en cada caso escoger uno u otro sistema de coordenadas. La elecciéon obvia en
el caso més general serd un sistema de coordenadas cartesianas ortonormal;
sin embargo en ocasiones es ventajoso emplear otras coordenadas, como las
coordenadas cilindricas (o polares en el caso plano), esféricas, o el triedro
intrinseco a la trayectoria.

En cada uno de estos casos, el aspecto que nos ocupa es obtener las com-
ponentes de los vectores velocidad, © = dr/dt y aceleracion, # = d?r/dt?.

2.2.1. Coordenadas cartesianas.

El triedro Oxyz esta asociado a los versores (2, j, k) segun cada direccion
coordenada (figura 2.7). Puesto que los versores del triedro son constantes,
para obtener la velocidad y aceleracion basta derivar directamente las coor-
denadas:

r=xt+yj+zk
r=2a1+yj+ zk
r=2t+yj+ zk

Figura 2.7: Coordenadas carte-
z sianas

Ak
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2.2.2. Coordenadas cilindricas y polares.

En este caso, las coordenadas que definen la posicion son (p, 6, z), siendo
p la distancia desde un punto fijo O, 6 el dngulo que forma la proyecciéon
del radio vector sobre un plano fijo con una direccién dada del mismo, y z
la altura del punto sobre dicho plano (figura 2.8).

Figura 2.8: Coordenadas cilin-
dricas

El triedro de vectores unitarios asociado (o base fisica) es (u,,ug, k).
El versor u, queda definido como un vector unitario en la direccion de la
proyeccion de r sobre el plano; k es el versor perpendicular al mismo, y uy es
perpendicular a los dos anteriores. En este triedro tanto u, como uy varian
de punto a punto, constituyendo un sistema de coordenadas curvilineas.
La posicién de un punto queda definida mediante

r = pu, + zk (2.11)

expresion que engloba también a las coordenadas polares para el movimiento
plano, sin més que hacer z = 0.

Es inmediato establecer las relaciones con las coordenadas cartesianas,
tomando el plano de referencia Oxy de forma que se comparte la coordenada
z:

x = pcosf

y = psenf
Mientras que entre los versores de ambos triedros la relaciéon es

u, = cos 0% + sen 0j

ug = —sen 0t + cos 03
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Derivando estas expresiones respecto del tiempo se obtiene

u, = —0sen 0 + 0 cos 05

= fuy
Qg = —0 cos 0 — O sen 5
— bu,
k=0

Empleando estas igualdades y derivando el vector posicién (2.11) se
obtiene la velocidad,

P = pu, + pug + 2k;

repitiendo la operacién, se obtiene la aceleracion:

P = (p— p0H)u, + (200 + ph)ug + k.

2.2.3. Coordenadas esféricas.

La posicion de un punto queda ahora referida a las dos coordenadas
angulares en una esfera de radio r: la longitud ¢ y la latitud 0 (figura 2.9).

A

Figura 2.9: Coordenadas esféri-
cas

El triedro fisico es ahora (u,, ug, u,). La linea coordenada de longitud ¢
constante define el meridiano, al cual es tangente el versor uy. Asimismo la
linea de latitud 6 constante define un paralelo, al cual es tangente el versor
u,. Por 1ltimo, el versor u, lleva la direccién y sentido del radio vector 7.
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Proyectando sobre las direcciones del triedro cartesiano se obtienen las
relaciones con los versores del mismo:
U, =cosfcospt+cosfsenyj+senfk
ug = —senfcospi—senfsenpj+ cosbk
Uy, =Ug AU, = —Sen P+ cospJ
En este caso los tres versores son variables, funcién del punto. Para obte-

ner sus derivadas temporales, expresaremos primero sus derivadas parciales
respecto de las coordenadas:

ou, 0 ou, u ou, 0w
= 0; = Uuy; = coS

or 00 " 9y \

Ouy 0 Ouy u Oug o

_ = . _— = — N — = — S€én

or 06 "y v
0 0 0
%:0; %:0; ai(;:senﬁue—coseur

Empleando estas relaciones, se obtiene
i, = OUTT.‘ n 8ur0- i ou,

ar a0 T ap 7
:9.U9+gbcos€u¢
uy = —psentu, —éur
u, = @sent ug — @ costu,

Por ultimo, utilizamos estas expresiones en las derivadas temporales de 7,
para obtener:

P = ru, + rlug + r¢ cos Ou,

= (7 — rp? cos® 0 — r6?)u, + (270 + r$? sen 6 cos  + r0)ug
+ (27 cos O — 2rfp sen 0 + 1 cos 0)u,

2.2.4. Triedro intrinseco

La propia curva definida por la trayectoria dinamica, r(t), permite de-
finir un triedro denominado «intrinsecos, que a menudo resulta de gran
utilidad para describir el movimiento. Se resumen aqui algunas definiciones
y propiedades fundamentales de dicho triedro. Para un mayor detalle puede
consultarse algtin texto de geometria diferencial®.

9D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973; J.A. Fernandez Palacios:
Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, (Anejo 1A), 1989.
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Vectores y planos del triedro.— Los versores que constituyen el trie-
dro intrinseco estan definidos por la trayectoria misma. Esta puede consi-
derarse parametrizada bien por el tiempo (r(t), con derivada 7 = dr/dt),
bien por la longitud del arco de curva s, sabiendo que ds = vdr -dr. El
sentido positivo del arco coincide con el avance real sobre la curva a lo largo
del tiempo.

Figura 2.10: Vectores del triedro intrinseco

— tangente t 4 g /ds, vector unitario con igual direccion y sentido que
la velocidad 7.

— normal principal n, vector unitario normal a la curva (dr - n = 0),
y perteneciente al plano osculador (plano definido por dos tangentes
sucesivas a la curva, t y t + dt). Su direccion y sentido lo tomaremos
por tanto segin dt, es decir, hacia el lado concavo de la misma.

— binormal b < ¢ A n, perpendicular por tanto a la curva (dr - b = 0),
y también a la normal principal (n - b = 0).

Los versores m y b definen el plano normal, cualquier recta contenida en
este plano es normal a la curva. Por otra parte, el plano osculador queda
definido por (¢,m), siendo la binormal perpendicular al mismo.

Foérmulas de Frenet.— Al ser un versor de modulo unidad, la derivada
del vector tangente es normal al mismo:

d dt
—(t-t)=2t-— =0. 2.12
B =2 (2.12)

Por la definicién hecha de n, la derivada dt/ds lleva la direccion de n, y el
modulo se denomina curvatura:

%
ds

def
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Se puede interpretar de forma intuitiva razonando que cuanto més se «do-
ble» la curva (por unidad de arco), mayor es su curvatura . Dada la defini-
cion realizada de m, por la que su sentido es siempre hacia el lado céoncavo,
dicha curvatura resulta siempre positiva. Asimismo, se define el radio de

. def .
curvatura como su inversa: R = 1/k. Asi,

n (1.2 formula de Frenet). (2.13)

Veamos ahora la variaciéon de la binormal b. Si la curva es plana, el plano
osculador es fijo y db/ds = 0. En un caso general, esta derivada constituye
una medida del alabeo de la curva que denominaremos torsidn. En cuanto
a la direccién de esta derivada, razonamos en primer lugar, por los mismos
argumentos esgrimidos en (2.12), que es normal al propio b. Por otra parte,

d db dt db
—(b-t)=—-t+b-—=—-1t+b- =0.
ds(\/o“) ds + ds ds +M

= 0

Deducimos pues que db/ds = 0 esnormal a by a t, es decir, lleva la direccion
de n, mientras que su moédulo lo llamaremos torsién 7. Estableciendo de
forma convencional el signo negativo en esta relaciéon, puede escribirse

db 1 )
L= Tn=-gn (2.2 formula de Frenet). (2.14)

(El radio de torsion resulta, andlogamente al de curvatura, T ety /T.)
Por ultimo, derivando la normal principal,

d d
L= g(b/\t) =(—Tn)At+bA (kn),
es decir:
dn )
el b—kt (3.2 formula de Frenet). (2.15)
s
Expresiones de la velocidad y aceleracion.— Empleando las férmu-

las de Frenet es inmediato deducir las siguientes expresiones para velocidad

y aceleracion:

. dst ¢
F=—t=v
dt ’
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relaciéon que expresa simplemente que la velocidad es tangente a la trayec-
toria. Derivando de nuevo,

%—bt—f—vﬁﬁ—i;t—kvjn
- dsdt R

Se identifican en esta expresion claramente dos términos de la aceleracion:

vt aceleracion tangencial
2
v . ]
7" aceleracion normal (centripeta)

2.3. Movimiento de una particula libre

El principio de la cantidad de movimiento o 2.2 ley de Newton (2.2)
proporciona una ecuaciéon vectorial, que equivale a 3 ecuaciones escalares.
Llamando (X,Y, Z) a las componentes cartesianas de la fuerza F,

X =m
F=mr & Y =my
Z =mz

Integrando estas 3 ecuaciones, sera posible obtener las 3 incognitas (z,y, z)
que definen la posiciéon de la particula en cada instante. Las dificultades
que puedan surgir para esta integracion resultaran de las expresiones de
(X,Y, Z) que por lo general no tienen porqué ser constantes.

Consideraremos como aplicacién dos casos particulares relacionados con
el movimiento de proyectiles.

2.3.1. Proyectil pesado en el vacio.

Admitimos en este caso que no existen resistencias del medio, por lo
que la tnica fuerza actuante sobre la particula es la gravedad terrestre, que
suponemos definida por el campo gravitatorio simplificado (—mgk). Las
ecuaciones son:

mx=0; my=0; mzZ=—mg.

Si tomamos unos ejes en los que el plano vertical Oxz contenga a la velocidad
inicial vg, es facil comprobar que el movimiento se desarrollara dentro del
mismo plano vertical:
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z
)
A Figura 2.11: trayectoria
parabolica de un proyectil
vo _ pesado en el vacio
N
\@0 -‘I-.-...". x

Denominando ¢g el angulo de la velocidad en el lanzamiento con la
horizontal (figura 2.11) las ecuaciones en z y z se integran de manera trivial:

& =1wgcospy, £= —gt+ vgsen pp; (2.16)

1
T = vgcospot, 2z= —§gt2 + vg sen @ot. (2.17)

Las expresiones (2.17) son las llamadas ecuaciones horarias de la trayectoria,
es decir, las ecuaciones que permiten obtener la posiciéon en funcion del
tiempo.

La trayectoria descrita por la particula queda definida por las ecuaciones
horarias de forma paramétrica, mediante el pardmetro ¢. Se puede obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria eliminando el parametro ¢t de las
ecuaciones horarias: despejando ¢ en (2.171) y sustituyendo en la expresion
(2.173) de z:

1 a2

“ 7 72 (wgcos go)?

ecuacion que representa una parabola de eje vertical (movimiento paraboli-

co).

El alcance horizontal se obtiene haciendo z = 0 en (2.18),

+ xtg o, (2.18)

’U2
L = sen(2¢0) 2,
g

de donde se deduce inmediatamente que el alcance méaximo se produce para
¢o = 7/4, valiendo Ly,a, = v3/g. Por otra parte, para distancias inferiores,
existen dos soluciones posibles de tiro para obtener un mismo alcance: tiro
directo y por elevacion:

L

Lmax

p1 < m/4 (tiro directo),

1> w2 > m/4 (tiro por elevacion).

=sen2pg = 2 soluciones {
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El tiro por elevacién es el caracteristico de los morteros, mientras que el tiro
directo es el normal de los proyectiles denominados balisticos.

L/L Figura 2.12:  Alcance del
tiro parabdlico en funcion
del dngulo inicial po: L =
% sen 2¢qg. Para distancias
inferiores al alcance mdzi-
mo (Lmaz = v3/g, para
wo = m/4), existen dos po-
: : : . wo  sibilidades, el tiro directo
@'1 /4 90'2 : (po = ¥1), y por elevacion
(o = p2).

La envolvente de las posibles parabolas de tiro para vy dada, es decir
para una energia dada, es otra parabola, denominada parabola de seguridad.
Para determinarla, expresamos la condicion de que la trayectoria (2.18) pase

Figura 2.13:  Pa-
rdbola de sequridad,
envolvente de las di-
versas trayectorias
(1,2,3) para una
energia de lanza-
miento dada

x
por un punto (a,b) dado:
b 1 a? tat
= —-—0Q— a ’
29(1)0 cos pp)? &0
haciendo tg ¢y = u, obtenemos la ecuacién:
202 2bv3
u2_ﬂu+1+#:0;
ag a’g

para que tenga solucion real en u, ha de ser b < v3/2g — ga®/2v3. Por tanto,
la ecuacién de la parabola de seguridad es

2 2
_ Y% g

Z_Qg 21)(2)'
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La altura méxima en una trayectoria se obtiene haciendo z = 0 en (2.16):

Up sen
0= —gt+uvgsenypy = tzw,
g

y entrando con este valor de ¢ en (2.17),

1 2 sen? g
Zmax = 5 - -

g

Es obvio que la maxima altura de todas las trayectorias posibles se obtiene
para g = /2, es decir para tiro vertical:
1 vg
z =——.

max 2 g

Mediante consideraciones energéticas se podrian haber obtenido algunos

de estos mismos resultados de forma muy sencilla. Por ejemplo, la altura
méxima para un tiro vertical resulta de igualar la energia total en el punto
de altura maxima con la inicial:

1 US

29

Asimismo, para una trayectoria inclinada, podemos obtener la velocidad en
el punto de méaxima altura igualando la energia con la del instante inicial:

1 v sen? g
2 9

1
5771'0% +0=0+MG%naz = Zmaz =

g 0= Lomo? ¢
—mu =—-mv°+m
9"t 2 g
De donde v = vg cos ¢q, deduccién que podriamos haber realizado también
al considerar que, al ser Z = 0 en ese instante, la velocidad no tiene compo-
nente vertical, reduciéndose a la velocidad horizontal que es constante.

2.3.2. Proyectil pesado en medio resistente

Complicamos ahora el problema anterior al considerar una resistencia
del medio, cuya direccién es la de la velocidad y cuya magnitud depende del
modulo de la misma de forma mondtonamente creciente (es decir, a mayor
velocidad, mayor resistencia):

v

R=—-R(v)—

v
La funcion de resistencia R(v) tiene por lo general una caracterizacion com-
pleja, habiendo de determinarse mediante ensayos aerodinamicos en tine-
les de viento o simulaciones en el ordenador. Como simplificacién se suele
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aceptar la aproximacién como una funcién proporcional al cuadrado de la
velocidad, R(v) = aw?, o para velocidades muy bajas, proporcional a la
velocidad, R(v) = aw.

En un caso general, llamando (R,, Ry, R.) a las componentes cartesianas
de R, las ecuaciones son:

En primer lugar, demostraremos que la trayectoria es plana, manteniéndose
dentro de un plano vertical. En efecto, puesto que R || v,

Re=—"i RBy=-Tbjp R.=-T
[ (Y [

Integrando cada miembro de esta ecuacién en variables separadas se obtiene
logy=logCs = y=Ci = y=Czx+ D,

ecuacion que define un plano vertical.

A continuacién expondremos un método de solucion general, para una
resistencia R(v) cualquiera. Para ello, expresemos las ecuaciones en las di-
recciones tangencial y normal a la trayectoria:

d

md—qt) = —mgseny — R(v) (2.20)
v2

m— = mgcos @ (2.21)
P

donde p es el radio de curvatura de la misma. La relacién de éste con los
incrementos infinitesimales de arco (ds) y angulo girado (dy) es

I dy

p  ds’
donde se toma convencionalmente el signo negativo, lo que equivale a esta-
blecer que ¢ decrece al crecer s, siendo p siempre positivo.

Queremos obtener la ecuacién que relaciona el médulo de la velocidad

con el angulo de la trayectoria, v(y), llamada «hodografa». Para ello, eli-
minamos p de la ecuacion (2.21), quedando:

d
— mvzf = mgcos (2.22)
s
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Dividiendo (2.20) y (2.22) término a término, y considerando que

dvds _ dv
dt dp  “dyp
se obtiene:
1d
7l:mgsencp+R(v):tgg0+ R(v) (2.23)
vdep mg cos ¢ mg cos ¢

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden que, integrada, propor-
cionaria la solucion v(y) buscada. Esta integracion puede no ser inmediata,
al menos por métodos analiticos, habiendo de recurrir entonces a procedi-
mientos numéricos. Una vez calculada esta solucion de la hodografa v(yp),
la ecuacion de la trayectoria en funciéon de t se hallaria mediante una simple
cuadratura. En efecto, de (2.22):

—vad—(pﬁ = mgcosp
dt ds
por lo que
d 1 (¥
ar = U@ t:/ LGP (2.24)
gceos e 9 Jp, COSQ

obteniéndose asi t(¢), e invirtiendo ésta, ¢(t). Las ecuaciones parametricas
de z(t), z(t), se obtendrian mediante nuevas cuadraturas:

v? 1 [¥
dz =vcospdt =——dp = z= —/ v () dp (2.25)
9 ¢

0

2
dz =vsenpdt = —%tgg@dgp = z= 1 /WUQ(QD)thOdQO (2.26)
©0

Atn sin solucionar explicitamente las ecuaciones anteriores, se puede
extraer de ellas algunas conclusiones cualitativas. De (2.20) se deduce que
la velocidad permanece acotada. En efecto, si no fuera asi, la resistencia
R(v) que es una funciéon mondtona tampoco estaria acotada, llegandose a
una aceleracién negativa infinita:

dv
vo>00 = RW)—oo0o = 5
Por otra parte, de (2.24), si v esta acotado, para t — oo serd ¢ — —m/2,
por lo que la trayectoria tiene una asintota vertical.
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mgsen

mg

mg cos ¢

Figura 2.14: Trayectoria de un proyectil en medio resistente. Descomposicion
del peso en direccion normal y tangencial.

Existe una solucién analitica debida a Legendre!?, reduciendo el proble-
ma a cuadraturas sucesivas, si la funcién resistente toma la forma:

R(v) = mg(b+ cv™)

Como aplicacién, consideremos el caso particular de resistencia del me-
dio proporcional a la velocidad, (b = 0, n = 1), es decir: R(v) = mgcv. En
este caso la ecuacion (2.23) resulta:

1dv cv

- =t
vde gs0+cosg0

La integracién de esta ecuaciéon arroja:

Vo COS ©o

cos o — cvgsen(p £ ¢g)

Aunque no demostraremos la deduccién de esta expresion, es facil compro-
bar que cumple la ecuacion diferencial (2.23).

Para este caso de resistencia viscosa otra forma de resolver el proble-
ma es integrando directamente las ecuaciones en componentes cartesianas,
procedimiento que queda descrito en el siguiente

EJEmMPLO 2.1: Una particula se mueve en un medio viscoso, con resistencia
proporcional a la velocidad, R(v) = mgcv. Obtener la trayectoria.

0ver p.ej. P. Appel y S. Dautheville, Précis de Mécanique Rationelle, Gauthier-Villars,
1952
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Solucion. Particularizamos las ecuaciones diferenciales (2.19) que resultan

& = —gcd, (2.27)
Z=—gci—g. (2.28)
La ecuacion (2.27) es de variables separadas, por lo que se integra directa-
mente: . .
x T
—=—-gc = In— = —gct;
x Vo

e integrando de nuevo y teniendo en cuenta que z(0) = 0,

. — Vo —
& =vgee 9 = |z=—"(1-e9%]|

gc

Por su parte, en la ecuacion (2.28) se pueden separar variables de forma
similar e integrar una primera vez:

Z i4+1/c

—=— = In———— = —gct;
Z+1/c g¢ nv02+1/c g

e integrando de nuevo, con la condicion inicial z(0) = 0,

1 1 t 1
2——+<v0z+> e 9t o |y=_24 (UOZ+Q> (1—e 9. | O
c c c gc  gc

2.4. Movimiento de una particula sobre una curva

Sea una curva I' definida como la interseccion de dos superficies f y g:

f(r,t) =0, (2.29)
g(r,t) =0. (2.30)
Una normal a la curva viene dada, en funcién de 2 pardmetros A y p arbi-

trarios, por:
N = )\grad f + pgradg.

Decimos que la curva es lisa si la fuerza de reaccion que se produce sobre
la particula es normal a la misma. Ademaés de esta reaccion, pueden existir
unas fuerzas aplicadas o activas f, por lo que la ecuaciéon dindmica es:

f+ Agrad f + pgrad g = mv (2.31)

N, reaccién normal
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Figura 2.15: Particula sobre una cur-
va I', definida como interseccion de
dos superficies, con normales grad f y
gradg.

El problema queda planteado con cinco ecuaciones ((2.29), (2.30), y tres
ecuaciones escalares de (2.31)) para cinco incognitas (z,y, z, A, i1).
Multiplicando (2.31) por dr, y suponiendo que se trata de una curva fija

(es decir, 9f /0t =0, 0g/0t = 0):

muv

2
f-dr=m#-dr=d <2> (2.32)
(puesto que grad f - dr = df = 0, e igual para g).

El trabajo elemental de las fuerzas aplicadaas f - dr lo podemos poner
en funcion de un parametro que define la posicion en la curva (por ejemplo,
el arco recorrido), que llamaremos g¢:

d
fodr = fodz + fydy + fodz = fx dq + 1, ydq + fz—dq = Qdgq

definiéndose la «fuerza generalizada» como el producto escalar de la fuerza

(fisica) aplicada por la derivada de la curva respecto del parametro, @ def
f-dr/dg = fyda/dg + fydy/dq + f.dz/dq. Asi,

mu? mv?  mu? q
qu:d<2> = 2—20:/ Q(q)dq,
q0

con lo que el problema queda reducido a una cuadratura. Si fuera df /9t # 0
6 0g/0t # 0 (caso de una curva movil), obtendriamos:

mu? 6f 8g
d <2> fdr— )\8 P —dt. (2.33)

El término adicional respecto a (2.32) corresponde al trabajo realizado por
la fuerza de reaccion, (Agrad f + pgradg) - dr = (—A0f /0t — pdg/ot)dt,
debido a que el desplazamiento real (dr) no sigue la tangente a la curva en
un instante ¢, por ser ésta movil.
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Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, entonces f - dr es un
diferencial exacto:
f-dr=Qdq=—-dV,

pudiéndose integrar (2.32) para obtener

77’1,’1)2

—— T V(r)=nh,
2
siendo h una constante de integracion (energia mecénica total constante).
Una vez obtenida v, se introduciria en las ecuaciones de equilibrio, for-

muladas en el triedro intrinseco, para calcular la reaccién normal IN:

2
f=m fat Na=ms fyt Ny =0
dt p
Senalemos por tltimo que en un caso general IN es normal a la curva I,
aunque no necesariamente coincide con la normal principal. Esto tltimo si
se cumple si no hay fuerzas aplicadas (f = 0), pues al particularizar las
ecuaciones anteriores se obtiene N,, = mv?/py Ny = 0.

EJEMPLO 2.2: Una particula de masa m esta ligada a una circunferencia lisa
de radio R sobre la que puede deslizar libremente. A su vez la circunferencia
se mueve en un plano horizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
(impuesta) w, alrededor de un punto O de su perimetro. Se pide:

Figura 2.16: Ejemplo 2.2 - particu-
la que se mueve sobre una circunfe-
rencia lisa, con un punto (O) fijo de
su perimetro y velocidad de rotacion
impuesta w.

a. Empleando como parametro el dngulo ¢ (figura 2.2), determinar la
aceleracion (absoluta) de la particula en un instante genérico.

b. Obtener la ecuaciéon diferencial del movimiento.
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c. Obtener la expresion de la reacciéon de la circunferencia sobre la par-
ticula.

d. ;Se conserva la energia total (T'+ V)7 (responder razonadamente).

e. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento,
igual a una expresion funcién de las derivadas primeras, en este caso
¢). Tomar como condiciones iniciales ¢y = 0, Y9 = w.

Solucion.

a.— El procedimiento més directo es emplear coordenadas cartesianas
para la posicion de la particula (figura 2.17):

x = Rcos(wt) + Rcos(p + wt);

2.34
y = Rsen(wt) + Rsen(p + wt). (2:34)

Figura 2.17: Coordenadas
y wvectores bdsicos para el
ejemplo 2.2; (T,v) son
los wersores tangente vy
normal respectivamente a
la circunferencia mdovil,
mientras que (uy, Ug) son
los versores de las coorde-
nadas polares. La wveloci-
dad de la particula se pue-
de interpretar como su-
ma de una componente de
arrastre pw debida al mo-
vimiento del aro, segun
ug, y otra componente Ry
relativa al aro, segun T.

A partir de aqui, derivando:

& = —Rwsen(wt) — R(p + w) sen(wt + ¢);

. . (2.3
Y = Rw cos(wt) + R(p + w) cos(wt + ¢);
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i = —Rw? cos(wt) — R@sen(wt + @) — R(¢p + w)? cos(wt + ¢); (2.36)
ij = —Rw”sen(wt) + R cos(wt + @) — R(¢ + w)? sen(wt + ). .

Las direcciones en que interesa proyectar la aceleracion son (logicamen-
te) la tangente y la normal a la circunferencia. Estas resultan:

a; = —#sen(p + wt) + §jcos(p + wt) = Rw?sen ¢ + R;

) N 2 . (237)
a, = & cos(p + wt) + §sen(p + wt) = —Rw” cosp — R(p + w)”.

Otra manera'! de calcular serfa utilizando las coordenadas polares (p, 0)
(figura 2.17):
0 =wt+ (p/2); p=2Rcos(p/2); (2.38)

La aceleracion es a = (a,, ag):
ap =p—pP°;  ag = 2pp + pp,
con lo que:

ap = —R@sen(ip/2) — R*/2cos(p/2) — 2R cos(p/2)(w + $/2)°,

2.39

ag = —2Rpsen(p/2)(w + ¢/2) + Rcos(p/2)p/2. (2.39)
Finalmente, proyectando sobre tangente y normal al aro:
ar = —a,sen(p/2) + agcos(p/2) = Rw? sen p + Rp;

, (2.40)

a, = a,cos(p/2) + agsen(p/2) = —Rw? cos p — R(p + w)?.

Se obtienen los mismos valores que antes (2.37), como era de esperar.

b.— La tnica fuerza sobre la particula es la reaccion de la circunferen-
cia, que lleva la direccién de v. La componente de la aceleraciéon segin 7
sera por tanto nula, lo que proporciona la ecuaciéon del movimiento buscada.
A partir de (2.37);:

¢+ w?senp =0 (2.41)

Por similitud con la ecuacion del péndulo simple (I¢ + gseng = 0), esta
ecuacion indica que se produce un movimiento pendular alrededor del punto
diametralmente opuesto al punto O, con longitud de péndulo equivalente

lequiv = g/wz'

1Un tercer procedimiento recomendable para este caso seria la descomposicion del
movimiento en el arrastre del aro y el de la particula relativo al aro, originando la des-
composicion del campo de aceleraciones @ = @arr +Qcor +arel, cOMo se veré en el apartado
4.2, ecuacion (4.9).
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c.— Sea la reaccion N = Nv. Obtenemos el valor de N mediante
la aceleracion a,, ecuacion (2.37)2, expresando la ecuaciéon dindmica segin
esta direccion:

N =ma, = —mR [(w+ ¢)% + w? cos )] - (2.42)

d.— No se conserva la energia, ya que se trata de una curva mévil, en
la que la fuerza de reaccion desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un
momento al sistema para conseguir la rotaciéon uniforme w, momento que
no es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccién de la circunfe-
rencia, al ser lisa la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi,
ya que la reacciéon es normal a la circunferencia pero no a la trayectoria
(absoluta) de la particula.

e— Ya que no resulta posible aplicar directamente un teorema de
conservacion, integraremos directamente la ecuacion de la dinamica (2.41).
Para ello, multiplicamos primero por ¢:

G+ wpsen p = 0; (2.43)

esta ecuacion tiene integral inmediata:

1
3 2 —w?cosp =C (2.44)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C' = —w?. La integral primera
es por tanto:
¢? +w?(1—2cosp) =0 (2.45)

Puede comprobarse que la expresiéon de la energia total del sistema es:
1 27,.2 2 .
T+V = §mR [0% 4+ 2(1 + cos @) (w? + we)] (2.46)

por lo que, comparéandola con (2.45), se deduce que la energia total no puede
ser constante, ya que ambas expresiones no coinciden. ]
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2.5. Movimiento de una particula sobre una super-
ficie

Sea una superficie lisa, definida en forma implicita por una ecuacion
escalar

f(r,t) =0, (2.47)

cuya normal viene dada por grad f = Jf/0r. Si existen otras fuerzas aplica-

Ngradf
SN

J'.-ff.
/ f(r ) =0

Figura 2.18: Particula sobre una superficie lisa f, con normal grad f.

das f —ademés de la reacciéon normal N = A grad f— la ecuacién dinamica
sera:
f+Agrad f = m# (2.48)
El problema queda planteado con las tres ecuaciones escalares (2.48) y
la propia de la superficie (2.47), para las cuatro incognitas (z,y, z, ).
Multiplicando escalarmente (2.48) por r, y suponiendo que la superficie

es fija (0f /0t =0),
2
f-dr=d <mv > (2.49)

2

Para definir la posicién sobre la superficie son necesarios dos parametros
(u,v), coordenadas de la superficie. Asi:

or or
dr = a—udu + %dv
or or
f-dr—f-%du—i—f-%dv
= Qudu + Q,dv

_d <m02> 7
2
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donde Q) def f-0r/ou, Q, def f-0r/0v. Es necesario integrar esta ecuacion

diferencial para resolver el problema.

Si la superficie es movil (0f /0t # 0), en la ecuacion anterior debe in-
cluirse el trabajo de la reaccion normal (Agrad f-dr = —A(9f/0t)dt # 0),
resultando la expresion

o 2
Fodr = Qudu+ Oudv — 22 ar —a (™)
ot 2

Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, por lo que f - dr es dife-

rencial exacto, y de la integracion de (2.49) se obtiene

va

2

Una vez calculada la velocidad v, hallarfamos A y IN (reaccién normal),
aplicando las ecuaciones en el triedro intrinseco, de manera similar al caso
anterior. En este caso emplearemos el triedro intrinseco de la superficie,
formado por (figura 2.19):

+V(r)=h.

= NN, segtn la direccion de la recta MC' en la figura 2.19, normal a la
superficie.

» t =dr/ds, tangente a la trayectoria.

» B =1tA N, segtn la recta M P (figura 2.19), contenido en el plano
tangente II; y normal a los anteriores.

El punto C es el centro de curvatura de la seccion normal (definida
como la interseccion de la superficie con el plano definido por t y N), y C’
el centro de curvatura de la trayectoria I'. Por tanto, la normal principal a
la curva lleva la direccion de MC’: n || MC’. Los segmentos que definen
ambos radios de curvatura (MC' y MC") forman entre sf un angulo 6. Las
ecuaciones en las direcciones del triedro intrinseco son

dv
ft—maa
2
muv
fn+Nn: ;
p
fb+Nb - 07

siendo p el radio de curvatura de la trayectoria. Proyectando sobre la direc-
cion N (normal a la superficie), las componentes de la fuerza aplicada y de
la reaccién son respectivamente

fn = fncos@ + frsenf; N = N, cos@ + Nysenf.
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Figura 2.19: Triedro intrinseco de la superficie.

La ecuacién dinamica segin esta direccidn es

2
fN+N:%COSQ.
p

El radio de curvatura de la seccion normal es Ry = MC = p/cosf, por
el teorema de Meusnier'?. Por tanto, la ecuaciéon anterior puede escribirse
como

mU2

+N=—.
I e

Proyectando sobre B (normal a la trayectoria y € II;), la componente
de la reaccion normal es naturalmente nula, mientras que la fuerza aplicada
es

fB=—fnsen + fycosf,

y la ecuacién es
2
mu
fB=——senb.

p
Se pueden definir las geodésicas de la superficie como aquellas curvas
en las que el radio de curvatura y el de la seccién normal de la superficie
coinciden (f = 0). En ellas el plano osculador contiene constantemente

12¢f. D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973, (apartado 2.5).
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a la normal a la superficie IN. Si no acttan fuerzas exteriores (f = 0),
una particula ligada a la superficie recorre una geodésica con velocidad
constante. En efecto:

fr=0 = v =1
fB=0 = 0=0 (Geodésica)
N = mv?/Ry

2.6. Problemas propuestos.

Problema 2.1. Una varilla AB de longitud 2a se mueve de forma que su
extremo A recorre el eje Oz de un sistema de referencia Oxyz ortogonal. El
extremo B recorre la circunferencia

22 +9y* —2ay=0,2=0

con velocidad angular constante w. Inicialmente B estd en el origen de
coordenadas. Se pide:
a. Ecuaciones horarias del movimiento del punto medio M de la varilla.

b. Caracterizar geométricamente la trayectoria.
c. Velocidad de M.

d. Valores maximos o minimos de la velocidad de M y posiciones en que
se presentan.

e. Caracterizar el movimiento de A.

f. Aceleracion de M.

g. Aceleraciones tangencial y normal en los instantes de los maximos y
minimos de la velocidad.

h. Radio de curvatura de la trayectoria en esos instantes.

Problema 2.2. Un punto M describe la cardioide
p = a(l+ cosh)

de modo que su aceleracion pasa continuamente por el polo O. Inicialmente
el punto se encuentra en (2a,0) con una velocidad vg. Se pide:
a. Velocidad del punto en funcién de p.

b. Aceleraciones total, tangencial y normal en funcién de p.

c. Radio de curvatura de la trayectoria.



2.34 Capitulo 2. DINAMICA DE LA PARTICULA

d. Tiempo que tarda en llegar al polo O.

Problema 2.3. Un punto se mueve en un plano alrededor de un punto fijo
O, de modo que su aceleracion ~ es siempre normal al radio vector p, y
este dltimo gira alrededor de O con velocidad angular constante w. Hallar
la ecuacién de la trayectoria y el valor de -y, sabiendo que en el instante
inicial p = r9,0 = 0, y vy es perpendicular a rg.

Problema 2.4. Un punto M se mueve con velocidad constante ¢ sobre
la catenaria y = acosh(z/a) = § (ex/“ + e_x/a). Hallar la aceleracion del
punto M en funcién de x e y y la direccién de la misma.

Problema 2.5. Un punto material M pesado y de masa m esta obligado a

moverse sin rozamiento sobre una circunferencia vertical de radio a. Dicha

circunferencia gira con velocidad angular constante w alrededor del didmetro

vertical AB. En el instante inicial el punto se sitda en el punto méas bajo y

tiene una velocidad inicial relativa a la circunferencia Vy = 1/2ga. Se pide:
a. Ecuacion diferencial del movimiento de M

b. Dejar el movimiento reducido a una cuadratura;
c. Reaccion de la circunferencia sobre el punto M en funcién de la posi-
cion.

Problema 2.6. Una particula material pesada M, de masa m, se mueve
sobre una hélice cuyas ecuaciones cartesianas son:

x = Rcos#,
y = R senf,
z=RE.

Sobre el punto actiia ademés de la gravedad una fuerza de resistencia pro-
porcional y opuesta a la velocidad tal que cuando la velocidad del punto
es \/gR, la fuerza de resistencia es igual al peso mg de la particula. En el
instante inicial (¢ = 0) la particula se encuentra en la posicion definida por
las coordenadas (R,0,0) y se lanza con una velocidad Vpv/2/2(j + k). Se
pide:

a. Demostrar que existe un valor de la velocidad inicial V,, para el cual

la aceleracion total de la particula en el instante inicial es minima.

b. Plantear las ecuaciones que determinan el movimiento de la particula
M y la reacciéon de la hélice.

c. Calcular la posicion més alta alcanzada por la particula, suponiendo
que el valor algebraico de la velocidad inicial es: V,, = v/2¢gR.
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Problema 2.7. Se considera un punto material pesado M, de masa m,
que puede deslizar sin rozamiento y con ligadura bilateral, sobre un cono de
revolucion de eje vertical y semiangulo 30°. Sobre el punto actia, ademés
del peso, una repulsion desde el vértice del cono, de valor:
V3 a*
F=—mg|l——
9 "9 r4
donde r es la distancia del punto M al vértice del cono. En el instante inicial
se lanza el punto M, tangente al paralelo local, a una distancia a del vértice

y con velocidad inicial Vy = ,/ ﬁ ga. Se pide:
a. Determinar completamente la trayectoria y ley horaria del movimiento
del punto M, indicando el tiempo que tarda en alcanzar la cota més
baja.

b. Reaccién normal del cono sobre el punto.

Problema 2.8. Una bolita pesada de masa m desliza sobre sin rozamiento
sobre la trayectoria de la figura, cuyo lazo es circular de radio R, siendo el
enlace unilateral. j A qué altura H es necesario soltar la bolita, sin velocidad
inicial, para que recorra el lazo sin desprenderse? ;y para que se desprenda
y pase por el centro del lazo?

m e

H Figura 2.20: Problema 2.8

Problema 2.9. Una particula que se mueve sobre una circunferencia es
atraida por un punto de su perimetro, con una fuerza funcién de la distancia.
Determinar esta funcién de modo que la reacciéon que ejerza la circunferencia
sobre la particula sea constante, y calctlese la reacciéon en funcion de las
condiciones iniciales.
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Problema 2.10. Un punto material de masa m se mueve sin rozamien-
to sobre la superficie de revoluciéon engendrada por una catenaria al girar
alrededor de su eje de simetria, cuya ecuaciéon es

a

z = acosh

Sobre el punto actia inicamente una fuerza atractiva hacia el eje Oz cuya
expresion vectorial es:

2 2
r° + 2a
—mwat—

F=
1"5

Uy

donde w es una constante conocida. En el instante inicial el punto material
se encuentra en una posicion situada a distancia a del eje Oz y esta dotado
de una velocidad vy = ﬂwa, formando un angulo de 45° con la tangente
al meridiano correspondiente. El sentido de la velocidad es tal que el punto
tiende a alejarse del eje Oz. Se pide:

a. Calcular la velocidad del punto en funcién de su posicion.

b. Calcular la proyeccion del punto sobre el plano Ozxy, a lo largo del
movimiento.

c. Determinar la ley horaria del movimiento.

d. Calcular la reaccion normal de la superficie.

Problema 2.11. Un punto pesado M de masa m se mueve por la cicloide

= Rp — Rseny,
y=R— Rcosp,

a la que puede abandonar por el lado convexo. Sabiendo que el eje Oy es
la vertical ascendente, se lanza el punto desde la posicion méas alta de la
cicloide con una velocidad inicial vg. Se pide:

a. Ecuacién del movimiento.

b. Reaccién normal.
c. Punto en que M se despega de la cicloide.
d. Valor maximo de vy para que el punto no se despegue inmediatamente

de la cicloide.

Problema 2.12. Un cuadrado indeformable O ABC', formado por 4 varillas
huecas de longitud | cada una, se mueve en un plano horizontal alrededor
del vértice fijo O con velocidad de giro constante w. En el lado AB, segun
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indica la figura, puede moverse sin rozamiento una particula P de masa m,
unida al vértice A mediante un resorte de constante k y longitud nula sin
tension. Se pide:
a. Aceleracion absoluta de P, en sus componentes normal y tangencial a
AB, para un instante genérico. Se tomara como parametro u = AP.

b. Ecuacion diferencial del movimiento de P relativo a AB.
c. Suponiendo que inicialmente u(0) = uy y 4(0) = 0, estudiar la posi-
bilidad de equilibrio relativo estable, en funcién de la relacién entre w
y k.
d. Reaccion de la varilla AB sobre P.
(Examen parcial, 9/2/1996)

Figura 2.21: Problema 2.12

C

Problema 2.13. Bajo la accién de la gravedad, una particula m se mue-
ve sin rozamiento sobre la cicloide (ver figura adjunta) definida en forma
paramétrica por las expresiones:

x=R(0 —senf); y=—R(1—cosb),

con 0 <0 < 27.
a. Obtener la relacion s(f), siendo s la longitud de arco medido desde el
punto mas bajo de la cicloide (6 = 7).

b. Obtener la ecuaciéon dindmica del movimiento (ecuacion diferencial de
orden 2 en s(t)).

c. Si la particula se libera partiendo del reposo, desde la posicion 0 =
/2, obtener el tiempo que tarda en llegar al punto mas bajo de la
cicloide. Misma cuestion si parte del punto mas alto (0 = 0).

(Examen parcial, 26/1/1998)
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TR 2rR «x

Figura 2.22: Problema
m 2.13

_9R 4

Problema 2.14. Una particula de masa m se mueve libremente sobre un
aro circular liso y rigido, de radio R, que tiene un movimiento de rotaciéon
impuesto con velocidad angular w constante alrededor de un didmetro ver-
tical fijo. Ademaés del peso, sobre la particula actia un resorte lineal de
constante k y longitud natural nula, cuyo otro extremo desliza libremente
sobre el didmetro horizontal del aro. Se pide:
a. Componentes de la aceleracion (absoluta) de la particula en las direc-
ciones tangencial al aro, normal al mismo segun la direccién radial y
normal al plano del mismo, en funcién de 6 y sus derivadas.

b. Ecuacion diferencial del movimiento.

c. Expresion general de la reacciéon del aro sobre la particula, asi como
el momento que se necesita aplicar al aro para obtener el movimiento
impuesto (se supondra masa nula para el aro).

d. Sien el instante inicial la particula parte de una posicién sobre el dia-
metro horizontal con velocidad relativa nula, deducir razonadamente
el méximo y minimo de la inclinacién # en el movimiento subsiguiente.

(Examen parcial, 27/11/1999)

Problema 2.15. Un disco de radio R se mueve en todo momento en un
plano vertical de forma que gira con velocidad angular w constante. El disco
ademas rueda sin deslizar sobre una recta horizontal que se mueve con una
velocidad constante v. En el disco existe una ranura radial lisa en la que se
mueve una particula de masa m, que estd unida ademas al centro (C') del
disco mediante un resorte de constante elastica k y longitud natural nula.
Se pide:

a. Expresar la ecuacion diferencial del movimiento de la particula en la

ranura.

b. Obtener el valor minimo de k para que el movimiento de la particula
respecto de la ranura sea de tipo oscilatorio.
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Figura 2.23: Problema 2.1}

c. Expresar la reacciéon que ejerce la ranura sobre la particula.

d. Suponiendo que en el instante inicial la ranura esté horizontal y la par-
ticula se encuentra en el borde derecho del disco y en reposo respecto
de éste, calcular el trabajo de la reacciéon entre t = 0 y un instante en
que la ranura ha girado un cuarto de vuelta (¢t = 7/(2w)). Particula-
rizar este calculo para k = 10mg/R, w = \/g/R y v = (5/6)wR.

(Examen parcial, 25/11/2000)

Figura 2.24: Problema 2.15
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Capitulo 3

Oscilaciones lineales con 1
grado de libertad

Es muy comiin que el objetivo de un diseno mecénico sea una estruc-
tura o un mecanismo que permanezca cerca de una posicién de equilibrio
estable, pudiendo realizar sin embargo pequenos movimientos u oscilaciones
alrededor de esa posiciéon. Una variante serfa un sistema cuyo movimiento
objetivo sea una trayectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones
o variaciones acotadas respecto de la misma.

Las solicitaciones y la respuesta de un sistema debido a cargas dina-
micas pueden superar notablemente los efectos de las mismas cargas en
condiciones estéaticas, aplicadas de forma suficientemente lenta. Los disenios
de ingenieria cada vez requieren mas una adecuada respuesta dinamica. Esto
puede deberse a que las cargas realmente se apliquen de forma muy rapida,
como a asignar una mayor importancia a aspectos como el mantenimiento
de la funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones. Estas
condiciones de disefio a menudo se anaden a las puramente estaticas, de
estabilidad y resistencia en la posicién de equilibrio.

En la mayoria de los casos préacticos, estas pequenas oscilaciones se pue-
den considerar como «lineales» (méas adelante se precisa el significado de
este término) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en este
capitulo y en el capitulo 11 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos més simples de oscilaciones, los de sis-
temas con 1 grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos
tienen varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado
de libertad predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibra-
cibn» en una primera aproximacion. Sera valido en estos casos el estudio

3.1



3.2 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

mediante las técnicas que presentamos en este capitulo; en cualquier caso,
seran la base para el estudio de las oscilaciones con varios grados de libertad
que se tratan méas adelante (capitulo 11).

3.1. El oscilador armoénico simple

3.1.1. Ecuacién del movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacion), de constante k,
sin que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina z la coordenada de
m a lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacion, de valor

F = —k(z — x0),

siendo x( la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tension. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del
resorte tiene sentido contrario a la elongacién, es decir, es una resistencia
interna que se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongacién: a doble elongacién, doble
fuerza, y a elongacion mitad, la fuerza se divide por dos.

X

Figura 3.1:
J\/\A/\/\/\/—. Oscilador ar-
monico simple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo
haremos en el punto z, de forma que la expresion de la fuerza del muelle
sea

F=—kz.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2), obtenemos
la ecuacion dindmica de este sistema:

mi— ks = 31
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Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria con las siguientes carac-
teristicas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relacién con la variable x y sus
derivadas;

» de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del siste-
ma) y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacién estd igualada a cero, sin término inde-
pendiente a la derecha del signo igual.

3.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia
asociada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un po-
tencial V (z). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado
por aquélla entre la posicién natural y una posicién genérica:

xr T 1
V:—/ Fdx:—/ (—kz)dx = —ka?.
0 0 2

Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor en
un instante genérico

1 1
E=T+V = ima’CQ + ika' (cte.) (3.2)
Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacion z(t) tendra maxi-
mos en los que la derivada es nula (& = 0). Particularizando para uno de
estos instantes, podemos escribir la ecuacion (3.2) en funciéon de una nueva
constante A cuya interpretacion es la elongaciéon maxima:

Lo, 1, o 1, 5

Smi + 51{::1: = 51@4 . (3.3)
Fisicamente, podemos interpretar la ecuacién anterior observando que

en los puntos de elongacion méaxima toda la energia es potencial (Vipax =

%k:AQ), mientras que en los puntos de elongaciéon nula toda la energia es

cinética (Tyax = %kAQ). A lo largo del movimiento, la energia total se

conserva, oscilando entre estas dos formas.



3.4 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

3.1.3. Integracién de la ecuacion

El objetivo es resolver la ecuacion (3.1), integrandola para obtener el
movimiento x(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los pro-
cedimientos de integraciéon de ecuaciones diferenciales con una variable, por
lo que nos ceniremos a los detalles de la solucién de ecuaciones del tipo de
(3.1), que por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en
la mecénica.

La forma mas sencilla es partir de la ecuacion (3.3), despejando en ella
y separando variables:

o k5 9 k dx
x—m(A z?) = \/;dt—m.

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacion de forma

independiente, resultando
k - x
\[— = arcsen —
m' Y A’

donde ¢ es una constante de integraciéon. Definimos ahora un nuevo para-
metro wg como
def k

wo = E (3.4)

con lo cual despejando el valor de x resulta la ecuacién del movimiento
buscada:
x(t) = Asen(wot + ). (3.5)

Esta ecuacion define una ondulacién armonica (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periédico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo, denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardmetro wg recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular
natural del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila
cuando se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se
mueva libremente!. La constante A es la amplitud de la oscilacién (médulo
de la elongacion méaxima) y por ultimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica
la fase de la sinusoide en que se sitta el origen de tiempo.

'En contra de lo que pudiera parecer, la notaciéon wo no indica «valor inicial de w»,
tratdndose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subin-
dice en wyp se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacion con la
frecuencia caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver
ecuacion (3.13).
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z(t) = Asen(wot + ¢)
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Figura 3.2: Oscilacion armdnica, abarcando dos periodos completos del mo-
vimiento. Un dngulo de fase ¢ # 0 equivale simplemente a una traslacion
del origen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacion se mide en radianes/segundo. La fre-
cuencia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el nimero de
ciclos o revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o
ciclos por segundo (Hz). La relacion entre ambas medidas de la frecuencia
es por tanto f = w/27. También es posible expresar la frecuencia en otras
unidades como revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (3.5), que cuanto mas rigido sea el muelle
(mayor k) o mas ligera la masa (menor m), mayor sera la frecuencia natural
de oscilacion wg. Por el contrario, sistemas flexibles (k pequeno) y pesados
(m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una
repulsion del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse
obtener wy = \/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movi-
miento de oscilacién, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez méas
del origen, sin estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema
tenga un movimiento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva,
correspondiente a una atracciéon hacia la posicién de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (3.5), siendo nece-
sario calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicion y velocidad
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iniciales). Por ejemplo, para una vibracion que parte desde una elongacion
inicial a en reposo,
ro=a; =0 = A=a, p=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera xg y vg, particularizando (3.5)

se halla
o =tan ! <wo:co> ;o A= T
V0 sen @

Como comprobacién, podemos evaluar la energia asociada al movimiento
definido por (3.5). En un instante genérico, la velocidad es

& = Awg cos(wot + ),

por lo que

1 1
T+V = - mw? A% cos®(wot + @) + 5/@42 sen?(wot + @) = 5/@42.

=k

1
2
Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (3.3).

3.2. Oscilaciones en 2 dimensiones

Sea una masa m que se puede mover en un plano, atraida hacia un punto
O del mismo por un resorte lineal.

Figura 3.3: Oscilaciones en 2D
de una particula atraida hacia un
punto O del plano.

La expresion vectorial de la fuerza de atraccion es
F=—Fkr,
v la ecuaciéon vectorial del movimiento

mi + kr = 0;
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En componentes, tomando unos ejes Oxy en el plano, resultan dos ecua-
ciones escalares desacopladas:

mi + kx =0; my+ky=0. (3.6)
La solucién general de estas ecuaciones es
xr = Acos(wot + «);  y = Bcos(wot + B),

expresiones que definen la trayectoria de forma paramétrica. Para obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria tengamos en cuenta, en primer lugar,
que podremos elegir el origen de tiempos sin pérdida de generalidad de
forma que sea o = 0; el angulo de fase para y serd 6 = 5 — a. De esta forma
queda

x = Acos(wot); y = Bcos(wot + 9).

Desarrollando la expresion de y y eliminando la variable ¢,

y = B(coswot cosd — senwpt send),
Yy _

T / x2
5 —20055—sen5 1_ﬁ’

de donde se obtiene finalmente

2 2

% + % - % cos & = sen’ 4. (3.7)
Para distintos valores de J, esta ecuaciéon representa una familia de elipses
con orientacién y excentricidad variables, siempre inscritas en el rectdngulo
—A <z < A —B < y < B, como es facil de comprobar. Las elipses
degeneran en rectas diagonales para los casos limite § = 0y 6 = 7 (ver

figura 3.4).
Una generalizacién interesante del caso anterior resulta de considerar
una constante de atraccion distinta segtin cada uno de los dos ejes (k; y ky
respectivamente). Realizando esta modificacion en las ecuaciones (3.6) es

inmediato comprobar que su solucién son oscilaciones en = e y con distinta

frecuencia, wy = \/kz/m y wy = \/ky/m:
x = Acos(wyt + ), y = Bcos(wyt + f).

Las trayectorias descritas son las llamadas curvas de Lissajous (figura
3.5). Estas curvas son cerradas tan solo si wy /w, es una fraccion racional. En
caso contrario, se describen trayectorias abiertas que, a lo largo del tiempo,
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Y y
B B
@) | 0 |
' |
A 2 A -~
S=% b =1 0=0; 5 —4=0

Figura 3.4: Trayectorias de una particula con atraccion eldstica a un punto
O, mostrando dos casos extremos de la familia de elipses (3.7). El primer
caso corresponde a las condiciones iniciales xo = A, g = 0,0 = 0,90 =
—Buwy, y el seqgundo a o = A, 39 = 0,y9 = B, = 0.
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wy =2wy; 0 =7/3

Figura 3.5: Curvas de Lissajous, para diversas condiciones iniciales. FEn el
ultimo caso, al mo ser el cociente de frecuencias racional, la curva no es
cerrada
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acaban siendo densas en el rectangulo |—A, A[x]—B, B] (pasan tan cerca
como se desee de cualquier punto), sin cerrarse nunca.

La trayectoria seguida es sensible a las perturbaciones de los pardmetros
iniciales; una pequenisima variacion de w, u w,, convertira a una curva de
cerrada en abierta, por ejemplo.

3.3. Oscilaciones con amortiguamiento

3.3.1. Ecuacién del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-
cional a la velocidad, Fiy = —cz, de sentido contrario a ella. Este modelo

T

D Figura 3.6:
: Oscilador  con

¢ . amortiguamien-

to viscoso
m

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbo-
lo en un pistén lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre piston y
émbolo. Se trata de una fuerza necesariamente mo conservativa. Es facil
comprobarlo, ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el
mismo punto), el trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es
esencialmente negativo:

Wy = f(—k‘i“;)dx = f(—kfﬁ) dt < 0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos practicos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, la fuerza total sobre m es
ahora

F=—ct—kx,
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resultando la ecuacion:
mi + ci + kx = 0. (3.8)

Esta sigue siendo una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal, de coe-
ficientes constantes y homogénea.

3.3.2. Integracion de la ecuacion

La solucion de la ecuacion (3.8) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (3.1), es decir, basada en funciones armoénicas. Tan s6lo
es necesario aqui generalizar algo la expresién de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo z(t) = ae™. En principio,
permitiremos que tanto a € C como r € C sean ntimeros complejos, aunque
por motivos fisicos debemos exigir al final que el resultado x(t) sea real.
Como se sabe, la exponencial da lugar a funciones armonicas para exponente
imaginario”.

Derivando y sustituyendo en la ecuacion (3.8), resulta

(mrl4+cer+k)et=0 = mr? +cr +k=0. (3.9)

Esta expresiéon se denomina «ecuacién caracteristica,» proporcionando los
valores que debe tomar r para que exista la solucién buscada:

—c++/c? —4km

2m

r= (3.10)
Segtin el valor del discriminante (c? —4km) en la expresion general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucién:

a) ¢> —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para (3.9):

m=-=-p, T2=—4.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresion (3.10) se comprueba que 11 + 712 < 0y r1 - ro > 0. Mediante
la linealidad de la ecuacién diferencial se demuestra que, si existen varias
soluciones, cualquier combinacion lineal de ellas es también solucién de la
ecuacion (propiedad de comprobacion inmediata). Por tanto, la solucion
general es:

z(t) = aje P + age™ 7.

2Empleando la notacion de Euler, " = cos 6 + isen 0, siendo i = /—1.
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En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento ¢ es excesi-
vamente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 3.7 se muestra
el movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos
con distintas condiciones iniciales.

" Figura 3.7: Movimiento de un
. sistema definido por la ecua-
= i cion mi + cx + kr = 0,
] Tl con amortiguamiento supercri-
——————— tico (¢ > 2vkm), bajo distin-
3 T tas condiciones iniciales; Caso
: I) &9 > 0, Caso II) &g = 0,
] e 4'0 <0 Caso III) o < 0.

b) ¢ — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento
posee el valor critico cq it = 2V km. Existe una raiz real doble, negativa al
igual que antes, para (3.9):

c

i

correspondiendo a la solucion z(t) = ae P’. Se puede comprobar que
x = bte™P! también es solucion, por lo que la soluciéon general sera una
combinacién de estas dos:

z = (a+ bt)e ™.

Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movimien-
to de tipo oscilatorio.

c) ¢> —4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjuga-
das para (3.9),

le—p‘f‘W’i, TQZ_p_Wi)
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siendo
c c? k
p= o’ w = a2 + m
La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial

decreciente, que multiplica a una funcién armonica:

x = a1 TPTE | gye(-priw)t

iwt

+ age’i‘“t)

=e P(are

= e P [(a1 + az) coswt +i(a1 — ag) sen wi]
Aunque en un caso general esta expresion pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que x debe ser real. Esto obliga a que

las constantes complejas aj,a2 € C den lugar a unas nuevas constantes
reales A, B € R:

alz(B—’iA)/Q B=a1+ ay
agz(B—i-iA)/Q} = A:i(al—ag)}

resultando
r=e P (Asenwt + Bcoswt). (3.11)

Otra forma equivalente de expresar esta solucion es mediante el cambio de
las constantes (A, B) a otras (a, ¢) definidas por:

A=acosp; B=asenp,

resultando la expresion

r = ae P sen(wt + ). (3.12)

Este ultimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) es el que mas
nos interesa, ya que es el inico en que se producen vibraciones. La expresion
(3.12) representa un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud de-
creciente (ae '), al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque
el movimiento es oscilatorio, no seria correcto en rigor llamarlo periédico,
ya que cada oscilaciéon es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como
amplitud (de forma mas rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al
valor ae P!, que tiende a 0 para t — oo. El movimiento desaparece en la
practica para un tiempo suficientemente grande. Es facil comprobar que el
intervalo entre méaximos, al igual que entre pasos por cero, es constante e
igual a T' = 27 /w (periodo de la oscilacion). Por tanto, a w se le llama fre-
cuencia angular natural del sistema amortiguado (con mayor rigor formal
«pseudo-frecuenciay ).
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El pardmetro a representa la amplitud inicial y ¢ el angulo de fase.
Estas dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra
representacion de la solucion, definida mediante (3.11)) se calculan a partir
de las condiciones iniciales (xq, Z¢).

En resumen, en funcién de los parametros del problema, la solucién
quedara expresada como:

k c?
Psen(wt + ), con w def 2

T (3.13)

—_c
xr =ae 2m

A menudo es util emplear una notacién alternativa para estas expresio-
., . . . . def
nes, en funcion de la frecuencia natural sin amortiguamiento wy = +/k/m
(ecuacion (3.5)), y la tasa de amortiguamiento critico &, definida como

def C c

gzif

Cerit  2Mw

El significado de wy ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcriti-
co) se halla entre 0 y 1. En el caso en que sea £ > 1 el amortiguamiento es
critico o supercritico y no se producen oscilaciones. Para vibraciones estruc-
turales, los valores usuales de £ son pequenios; en una estructura real puede
ser del orden de £ = 0,02 = 2% o menor®.
En funcion de estos pardmetros, la ecuacion diferencial (3.8) se puede
escribir
&+ 26wod + wir = 0, (3.14)

mientras que la solucion (3.13) se expresa como

—Sol sen(wt + ),  con w L ov/1— £2. (3.15)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movi-
miento es menor que en el caso sin amortiguamiento (wp), debido al factor
V1 —&2 < 1. Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, al ser &
pequeno, ambos valores resultan muy proximos (w & wp).

Tr = ae

EJEMPLO 3.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un
eje horizontal, unida mediante un resorte elastico de constante k = 10° N/m
a una base fija en el eje. Existe ademés un amortiguamiento viscoso, que
reduce la amplitud de la oscilacién a la centésima parte cada 10s. Se pide:

3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de calculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dinamicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se
proponen amortiguamientos de £ = 0,5% para puentes metalicos o mixtos, y £ = 2,0%
para puentes de hormigén estructural
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a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa & respecto
del critico;

b. Suponiendo que parte de xg = 0,05 m medido desde la posicion de
equilibrio en reposo, obtener la ecuacién del movimiento asi como el
valor numeérico de la posicién al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortigua-
miento, dado por la ecuacion (3.15):

x = ae” % sen(wt + ¢p).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo = v/ k/m = 15,811388rad/s = 2,51646 Hz. (3.16)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amorti-
guamiento:

—wol0 _ @ ¢ - In 100

= =
e 100 10wo

=0,029126 ~ 2,9 %. (3.17)

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 26wy = 368,4136 N -s - m~L.

b.— Una vez calculados todos los pardmetros, se pueden obtener las
constantes a partir de las condiciones iniciales:

xo = Asen ¢y N { A = 0,05002122
0 = — Afwg sen ¢o + Aw cos g do = 1,541667 = 0,4907287

La expresion numérica de la solucién es por tanto
2(t) = 0,05002122 ¢(—4695170) ey (15 80468 ¢ + 1,541667), (3.18)

y la posicién a los dos segundos z(2) = 0,01964561 m. Los resultados se
muestran de forma grafica en la figura 3.8. O
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Figura 3.8: Resultados del ejemplo 5.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) De-
talle de la grifica parat € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones
amortiguadas; (c¢) Detalle del comienzo del movimiento (duracion = 1/64
periodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tan-
gente a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia
en que (wt+¢o) = 7/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando
que se alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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T
] Figura 3.9:
D 5 Oscilador sim-
f(t) ple con amor-

c 4‘—> tiguamiento

sometido a
m
W\W fuerza externa.

k

3.4. Oscilaciones forzadas

3.4.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actta una fuerza exter-
na f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al
muelle y al amortiguador (figura 3.9).

La ecuacién es ahora:

mi + ct + kx = f(t). (3.19)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacion diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura de la solucién distinta, como se
ve a continuacion.

3.4.2. Integracion de la ecuaciéon

Sean dos soluciones cualesquiera x;(t) y x2(t) de la ecuacion completa
(3.19):

mIo + cto + To = f(t),
mxi +ct1 +x1 = f(t);

restando término a término se obtiene
m(ig - il) + C(I'Q — il) + k(xg — .’El) =0.

Por tanto su diferencia, x,(t) = xz2(t) — x1(t), es solucion de la ecuacion
homogénea (3.8). Esto nos sirve para poder expresar la solucion general de
la completa como una solucién particular de la misma, que hallaremos por
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cualquier procedimiento, mas la soluciéon general de la homogénea que ya
sabemos calcular:

2(t) = en(t) + 2, (0).

El problema se limita pues a calcular una soluciéon particular de (3.19).
Cualquier procedimiento que nos permita hallarla es bueno (todo vale).
Como regla general, buscaremos una solucion particular del mismo tipo que
el término de fuerza f(t). Veremos a continuacion las soluciones particulares
para algunos casos significativos.

a) fuerza constante, f(t) = D.- Este caso puede corresponder a
una fuerza constante estética, si su aplicacién ha sido lenta, o a una funcién
escalén dinamica, en el caso en que la aplicacién sea siibita. En cualquier
caso, la solucién particular es otra constante, de valor

Tp = 7
La comprobacion es inmediata, al ser &, = &, = 0.

Este caso corresponde, por ejemplo, al de un muelle en posicién vertical
sujeto a la gravedad; al de la fuerza de rozamiento durante el intervalo en
que no cambia de signo (supuesta la reaccion normal constante); o al de una
fuerza constante o escaléon cualquiera.

Por otra parte, llamando xyp = D/k (cte.), la adicion de una solucion
T = xo puede interpretarse también como una simple traslacion del origen
de coordenadas, 2/(t) = z(t) — 29 = xp(t). De esta forma el movimiento
puede describirse como una oscilacién libre alrededor de un nuevo centro,
trasladado xg.

Este seria el caso, por ejemplo, de una masa m colgando de un resor-
te de constante k en direccion vertical, sometida a su propio peso (mg).
El movimiento puede interpretarse como una oscilaciéon libre, alrededor de
un punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo del punto de
longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la solucion z, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (3.19) se obtienen los valores de m y n:

{m = E/k

cm + k(mt+n) = Et
( ) n=—cE/k?
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por lo que resulta

- £(-5)

Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza armoénica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial im-
portancia, ya que no sélo sirve para una fuerza armoénica en si misma, sino
que servira también como base para calcular la solucién frente a una carga
cualquiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier (aptdo. 3.7.3).

Tanteamos una solucién que sea igualmente armoénica, con la misma
frecuencia que la excitacion, pero admitiendo un posible desfase § respecto
de la carga:

xp(t) = Asen(Qt + 90).
Sustituyendo en (3.19):

k —mQ?) sen(Qt + 6) + cQcos(Qt + 0 :gseth,
A

y particularizando para dos valores distintos de ¢ se puede calcular A y §:

1. parat =0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando 9,

2 2w
tan o k — mQ? wi — Q2 (3.20)

2. para Qt+ 9 =0,
Q) = %sen(—&)

A= —C%sené

Para expresar A en funcion de los parametros del problema, debemos obte-
ner en primer lugar la expresion de sen d:

tan o

+v1 + tan? 6

—cf)
= (3.21)
+/(k — mQ2)2 + 202

—2£Quwyg

B +/(w§ — Q)2 + 420207

send =
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resultando finalmente las expresiones siguientes para A:

a - a/m (3.22)

A= .
£/ (k—mQ2)2 + 202 +/(w — 02)2 + 42022

Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((3.21) para send y (3.22) para A), podria resultar un valor negativo para
esta ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de
la raiz que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como
amplitud. Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para d, de
forma que send tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que
para cambiar de signo (send) basta con tomar (64 ) en lugar de 6, es decir,
se trata de un simple cambio del origen de tiempo, lo que siempre es licito.

Una vez conocidos A y & es posible escribir la solucién general de la
ecuacion completa (3.19) que resulta:

z(t) = ae *lsen(wt +¢) + Asen(Qt +6) . (3.23)
—————

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sélo por determinar los parametros a y ¢,
que se obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene
subrayar que, aunque estos pardmetros afectan sélo a la parte de la solucién
que proviene de la homogénea, es la solucion completa (3.23) la que se
debe particularizar. No debe cometerse el error de particularizar el sumando
correspondiente a la solucién homogénea, sino que debe ser la suma de
ambas.

Por otra parte, es importante observar que la solucién particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales,
al ser funcion dnicamente de los pardmetros A y 9§, definidos por las expre-
siones (3.21) y (3.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amorti-
guamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cuénto
tiempo sea dependera del amortiguamiento— desaparece. El intervalo du-
rante el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucién
de la homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (3.23), se llama
régimen transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos compo-
nentes armonicas de distinta frecuencia, la de la excitacion () y la natural
del sistema en vibracion libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la soluciéon de la homogénea en (3.23) se amortigua hasta hacerse
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despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que
no dependa de las condiciones iniciales®. Por lo tanto, éstas solo tendran
influencia durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un mo-
vimiento forzado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es
siempre el mismo independientemente de las condiciones iniciales.

Figura 3.10: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo.

Para una excitacién peridédica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitacion, y un desfase § respecto a ella,
dado por la expresion (3.21). De ésta se desprende que si no existe amor-
tiguamiento, el desfase es también nulo. El desfase también depende de la
relaciéon entre €2 y wp, de forma que, por ejemplo, para = wy, resulta
send = +1 y por tanto § = +m/2.

3.5. Amplificacién dindmica y resonancia

Una carga aplicada de forma dinamica puede producir un efecto conside-
rablemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente
lenta para que no se llegue a producir oscilaciéon. Este efecto se denomina
amplificacion dindmica.

4La eleccion de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible
escoger ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo,
en el limite cuando ¢ — oo, esta parte de la solucién particular también se vera reducida
a cero.
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Un ejemplo sencillo es la aplicaciéon de una carga constante Py, sobre un
sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento. Si
se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta), el
desplazamiento seria zesy = Pp/k.

Si se aplica de forma subita, como un escalén de carga, suponiendo
que inicialmente el resorte estd en su posiciéon natural y sin velocidad, la
respuesta es

Zain(t) = % - % cos(wot).
El desplazamiento maximo se produce para wot = 7 y vale Zginmax = 2Fo/k.
Por tanto, la amplificaciéon dindmica de la carga es

Tdin,max

f.ampl. = =2,

Lest

es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcién armoénica, Pysen(€2t). Supondremos que existe un pequeno amorti-
guamiento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen perma-
nente, pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuaciéon
de dicho régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la
expresion, que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro im-
plicitamente que algiin amortiguamiento, por pequeno que sea, ha debido
existir para que desaparezcan los términos transitorios. En el régimen per-
manente la respuesta es un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud
se puede deducir de la ecuacion (3.22):

P
Ldin,max = A(Q) - k— 73192 .
La amplificacién dinamica es
fampl, = Tdmmex 1 (3.24)
Test 1—0Q%/w?

Si Q2 = 0, el factor de amplificaciéon es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si 2 — oo, el factor de amplificacion
tiende a cero, lo que quiere decir que la excitacién es demasiado rapida y
el resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse.
Por ultimo, si 2 — wy, el factor de amplificacién tiende a co.
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Se denomina resonancia al fendémeno por el cual la amplitud de la osci-
lacion se hace méxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a
oo bajo determinadas circunstancias (ecuacion (3.24)). En este caso la re-
sonancia conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de
movimiento excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresion (3.22) propor-
ciona la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacion,
es posible dibujar la grafica de la amplitud obtenida para un valor dado
del amortiguamiento (), en funciéon de la frecuencia de excitacion () (fi-
gura 3.11). Se observa que para amortiguamiento { # 0 la curva muestra
en general un méaximo de la amplitud, mientras que para £ = 0 no existe
méximo, tendiendo la amplitud resonante a co.

Desde un punto de vista de calculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el maximo de (3.22):

Ao q/m ,
V(WE =022 1 4e20207

puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en
el denominador,

d o

I 022 4+ 4£20%2) = 2(w? — Q) (—2Q) + 86220 = 0,

obteniéndose finalmente:

k 2
Q= /= — S = /1 - 2€2. (3.25)

m  2m2

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €, en la ex-
presion (3.22) de A:

4 alc (3.26)

cw k_
m 4m?2

SEstrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace méaximo
T = mi? /2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitaciéon igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (3.25). Al ser la energia potencial
proporcional al cuadrado de la elongacion, la resonancia en energia potencial equivale a
la resonancia en amplitud.

Ay

_ q _
B cwoy/1 — &2
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Conviene observar que las expresiones (3.4), (3.13) y (3.25) definen tres
frecuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor

quedan:
w Q,

A

w0>w0\/1—§2>w0\/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en
los casos practicos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequeno y las tres
frecuencias tienen valores muy proximos. Para los valores usuales del amor-
tiguamiento en vibraciones estructurales (del orden de 1%-2% o incluso
menores), la resonancia se produce muy proxima a wp, como se aprecia en
la figura 3.11. Por ello, en la préctica ingenieril a menudo se confunden las

4 T |
[oe=o0
3 P -
P\ Le=02
R 2 .
£=05
N
0 ¢ L
0 1 2 3

Figura 3.11: Amplitud de oscilacion para una excitacion armonica, en fun-
cion de la frecuencia de excitacion €2, para diversos valores del amorti-
guamiento €. Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas
B = Q/woy, y en ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmica).

dos frecuencias wy y €2,.. La diferencia de frecuencias es mayor para valo-
res altos del amortiguamiento &, aunque entonces también ocurre que la
resonancia tiene menor importancia. Si £€2 > 1/2 (£ > 0,71) no se llega a
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producir méximo de A, por lo que no hay resonancia. En este caso la fun-
cion A(£2) es monotona decreciente y no tiene méaximo local, como puede
apreciarse en la figura 3.11.

EJEMPLO 3.2: Como continuacién del ejemplo 3.1, resolver las siguientes
cuestiones adicionales:

a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento im-
puesto armoénico, de amplitud 0,05m y frecuencia 2 Hz, obtener el
movimiento tanto durante el régimen transitorio como en el régimen
permanente. Como condiciones iniciales, se admitira que parte del re-
poso en la posicion de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacion anterior que produce la maxima
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud maxima y el
factor de amplificacion.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacién del resorte, relativo a la
base, y x(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es
por tanto X (t) = x(t) + 3(t). La ecuacion del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—miy.
Teniendo en cuenta x(t) = Bsen(Q2t), resulta
mi + ci + kx = mBQ? sen(Qt). (3.27)

La solucién general consta de la solucién general de la homogénea mas una
solucion particular de la completa, x(t) = xp(t) + x,(t). Suponiendo una
solucién particular del tipo

zp(t) = C'sen(Qt + 0), (3.28)

y obligando a que z(t) cumpla la ecuaciéon anterior, se obtiene

c)
0 = arctan (mQQ_k) = —0,125031 rad; 529
BQ? '
C=— e = —0,0850728 m.

\/02 02 + (m2 — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de apli-
car las expresiones (3.20) y (3.22), con ¢ = mBQ?2.) La soluciéon completa
de la ecuacién es

z(t) = C'sen(Qt + 6) + Ae ™ sen(wt + ¢y). (3.30)
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Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (xg = 0,29 = 0), se obtie-
nen las constantes A y ¢o:

2&wwy
¢o = arctan ( 5 5 3 2) = —0,157492rad;
o 0% — wg + 28%wg (3.31)
A=——=0,0676418m.
w

Con estos datos y los parametros £, wy calculados anteriormente (ecuaciones
(3.16) y (3.17)) queda determinada la ecuacion del movimiento (3.30):

z(t) = —0,0850728 sen (47t — 0,125031)
+ 0,0676418 e 0:4605170¢ g0 (1580468 ¢ — 0,157492).  (3.32)

Esta solucién es la «completay, que corresponde al llamado régimen tran-
sitorio. Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresion
(la soluciéon de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decre-
ciente, y queda el denominado régimen permanente, que se identifica con
la solucién particular (3.28). En la figura 3.12 pueden observarse estas dos
soluciones. Refiriéndose al régimen permanente, el factor de amplificacion
dinédmica (respecto a la amplitud del movimiento impuesto en la base) es
FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente,
basta con derivar la expresion de C en 3.295 e igualar a cero. Desarrollando
las operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

Q= 0 1582482 rad/s. (3.33)

V1 — 22

Obsérvese que para este caso en que la excitaciéon es por movimiento ar-
moénico en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida
anteriormente para una fuerza armonica (3.25). El motivo es que el nume-
rador en la expresion 3.299 también depende ahora de €2, y el méximo no
coincide para ambos casos.

Sustituyendo esta frecuencia en 3.299 se calcula la amplitud méxima
(resonante):

C = —0,858714m. (3.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre
la amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacion:

0,858714
FA = ——— =17,17428.
0,05 7,17428
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0.05

—0.05 -

—0.1+

Figura 3.12: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como
a medida que avanza el tiempo el movimiento se va aproximando al régimen
permanente.

En la figura 3.13 se aprecia la variaciéon del factor de amplificacion con la
frecuencia €2, marcandose claramante el pico de resonancia. O

3.6. El espacio de las fases

Es posible realizar una transformacion de la ecuaciéon diferencial de se-
gundo orden del oscilador armoénico simple (3.1), en funciéon de la variable
x, a un sistema equivalente de dos ecuaciones diferenciales de primer or-

. def . . ..
den, con dos variables: x y p = ma (cantidad de movimiento o momento
conjugado a x). Este cambio origina las ecuaciones:

{ p+kxr=0 (3.35)

p=mz

El espacio de las fases permite una descripcion distinta del problema a
la realizada en los apartados anteriores, en funcion de las variables (z, p).
Este tipo de variables son las que se emplean en la dindmica analitica de
Hamilton (capitulo 12). Tiene especial interés cuando se desea estudiar la
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Figura 3.13: Factor de amplificacion dindmica en funcion de la frecuencia
de excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para
la excitacidon definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.

dindamica del sistema de forma geométrica o cualitativa, por la dificultad o
incluso imposibilidad de resolverlo de manera cuantitativa.
Para obtener la trayectoria del sistema en el espacio de las fases, obser-

vamos:
jodp, _dop
dzx dxm’

sustituyendo en (3.351):

dp p

tkr=0 = ZPdptkrdz=o0.
dxm m

Integrando esta ecuaciéon de variables separadas se obtiene

2mp

k
59;2 = E, (3.36)

donde la constante de integraciéon E es precisamente la energia total del
sistema, mi? /2 + kx? /2, que se mantiene constante e igual a su valor inicial
como ya sabemos (apartado 3.1.2).

La trayectoria definida por (3.36) es una elipse con semiejes \/2F /k y
V2Em (figura 3.14). El punto por donde se empiece a recorrer la elipse
depende de las condiciones iniciales, siendo la trayectoria siempre la misma
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AW,
VAY

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria z(t

Figura 3.14: Oscilador sin amortiguamiento; trayectoria eliptica en el espa-
cio fdsico, correspondiente a un movimiento con amplitud constante.

elipse. El tamano depende de la energia, E: las 6rbitas més energéticas
corresponden a elipses de mayor tamano.

Si el sistema tiene amortiguamiento, la energia £ disminuye a lo largo
del movimiento. La trayectoria fasica del sistema sera pues una elipse cuyo
tamano va disminuyendo a lo largo del tiempo; es decir, se recorre una espi-
ral eliptica que termina en el origen, correspondiente al estado de reposo con
elongacion nula del resorte, cuando el movimiento se ha amortiguado com-
pletamente. Decimos en este caso que el origen es un atractor del sistema,
puesto que la trayectoria fasica tiende irremediablemente a él.

=0 /\ A AA
N Y

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria xz(t)

Figura 3.15: Oscilador con amortiguamiento; trayectoria en espiral eliptica
correspondiente a amplitud decreciente, con atractor en el origen.

Por tltimo, una oscilacién forzada con excitacién armonica acaba osci-
lando en un régimen permanente, también armoénico, que corresponde a otra
elipse en el espacio de las fases. Se dice que el sistema tiene un ciclo limite,
al que tiende siempre independientemente de las condiciones iniciales.

En casos més generales de sistemas dinamicos complejos, pueden existir
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Trayectoria fasica (x, p) Ley horaria z(t)

Figura 3.16: Oscilador forzado con amortiguamiento; la trayectoria fdsica
muestra claramente un ciclo limite.

varios atractores o ciclos limite, cada uno con su correspondiente «cuenca de
atraccién». En los sistemas cadticos, a pesar del desorden e impredicibilidad
que su nombre indica, a menudo se pueden establecer también atractores o
ciclos limite. Sin embargo, ocurrird que pequenisimas perturbaciones pueden
hacer que el sistema salte de uno a otro, de manera impredecible. En este
altimo caso no es util estudiar de forma determinista el sistema, por la
extrema sensibilidad al cambio de cualquier pardmetro o condicién inicial.
Sin embargo, el estudio de sus trayectorias en el espacio de las fases si puede
proporcionar un medio 1util para describir cualitativamente su respuesta.

En sistemas complejos con comportamiento cadtico, la representacion
grafica de las distintas trayectorias dindmicas y cuencas de atraccién da
lugar en ocasiones a figuras de tipo fractal, con una estructura compleja y
que se repite a cualquier escala de observacion.

3.7. Analisis mediante series de Fourier

El desarrollo en serie de Fourier es una herramienta importante que per-
mite obtener la solucién de un oscilador forzado sometido a una excitacién
cualquiera, sin necesidad de que ésta se ajuste a las funciones tipicas estu-
diadas en el apartado (3.4). Su aplicabilidad radica en la linealidad de la
ecuacion.

3.7.1. Caracter lineal de las ecuaciones

Supongamos un oscilador con amortiguamiento, sometido a una fuerza
externa F'(t). La ecuacion (3.19) se puede escribir como:

&+ 28wod + wiz = f(t), (3.37)
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siendo f(t) R (t)/m, habiendo dividido ambos términos de la ecuacion
por m. Otra manera de expresar esta ecuacion es mediante la definicion de
un operador L(-), que actua sobre la funcion z(t), definido de la siguiente
manera:
d? d . .

L(x) aof w2 + 2§w05 + Wi | (x) = & + 2€woi + wiz. (3.38)
El operador L(-) es una aplicacion definida en el espacio de las funciones
C?. La imagen de una funcién z(t) mediante L(-) es otra funcion, definida
a partir de (3.38). De esta manera, la ecuacion dinamica (3.37) se puede
expresar en forma compacta como

L(z) = f.

Es inmediato comprobar el caracter lineal de L(-): para dos funciones
cualesquiera x1(t), x2(t) y dos nameros arbitrarios «, 5 € R,

L(axy + Bxe) = aL(x1) + BL(x2).

Por tanto, conocidas las soluciones x1(t) y x2(t) para dos funciones de fuerza
dadas f1(t) y f2(t), la solucion de la combinacion lineal f = af; + Sf2 es
la combinacién lineal de las soluciones respectivas:

L(axy + Bxg) = aL(xy) + BL(x2) = afi + B fa.

Esta propiedad se puede extender a una serie con N sumandos, f,(t), de
los que suponemos conocidas las soluciones individuales, x,(t):

N N
L (Z anmn(t)> = Zanfn(t> = f(t)

- N .
Por lo que la solucion de f = Y. o, fp es la suma de las soluciones de
cada término, YN a, .

3.7.2. Analisis de series de armoénicos

Supongamos ahora que el término de fuerza externa, f(t), se puede ex-
presar mediante una serie de armonicos, es decir, como suma de senos y
cosenos con distintas frecuencias y afectados de distintas amplitudes. Co-
nocemos ya por lo estudiado en este capitulo la solucién a cada uno de los
términos armoénicos individuales. Como vimos, esta solucién consta de un
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término que so6lo interviene durante el régimen transitorio (solucién gene-
ral de la homogénea) y de otro que caracteriza el régimen estacionario o
permanente (solucion particular de la completa). En el desarrollo que sigue
estudiaremos tan sélo el régimen permanente, admitiendo la hipoétesis por
otra parte bastante usual, de que el transitorio s6lo dura un tiempo breve
y por tanto carece de importancia a nuestros efectos.

Asi, si la serie que define la fuerza aplicada es:

N
ft) = Z ay, cos wpt,
n=1

la solucion (régimen estacionario) para cada término de la serie es una
funcién armoénica cuya amplitud viene dada por la ecuacion (3.22):

Qo
V(0§ — w2)? + dwlwpe?

siendo el desfase el definido por (3.20):

xn(t) =

cos(wnt — dp),

2wnwo§
(Sn = arctan BTG

Sumando todas estas soluciones obtendremos la solucion global, x(t) =

YAy n(t).

3.7.3. Desarrollo en serie de Fourier

El Teorema de Fourier afirma que cualquier funcion periodica f(t), de
periodo T, se puede desarrollar en serie de armoénicos, de la forma:

1

f) = S0+ Z(an cos nwt + by, sen nwt), (3.39)

n=1

siendo w & 27 /1.

Este teorema quedard demostrado si somos capaces de proporcionar un
método para calcular los coeficientes a,,, b, que hacen posible el desarrollo
(3.39). En primer lugar, calculemos la integral

/T f(t) cosmwt dt.
0

Al estar f(t) definida mediante la serie (3.39) y suponiendo los requisitos
necesarios de convergencia de ésta, la integral anterior se puede descomponer
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en la suma de las integrales de cada uno de los términos. Multiplicando
cada uno de estos términos por cos mwt e integrando, resultan entonces las
siguientes integrales, segtin los valores de m y n:

a. sin #m,
-
an/ cos nwt cosmwt dt =
0

.
1
an/ i[cos(n + m)wt + cos(n — m)wt] dt = 0;
0

-
bn/ sen nwt cos mwt dt =
0 .-
bn / i[sen(n + m)wt + sen(n — m)wt] dt =0
0

b. sin =m,

T 1 2 t
am, / cos® mwt dt = am/ w dt = am% (3.40)
0 0

T T
1
bm/ sen mwt cos mwt dt = bm/ 3 sen 2mwtdt =0
0 0

Vemos pues que el tnico término que da una contribuciéon no nula es
el correspondiente a a,, cos mwt. Analogamente, multiplicando (3.39) por
sen mwt e integrando, la tnica integral no nula de la serie resulta ser:

(3.41)

/ f(t) senmwt dt = bm/ sen’ mwt dt = bmg.
0 0

Por ultimo, la integral directa de f(t) es:
T T 1
/ F(t)dt = / “apdt = ag—. (3.42)
0 0o 2 2
De (3.40), (3.41) y (3.42) deducimos los coeficientes de (3.39), que son:
2 T
ap = / f(t) cosnwt dt (3.43)
7 Jo

2 T
by, = / f(t) sennwt dt (3.44)
7 Jo

— /0 oL (3.45)

T
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Al tener un método para calcular estos coeficientes para cualquier valor de
n, queda demostrado el teorema de Fourier y definido el desarrollo en serie.

El desarrollo en serie de Fourier tiene aplicaciones importantisimas en la
ingenieria, ya que convierte el analisis de una funcién periédica cualquiera en
los anélisis de casos elementales de términos armonicos, cuya solucién nos
es conocida. La funciéon f(t) no tiene limitacion, salvo que sea periodica.
Puede estar definida mediante una funcién analitica cualquiera, por puntos,
etc. En la practica, bastard tomar tan sélo un cierto niimero de términos
del desarrollo, para obtener la precision suficiente, truncando el resto de la
serie.

Es posible extender el método del desarrollo en serie de Fourier a una
funcién cualquiera, aunque no sea peridédica. Para ello se emplea el truco de
construir una nueva funcién periédica, con un periodo suficientemente largo
que abarca el intervalo de tiempo de interés de la funcién no periédica. En
esta nueva funcién se anade a la funcién original, al cabo del intervalo de
tiempo de interés, un intervalo de silencio, hasta un tiempo suficientemente
grande, 7 — 00. Al cabo de un tiempo 7, nuestra funcién se volveria a
repetir. Sin embargo, como s6lo estamos interesados en la solucién para
t < T, esto no supone ningin inconveniente.

ft)

Figura 3.17: Desarrollo
en serte de Fourier de
! funciones mo periddi-

7 U as

T

En este ultimo caso, si 7 — o0, los coeficientes a, y b, deducidos de
(3.43, 3.44) se convierten en infinitésimos, puesto que 7 esta en el denomi-
nador. La suma del desarrollo en serie de Fourier se transforma (en el limite)
en una integral, denominada transformada de Fourier. Esta integral tiene
exactamente la forma inversa de las integrales para los coeficientes a,, y by,
expresadas en las ecuaciones (3.43, 3.44), términos que estén relacionados
con cada valor de la frecuencia, w, = nw. Este conjunto de frecuencias dis-
creto, al aumentar 7 tiende a una distribucién continua. La transformada
de Fourier se puede interpretar entonces como un cambio de formulacion,
pasando a expresar el problema inicialmente formulado en el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. No desarrollaremos mas este tema, para



3.34 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

no alargar innecesariamente este capitulo, pudiendo consultarse en el libro
de Fernandez Palacios o en otros textos mas especificos de vibraciones®

3.8. Analisis de transitorios mediante la funciéon de
Green

El desarrollo en serie de Fourier proporciona la solucion del régimen es-
tacionario, ya que en su deduccién despreciamos deliberadamente el efecto
de los transitorios. Para los casos en los que sea necesario obtener el ré-
gimen transitorio se puede aplicar el método de la funcién de Green, que
desarrollamos a continuacion.

3.8.1. Respuesta a una funcién impulso

Partimos, como antes, de la ecuacién general del movimiento oscilatorio
forzado (3.37),

i+ 28wod + wiz = (1),

cuya solucion general es z(t) = xp(t) + z,(1).

Suponemos que este sistema estd sometido a un impulso instantaneo en
el instante ¢ = 0, un pico de fuerza que se puede suponer de duracién préc-
ticamente nula, pero que por su intensidad tiene un efecto apreciable sobre
el sistema. Mateméticamente, una funcién impulso se representa mediante
la funcion § de Dirac, definida como:

S(t) =0 Yt#£0
5(0) = oo
[Tty dt =1

Una manera de entender el significado de la funciéon singular 6(¢) es consi-
derarla como el limite de una funcién continua como la representada en la
figura 3.18, con forma de triangulo isosceles de base 2¢ y altura 1/¢, cuando
€ — 0. Asi, un impulso de valor I en ¢ = 6 se representa por f(t) = 1 6(t—6).
Integrando esta fuerza,

/_:f(t)dt:/_z.fd(t—e)dt:[

5Se recomiendan: R.W. Clough y J. Penzien: Dynamics of Structures, McGraw Hill,
New York, 1975; L. Meirovitch, Elements of Vibration Analysis, McGraw Hill, New York,
1986.
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f(t) ‘ f(t)

1/e

| , |
e |
0 t 0 t

€

Figura 3.18: Impulso, representado por la funcion delta de Dirac.

Puesto que f(t) = F(t)/m, I sera el impulso por unidad de masa, o sea,
el incremento de velocidad que adquiere m por virtud de la impulsiéon. Po-
demos entender ésta por lo tanto como una causa instantdnea que modifica
el estado de velocidad en t = 6, quedando después el sistema en vibracién
libre, ya que f(t) desaparece.

La solucién a un impulso elemental es pues la respuesta en vibraciones
libres con las condiciones iniciales x(f) = 0; #(¢) = I. La soluciéon para
t > 0 es la de la homogénea:

x(t) = e_gwot(A coswt + Bsenwt), parat >0,

. def
siendo w = wpy/1 — &2
Sustituyendo en la ecuacién del movimiento las dos condiciones iniciales,
obtenemos las constantes A y B:

I e—&wol

A= sen wb,

Ie—&wg&?
= ———coswb.
w

Quedando, finalmente, la solucién para la respuesta a un impulso elemental
como:

1
x(t) = ae_&"o(t_e) senw(t —0), parat>0. (3.46)

3.8.2. Analisis de transitorios para una excitaciéon arbitraria

Suponemos ahora que sobre el oscilador acttia una fuerza F'(t) cualquie-
ra, no impulsiva. Podremos descomponer, dividiendo el tiempo en intervalos
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infinitesimales, esta fuerza como una serie de impulsos elementales, corres-
pondientes a los rectangulos elementales en el diagrama de F(t) (figura
3.19):

F(0
dI = Ld@.
m

f(t)
Figura 3.19: Descomposi-
cion de f(t) en impulsos ele-
mentales

0 t

Por la linealidad del operador, podremos obtener la respuesta global en
un instante ¢ dado, como la suma o integral de las respuestas a todos estos
impulsos elementales dI para 6 < t:

t
F
x(t) = / m(z)e—ﬁwo(t—G) senw(t — ) df.

Se define la funcion de Green G(t,6) como:

1
— e &0 senw(t — ), parat > 0.
mw

G(t,0) %

En funcion de G(t, 0) la integral anterior queda por tanto:

t
z(t) = / F(0)G(t,0)de.
—0oQ0
Esta integral se llama también integral de Duhamel. En la préctica, las
integrales se evaluaran numéricamente, salvo casos particulares simples que
admitan resolucién analitica.
Resumiendo, el método de anéalisis mediante la funciéon de Green:

— Proporciona la respuesta transitoria completa, no limitandose al régi-
men permanente.
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— Incluye automaticamente la informaciéon sobre las condiciones inicia-
les.

— Sirve para funciones de carga arbitrarias.

3.9. Métodos numéricos para integracion directa

En la practica la resoluciéon de problemas dinamicos reales se realiza,
salvo casos particulares simplificados, mediante célculo numérico en orde-
nadores digitales. Los métodos anteriormente expuestos son susceptibles de
tratamiento numérico a través de las trasformadas discretas de Fourier, o de
la evaluacion numeérica de las integrales de convoluciéon de Duhamel (funciéon
de Green).

Otra técnica interesante que permite resolver numerosos problemas de
indole muy general es la utilizaciéon de métodos numéricos para la integracion
directa de las ecuaciones de la dindmica. Este método tiene la ventaja sobre
los anteriormente expuestos que no necesita presuponer la linealidad del
oscilador, por lo cual es posible aplicarlo también a otros casos méas generales
en que los osciladores no sean lineales. Ademaés, de forma automética se
incluyen todos los términos, tanto transitorios como permanentes.

Aunque existen numerosos métodos de integraciéon paso a paso en el
tiempo, expondremos de forma resumida sélo dos: el método de Euler y
el método de Runge-Kutta de 4.° orden. Ambos son métodos de un paso,
sencillos de formular, y se encuentran entre los méas usados en la practica.
Para una exposiciéon mas detallada de estos y de otros métodos de integra-
cion de ecuaciones diferenciales, se recomienda consultar otros textos méas
especializados’ .

En ambos casos se realiza una integracion paso a paso, para lo cual
supondremos que el tiempo se ha discretizado en intervalos pequefios At,
definiendo instantes discretos t,,:

to, t1=At, ta=2At ..., t,=nAt, ..., trp
La ecuacién a resolver sera, como siempre:

&+ 28wod + wiz = f(t). (3.47)

"Véase, por ejemplo, W.E. Boyce y R.C. DiPrima: Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems, (5.% ed.), Wiley, 1992, o a nivel mas avanzado, C.W. Gear:
Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations, Prentice-Hall, 1971.
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Suponemos conocida la solucién en el instante t,: x, = x(ty), Tn = £(tp).
Se trata de obtener un procedimiento para avanzar la solucién al instante
tnt1: Tnil, Tnil.

3.9.1. Meétodo de Euler

Suponemos conocidos en un instante dado z, y &,. A partir de la ecua-
cion (3.47) se despeja p:

Zn = f(tn) — 2wody, — w%xn.

Los valores en n 4+ 1 se obtienen mediante un desarrollo en serie de Taylor
truncado a partir del segundo término:

Tpt1 = Tn + TnAt
Tptl = Tp + T AL

Asi, procederiamos a partir del estado inicial conocido (xg, o) para obtener
primeramente (x1, 1), luego (2, 22), y asi sucesivamente hasta el instante
tfin-

El método de Euler es muy sencillo de formular y de operar, siendo los
algoritmos evaluables de manera explicita. Admite facilmente la extension
al caso en que los coeficientes de la ecuacion dependen del tiempo, o cuando
la ecuacion es no lineal.

Figura  3.20:
Error obtenido
en la solucion
numeérica de la
ecuacion £ = x
mediante el
104 - método de

Fuler, para
t € [0,1],
con Tg = 1.
Precision  de

-5 < .
10 1000 10000 fooogo  Cdleulo: 32
n.° de pasos bits.

1073 |

error

El error de truncamiento local (el cometido para la solucion de x en
cada paso) es del orden O(At?). Por lo tanto, disminuyendo el tamafio del
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paso At suficientemente, se podra llegar a reducir el error de truncamiento
local tanto como se desee. Por ejemplo, al dividir At por 2, el error de trun-
camiento local quedaré dividido por cuatro. Sin embargo, para el computo
de la solucion global, necesitaremos el doble de intervalos para alcanzar el
mismo valor del tiempo final, por lo que si se adopta como cota del error
la suma absoluta de los errores de truncamiento en cada intervalo, el error
global final seréa la mitad del obtenido anteriormente.

Por tanto, se dice que el método de Euler tiene convergencia de primer
orden o lineal: el error global es de orden O(At), por lo que disminuye tanto
como se desee al reducir At, de manera lineal.

Sin embargo, en la practica hay que considerar otra fuente de error
ademas de la puramente algoritmica: los errores de redondeo debido a la
aritmética con precisiéon limitada. Esto es inevitable, especialmente en los
ordenadores digitales, en que la computacion se hace con un nimero fijo
de digitos. Cuanto mas subdivisiones del tiempo se realicen, mayor es este
error acumulado. Por este motivo, la convergencia lineal a menudo resulta
demasiado débil: al realizar gran cantidad de operaciones, puede llegar un
momento en el que los errores de redondeo predominen y la solucién no
converja con la precision requerida (3.20).

Debido a su débil convergencia, es aconsejable bastante prudencia antes
de emplear el método de Euler, comprobando en cada caso que se obtiene
un nivel de error aceptable.

3.9.2. Meétodo de Runge-Kutta

Se trata de un método mas preciso que el de Euler, aunque también mas
costoso de formular y, sobre todo, de operar. Para exponerlo transformare-
mos en primer lugar ecuaciéon dindmica de segundo orden en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

def .
u = I,
0= f(t) — 2bwou — wix.
Para emplear una notacién mas compacta, definimos la variable «vectorial»
_ ) Y1 | def ] T
Y { 2 } { u }

Con esta notacién, el problema se formula como:

. i\ _ Z
y=g(y,t) < {yz }_{ f(t) — 26wy — wiy }
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Para fijar ideas, con esta notacién el método de Euler explicado arriba se
escribirfa simplemente:

Ynt1 = Yn T+ ynAt

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se basa en la utilizaciéon de
cuatro coeficientes (k1, kg, k3, k4), que se definen como:

ki1 = g(tn,y,)

ko < g(tn + At/2,y, + ki1At/2)
ks L g(t, + At)2,y, + koAL/2)
ki < g(t, + At,y, + ksAt)

A partir de estos coeficientes, la expresion de y,, | es:

At
Yntl = Yn T+ F(kl + 2ko + 2k3 + k4).

Una vez obtenido y,,, | repetiriamos el proceso para el siguiente paso.

Con este método® se obtiene una convergencia del orden O(At*), razén
por la cual se denomina de 4.° orden. Por tanto, es mucho mas exacto que
el método de Euler, alcanzando una precision suficiente en la gran mayoria
de los casos. También es aplicable a problemas no lineales. Sin embargo,
requiere un esfuerzo mucho mayor para su computo, siendo necesario evaluar
en cada paso los coeficientes k;. En los casos en los que se tengan muchas
variables y funciones complejas de evaluar, su coste computacional puede
resultar excesivo. En cambio, para problemas con un sélo grado de libertad
es muy recomendable al ser su solucién en los ordenadores actuales muy
rapida.

3.10. Problemas propuestos.

Problema 3.1. Un vehiculo de masa m = 10T (1T = 10%kg) posee una
suspension que se puede representar como un resorte eldstico de constante k
interpuesto entre la masa m y el terreno. El vehiculo viaja a una velocidad
de 72 km/h sobre terreno ondulado, definido por la ecuaciéon z = 0,01 sen z,
donde z es la elevacion de la superficie y « la coordenada en la direccién de
la marcha. Se pide:

8En el libro de Fernandez Palacios se incluye un programa en lenguaje BASIC para
el método de Runge-Kutta de 4.° orden, facilmente adaptable a cualquier ecuacion que
se desee integrar, para ordenadores personales o calculadoras de bolsillo.
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a. Supuesto alcanzado el régimen permanente, valor méximo de la rigidez
k para que la aceleracién maxima experimentada por el vehiculo no
exceda de 1/10 de la correspondiente al vehiculo sin suspension.

b. Tomando el valor de k del apartado anterior y un amortiguamiento
viscoso igual al 1 % del critico, estando el vehiculo en reposo sobre una
superficie plana sufre un impacto vertical que le produce una veloci-
dad inicial de 2m/s. Calcular la amplitud inicial de las oscilaciones
producidas en el vehiculo, asi como el tiempo necesario para que dicha
amplitud se reduzca a la mitad.

(examen final, 13/2/1991)

Problema 3.2. Una masa M se halla sujeta a un resorte lineal de constante
k, con un amortiguamiento viscoso de constante c. El valor de ¢ es tal que,
sometido a vibraciones libres, la amplitud del movimiento se reduce a la
mitad al cabo de un tiempo T. El sistema se halla sometido a una fuerza
senoidal de intensidad méaxima ¢q. Se pide calcular el factor de amplificaciéon
dindmico en la resonancia. Tomar los valores numéricos m = 1kg, T =
20In2s, k= 100N/m.

(NOTA: se denomina factor de amplificacion dinamico al cociente entre la
amplitud maxima debida a la carga senoidal y la amplitud estatica para
una carga ¢ constante)

(Examen parcial, 15/6/1992)

Problema 3.3. Una balanza estd formada por un platillo de masa m,
sustentado por un resorte lineal sin amortiguamiento. Se sabe que al colocar
el platillo sobre el resorte, éste sufre un descenso § hasta la nueva posicion
de equilibrio. Con la balanza en reposo, cae sobre el platillo desde una altura
h una masa M = 3m, siendo el choque perfectamente plastico (coeficiente
de restitucion nulo). Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento subsiguiente.

b. Valor minimo de h para que a lo largo del movimiento la masa M
se despegue del platillo (se debe considerar que, después del primer
choque, M no queda adherida al platillo, pudiendo por tanto separarse
llegado el caso).

(Examen final, 1/9/1993)

Problema 3.4. Un vehiculo de masa m posee una suspension que se puede
representar mediante un resorte elastico de constante k y amortiguamiento
despreciable, interpuesto entre la masa del vehiculo y las ruedas (considera-
das de masa despreciable), tal como se muestra en la figura 3.22. El vehiculo
viaja con velocidad constante v sobre un pavimento regular y horizontal en
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Vo l
JHY

k

Figura 3.21: Problema 3.3

el que existe un pequeno escalén transversal de altura h y longitud L. Es-
tudiar el movimiento vertical del vehiculo, calculando el periodo propio y la
amplitud de las oscilacién. Se supondra: que el tamano de la rueda es des-
preciable frente al escaléon, por lo que pasa instantaneamente del pavimento
al escalon y viceversa; que no existen efectos relativos a percusiones; y que
se puede despreciar el desplazamiento vertical que pueda sufrir la carroceria
del vehiculo mientras que se sube el escalon.

Figura 3.22: Problema 3.4

Problema 3.5. Una masa m se mueve sobre una recta horizontal con roza-
miento de constante p, sometida a la accién de un resorte lineal de constante
k y longitud natural [y, cuyo otro extremo esta anclado a la recta. Se po-
ne en movimiento estirando el resorte una elongacién inicial dg = x¢g — lg y
soltandolo con velocidad inicial nula. Se observa que la masa efectiia un mo-
vimiento de ida y otro de vuelta, parandose después de esta primera vuelta.
Se pide:

a. Ecuacion diferencial del movimiento, distinguiendo si fuere necesario

entre las diversas fases del mismo.

b. Integracion de la ecuacion, para obtener de forma explicita z(t).

c. Rango de valores que puede tomar dg para que el movimiento sea una
dnica ida y vuelta.

d. Adoptando el valor maximo del rango anterior, calcular la energia
disipada en el movimiento.
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(Examen final, 13/6,/2000)

Problema 3.6. Cuatro varillas iguales, lisas y de longitud 2b cada una,
estdn soldadas entre si formando un cuadrado horizontal fijo de lado 2b.
Sobre cada una de ellas puede moverse una particula de masa m. Cada par-
ticula esta unida a las dos situadas sobre lados contiguos, mediante sendos
resortes elasticos de constante k y longitud natural despreciable. Se aban-
dona el sistema en reposo, estando situada cada particula a una distancia
a; (i = 1,...4) del centro de la varilla sobre la que debe permanecer. Se
pide:
a. Ecuaciones del movimiento de las particulas.

b. Demostrar que al cabo de un cierto tiempo ¢ (cuyo valor se calcularé)
las posiciones de las particulas determinan un cuadrado (cuyo lado I
también se calculard) con independencia de los valores iniciales a;.

(Examen final, 29/1/97)

x3
oo
— .
zq|| / 1/ Figura 3.23: Problema 3.6
"
....................... I
............... {
2
2b

Problema 3.7. Un equipo tiene un bastidor rigido de masa M sobre una
fundacién elastica que puede idealizarse como un resorte de constante k que
permite tinicamente el movimiento vertical, con un amortiguamiento del 5 %
del critico. Dentro del bastidor hay un motor cuyo efecto dindmico equivale
a una masa m con excentricidad e, girando a una velocidad constante 2.
Considerando los valores numéricos M = 900 kg, m = 100 kg, e = 0,01 m,
k=107 N/m, Q = 2000 r.p.m., se pide:
a. Ecuacion diferencial del movimiento.
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b. Solucién general de la ecuacién anterior, tanto para el régimen tran-
sitorio como para el permanente (pasado suficiente tiempo). Se consi-
derara que en el instante inicial la masa excéntrica esta en la posicién
inferior con el bastidor en reposo.

c. Obtener el valor de {2 que produce resonancia para la amplitud del
movimiento, y calcular dicha amplitud resonante.
(Examen parcial, 30/1/1999)

M

Figura 3.24: Problema 5.7




Capitulo 4

Cinematica de sistemas rigidos

Antes de comenzar con el estudio de la dindamica de sistemas, convie-
ne profundizar en la descripcion geométrica del movimiento o cinematica.
Podriamos definir la cinemética como la geometria parametrizada por un
parametro «tiempo» (t), en la que se estudia el movimiento sin atender a
las causas del mismo (fuerzas). El proposito de este capitulo es desarrollar
los conceptos necesarios de movimiento relativo de sistemas, y su aplicacion
al estudio de los campos de velocidades y aceleraciones de solidos rigidos.

Mas adelante (capitulo 8) retornaremos a la cinematica de solidos rigi-
dos, estudiando los movimientos de rotacién finita en tres dimensiones.

4.1. Derivacion de vectores en sistemas moviles

Supongamos un sistema de referencia S que denominaremos absoluto
o «fijoy, y otro S’ que se mueve respecto a ¢él, al que llamaremos sistema
relativo o «moévily. Consideremos un vector p dado. Este, por su naturaleza
intrinseca, puede ser «medido» desde cada uno de los sistemas de referencia
S y §’, dando lugar a distintas ternas de coordenadas, que estaran rela-
cionadas entre si mediante las relaciones de cambio de coordenadas en el
espacio vectorial euclideo R3. Estas coordenadas estan asociadas a las bases
de vectores, (E1, E2, E3) ligada a S, y (e1, ez, e3) ligada a S’, ambas orto-
normales. En un instante dado se pueden expresar coordenadas en distintos
sistemas para caracterizar un vector; sin embargo, no debe haber duda de
que el vector es tinico por su definicién intrinseca.

Por el contrario, la derivada del vector p sera distinta, segin la mida
un observador ligado al sistema fijo o un observador solidario con el sis-

4.1
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E
Loy
€3 es
s
€1 Figura 4.1: Sistemas de referen-
B, cia fijo (S) y movil ().

Ej3

tema movil'. Distinguiremos ambas velocidades denominandolas derivada
«absoluta» —o simplemente derivada— en el primer caso, p = (dp/dt)aps,
y derivada «relativa» en el segundo, (dp/dt);el.

Para obtener la relacién entre ambas derivadas, imaginemos en primer
lugar dos vectores u y v, constantes para el observador ligado al sistema
movil. Es decir, se trata de dos vectores que se mueven rigidamente unidos a
S’, como si pudiéramos imaginarlos «pinchados» en S’. En estas condiciones,
tanto su moédulo como el angulo que forman se conserva, por lo que su
producto escalar serd también constante:

i(u-v):() = —u-v=v-u (4.1)
dt

Conviene recalcar que, segin la notaciéon anterior, @ y © representan las
derivadas absolutas; las derivadas relativas al sistema mévil se anularian de
manera trivial, al tratarse de vectores fijos en relacién con ese sistema.

La expresion (4.1) caracteriza la derivada como una aplicacion hemi-
simétrica. Antes de desarrollar mas el significado y consecuencias de esta
propiedad, veamos la definicién y algunas caracteristicas de este tipo de
aplicaciones.

Aplicaciones hemisimétricas.—

DEFINICION: Se llama aplicacion hemisimétrica en un espacio vectorial Fu-
clideo R? a toda aplicacion L del espacio vectorial en si mismo, L : R3 —
R3 : w +— L(u), tal que para una pareja cualquiera de vectores u y v, se

! Insistimos en que esta derivada es otro vector, no se trata simplemente de distin-
tas coordenadas. De aqui la importancia que adquiere en la mecanica el concepto de
observador cuando se caracteriza la variaciéon de las magnitudes del movimiento.
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cumple:
L(v) -u=—L(u)-v.

A partir de esta definicién es inmediato comprobar las propiedades si-
guientes:

. VueR3, L(u)-u=—L(u)-u=0

2. Si {e;} es una base, se pueden definir los siguientes coeficientes® aso-
ciados a la aplicacion:

A def 0 sii=]
Qi; = e;-Liej) =13 ~ ~ o (4.2)
* ' / Qij = —jS S1 17 75 ]

3. L(-) es lineal, es decir, para todo u, v € R3,
L(au + fv) = aL(u) + SL(v).
En efecto, Va € R3:
- L(au+ fv) = —(au+ pv) - L(x) = —[au - L(xz) + fv - L(x)]
= [aL(u) + SL(v)]
Por tanto, para un vector genérico x = :Bjej:3
L(xz) = z;L(ej).

Si denominamos o; a las coordenadas del vector imagen de x, es decir
L(x) = o,€e;, estas o; se obtienen proyectando L(x) sobre e;:

oi = ;- [z;L(e;)] = Qijj;

en notacion matricial?,

{oi} = [Qi{x;}, (4.3)
siendo [ﬁw] una matriz hemisimétrica, segtn se vio en (4.2). Asi, la diagonal
principal es nula y tan sélo tiene tres elementos no nulos independientes.

2Estos pueden también considerarse como componentes de un tensor hemisimétrico

3En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacién implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

4Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales:
{b} = {b;} para matrices columna, ||al| = ||a;|| para matrices fila, es decir, ||a| = {a}7,
y [C] = [C};] para matrices de dos indices.
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Eligiendo convencionalmente la nomenclatura para estos tres elementos, po-
. ’ . . . . =4
demos representarla sin pérdida de generalidad de la siguiente manera°:

~

Qij = lekji . 0 —Qg Qg
1 ~ = [sz] = Qg 0 —Q1
0 = ifjiijk -0y 0

~

La denominacion empleada para los 3 componentes no nulos de [€;]
permite asociar esta matriz hemisimétrica con una terna (Qy, Qa, Q3) € R3.
Es posible comprobar, verificando que sigue las reglas de transformacion de
coordenadas ante cambios de base propias de un espacio vectorial®, que esta
terna corresponde a un vector que denominaremos 2, vector axial asociado
a la aplicaciéon hemisimétrica L = Q:

Q déf O, e; =1+ Qg] + Q3k.
Al tratarse de un vector, estaran definidas sobre €2 las operaciones propias
de los vectores euclideos: suma, producto por un escalar, producto escalar
de vectores, producto vectorial.
La definicién hecha del vector €2 permite establecer la equivalencia del
producto por la matriz hemisimétrica [ﬁw] con el producto vectorial por €2:

ﬁ L = @ijxjej (44)
R 0 —Q3 Q9 1 —x9823 + 230
= [Q]{az} = Q3 0 —Ql xI9 = .%'1Q3 — xgﬁl N
—Qy 0 x3 -1 + 22

€1 €2 €3
QANx = eiijixj e, = |1 Qy Q3
ry T2 I3
= (I‘gQQ — $2Q3)61 + (ng — .72391)62 + (.TQQl — 55192)63 (45)
En resumen, como consecuencia de lo anterior, concluimos:

la derivacién de un vector constante que se mueve rigidamente
unido al sistema movil es una transformaciéon hemisimétrica, o
expresado de forma equivalente, resulta ser el producto vectorial
por un determinado vector €):

u=QANu.

5Las componentes €ijk corresponden al tensor permutacion, siendo su valor +1 6 —1
segin la permutacién sea par o no, e igual a cero si algin indice se repite.
5Ver por ejemplo H. Goldstein: Mecdnica Cldsica, 2.2 ed., cap. 4, apartado 4.8.
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El vector €2 caracteriza el movimiento del sistema de referencia maévil
(S"), y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de
rotacion de un sistema rigido. Para comprender esto, consideremos la velo-
cidad de un punto definido por el radio vector r = u (o lo que es lo mismo,
la velocidad del extremo de u) cuando el triedro gira con velocidad angular
Q alrededor de un eje dado (figura 4.2).

Figura 4.2: Interpretacion
de @ como una wvelocidad
de rotacion.

Si el punto en cuestiéon se halla situado a distancia d del eje, su veloci-
dad es €2d, en direccion tangencial a la circunferencia situada en un plano
perpendicular al eje de rotacién y cuyo centro es la intersecciéon del eje con
el plano. Este mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la
expresion © A r. Por este motivo, a € se le llama velocidad de rotacion del
sistema movil.

Considerando ahora el caso més general de un vector cualquiera p =
p;e;, no necesariamente constante respecto del sistema movil, su derivada
(absoluta) sera:

D = pie; +pié; = pie; +pi(QL N e;).

En esta expresion, el primer término corresponde a la derivada que mediria
un observador movil para el cual los vectores de base movil e; no varian.

Asi llegamos a
pP= ( = +QAp (4.6)
dt abs dt rel

Es decir, para obtener la derivada (absoluta) de un vector referido a un
sistema movil se precisa anadir a la derivada relativa un término comple-
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mentario debido a la rotacion del sistema movil, que es el producto vectorial
de €2 por el propio vector que se deriva.

Es importante recalcar la diferencia entre la derivada relativa a S” y la
derivada relativa a S pero expresada en las coordenadas propias de S’. En el
primer caso se trata de dos vectores distintos, debido a las distintas medidas
de derivada observadas desde los dos sistemas de referencia, mientras que
en el segundo se trata de distintas coordenadas para el mismo vector.

EJEMPLO 4.1: Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet.

Solucion. La derivada temporal de t es

dt dtds
= —— =KNnu.

dt ~ dsdt

Interpretando la derivada mediante la velocidad de rotacién €2,

dt t n b
azﬂ/\t: Q Qp Q= —-Q,b+Yn,
1 0 0

y de la comparacion de ambas expresiones se deduce Q = kv; €, = 0. Por
otra parte,

db dbds
— = —— = —Tnuv;
dt dsdt ’
e interpretdndola como producto vectorial
db

— =QAb=-0Q Q,t.
dt t1+ 8y
De donde se deduce que €2; = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada
tiene la expresion
Q=vrt+vkb.

Esta ecuacién permite interpretar la evolucion del triedro intrinseco, al des-
plazarse con velocidad unidad segin la curva, como una rotacién con dos
componentes: una de torsiéon, alrededor de la tangente, con velocidad angu-
lar 7, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad angular

K. O

4.2. Velocidad y aceleraciéon en sistemas moviles

Supongamos un sistema de referencia fijo S, y otro mévil respecto de él
S’. El vector posicion de un punto cualquiera respecto de S es 7, y respecto
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de S” lo denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 4.3)
es

r=ro+p, (4.7)
donde 7o define la posicién del origen O de S’. Derivando esta igualdad, y
teniendo en cuenta la regla de derivacion en sistemas moviles (4.6):

E,
P S’
r Figura 4.3: Vectores posicion (r, p)
19) €1 en las referencias fija S = {0y, E;}
TO B, y movil 8" = {0, e;} respectivamen-
Oo g te.

dp
= — QA
" o+ <dt>rel+ o

en donde el primer término (7o) es la derivada (absoluta) de la posicion

de O, y corresponde a una velocidad de traslacion; el segundo se trata de

. . . . . def
la derivada relativa de p, que denominaremos velocidad relativa, v, =

(dp/dt)rel; y €l tercero es el término complementario de derivacion de p
debido a la rotacion de S’.
Asi, la expresion general de la velocidad es:

Vv=v0+ QAP+ V. (4.8)

Se llama wvelocidad de arrastre a la suma de los dos primeros términos,

Varr def vo + QA p, correspondiente a la velocidad que tendria un punto si
estuviera fijo respecto al sistema movil. Es decir, se trata de la velocidad con
la que se ve «arrastrado» un punto, si estuviera rigidamente unido al sistema
movil. De esta manera podemos expresar de forma resumida la velocidad
como suma de la velocidad de arrastre (debida al movimiento de S’) y la
velocidad relativa a S’:

"U = Varr + Vrel- ‘

Derivando de nuevo la expresion (4.8) conforme a la regla expresada por
(4.6), se obtiene la expresion de la aceleracion:

a=a0+QAP+QAV + QA (QAP) + e + QLA Ve
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y agrupando términos,

a:ao+Q/\p+ﬂ/\(Q/\p)—|—2ﬂ/\'vre1+are1 (4.9)
N——
Aoy Acor

En esta expresion distinguimos las siguientes componentes de la aceleracion:
s Aceleracion de arrastre,

aarrdéfaO"i_Q/\p"i_Q/\(Q/\p)a

es la aceleracion que tendria un punto fijo al sistema movil (S’), es
decir «arrastrado» por el movimiento de (S’);

» Aceleracion de Coriolis o complementaria,

def
Qcor = 2Q A Urel;

s Aceleracion relativa, ).

Asi, podemos expresar (4.9) en forma resumida:

‘CI, = Qarr + Qcor + Qrel-

Como se ve, en la expresion de la aceleracion aparece un término adi-
cional a los de arrastre y relativo, que depende de la velocidad relativa, al
contrario de lo que sucedia en el campo de velocidades. Esto complica el
analisis de aceleraciones respecto del de velocidades.

EJEMPLO 4.2: Desarrollar la velocidad y aceleracién de la particula del
ejemplo 2.2 (pag 2.26) a través del movimiento de arrastre del aro y del
movimiento de la particula relativo al aro.

Solucion. El movimiento se compone de un arrastre del aro, con velocidad
de rotacion (constante) w, y de un movimiento de la particula relativo al
aro que es una rotacion alrededor de su centro con angulo ¢. Haciendo
referencia a los vectores basicos definidos en la figura 2.17, las componentes
de la velocidad son:

Varr = pw Uy = 2Rw cos(p/2) ug;
Vyel = R(,D T.
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La aceleracién se descompone como a = @apy + Grel + Acor, siendo las com-
ponentes:

Aoy = —pw? u, = —2R cos(p/2) u,;
are = —RP*v + Ry T,
Acor =20k AN RpT = —2Rwpv.

Proyectando esta aceleracién sobre las direcciones tangencial y normal al
aro (7T,v) resulta:

ar = a-T = Rp + Rw?sen p;

ay =a-v=—R(w+ p)? — Rw?cos p.
Este resultado es idéntico al obtenido por otros métodos en el ejemplo 2.2.
O
4.3. Campo de velocidades del s6lido rigido

Supongamos ahora un sélido B en movimiento, y un triedro movil de
referencia ligado a él. Una manera grafica de describir este triedro es ima-
ginando los tres ejes cartesianos Oz, Oy y Oz «pinchados» en el soélido.

E,
€3 es
B O €1 Figura 4.4: Triedro movil {O, e;}, li-
B gado al sélido rigido B.
2

E3

La velocidad de una particula del s6lido relativa a este triedro es ob-
viamente nula. Para expresar la velocidad respecto del triedro fijo, pode-
mos emplear la ecuacion general deducida anteriormente (4.8), siendo ahora
vrel = 0, por lo que s6lo queda la v,y

v=vo+QAp| (4.10)
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En esta ecuacion, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretacion clara. En primer lugar, vp es un término constante (se en-
tiende que constante sobre el dominio B, no a lo largo del tiempo), indepen-
diente del punto que consideremos, por lo que se trata de una componente
de traslacion. Por otra parte, £ A p es la velocidad correspondiente a una
rotacion instantdnea de velocidad €2 alrededor de un eje que pasa por O.

La ecuacion (4.10) caracteriza el campo de velocidades del sélido rigido
como un campo de momentos’. Como tal, queda descrito por los siguientes
elementos bésicos:

= Resultante: €2;
= Momento en un punto O: vp;
= Campo de momentos: VP € B, vp =vo + Q Arop.

De la ecuacién del campo de momentos se deducen algunas propiedades
interesantes:

1. Equiproyectividad:

V(O,P) e B, wvo-rop=vp-TopP;

2. Invariante escalar:

VP e B, wp-§=cte

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento es igual para todos los puntos del
mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia direccién
del eje y ademéas el minimo. En nuestro caso, llamaremos a éste eje
del movimiento helicoidal, y su obtencion y propiedades las veremos
en el apartado siguiente.

4.3.1. Movimiento helicoidal tangente

Busquemos los puntos en los que la velocidad dada por (4.10) se anula:

v=v0+QAp=0 = QAp=-—vp;

"Para una descripcion y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Des-
lizantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Ferndndez Palacios: Me-
canica Tedrica de los Sistemas de Sdlidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso
de Mecdnica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial
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se obtiene una ecuacién vectorial en la que son datos 2 y vp, siendo la
incognita p. Para que tenga solucion, es necesario que se cumpla la condicién
de compatibilidad®:

Q- -vpo=0. (4.11)
En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habra si se cumple esta condicién de compatibilidad. Si existen puntos
de velocidad nula diremos que el movimiento es una rotacion.

Generalizando algo mas, busquemos ahora puntos en que la velocidad
sea paralela a €2, es decir, v = A{):

vo + QA p =2,

o bien

QAp =22 —wvo. (4.12)

Esta es, de nuevo, una ecuaciéon vectorial en p. Veamos la soluciéon genérica
a una ecuacion de este tipo:

ANz =B, (4.13)
donde A y B son dados, y x es la incognita. Es inmediato comprobar que:

1. Para que exista solucion, A debe ser perpendicular a B (condicion de
compatibilidad): A - B = 0.

2. Si x es solucion, © + oA también lo es; por lo tanto la solucién no es
dnica, sino que si existe serd una familia uniparamétrica de soluciones,
es decir, una recta paralela a A.

Para despejar la incognita @, premultiplicamos (4.13) vectorialmente por A
y desarrollamos el doble producto vectorial:

AN(ANZ)= (A z)A - Az
= ANB.
Despejando @, y englobando las componentes en direccion de A (es decir,

—(A-x)A) en un término genérico aA (recuérdese la propiedad 2. arriba
expuesta), se obtiene:

BAA

8El producto vectorial es normal a los dos argumentos
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Esta expresion define, no una solucién tnica, sino una familia de soluciones
en funcion del pardmetro «, formando un eje de direcciéon A.
Aplicando esta solucion a la ecuacion (4.12), obtenemos:

_Q/\’UO
==

+ 0. (4.15)

El lugar geométrico de las soluciones dadas por (4.15) define un eje paralelo
a Q. Por otra parte, la condiciéon de compatibilidad exige que:

Q- AN2—v0)=0 = Q- vo=1\0%
por lo que:

a. S1 Q-vp #0, es A # 0, y la velocidad en el eje es v = A2 # 0; (no
existen puntos de velocidad nula)

b. SiQ-vp =0,es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0 (el movimiento
es una rotacion).

Todos los puntos del eje (4.15) tienen la misma velocidad; en efecto, si
p1 Y P Dertenecen al eje:

pPo—p1 =00 = vya=v1+QA(LNQ).
——
=0
Por otra parte, tomando como referencia un punto O del eje, la velocidad
en un punto cualquiera queda descompuesta en un término constante en
direccién del eje, vp, y uno perpendicular a este primero, por serlo a (2
(figura 4.5):

v=v0+QAp=\2+QAp. (4.16)

Es facil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de welocidad
minima del sélido: la velocidad de cualquier otro punto, ademés de la com-
ponente constante (A2), tiene una componente adicional perpendicular a
la velocidad del eje, por lo que siempre serd mayor en moédulo.

Esta descripcién caracteriza el llamado movimiento helicoidal tangente.
El eje de este movimiento de «sacacorchos» es el obtenido anteriormente
(4.15). Los puntos que no estén sobre el eje tienen una componente adicional
de la velocidad (2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizacién del movimiento varia con el tiempo, tanto por el
cambio de la direccién de € céomo de su moéddulo. Por lo tanto, en cada
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Figura 4.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
cotdal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando
la velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

momento existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese
instante. Debido a esto, (4.15) se llama «eje instantaneo» del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, la derivada primera del movimiento. El movimiento helicoidal
tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en cambio no
es valido para interpretar el campo de aceleraciones. Al igual que la tangente
a una curva, es una aproximacion local al movimiento, que reproduce tan
s6lo la primera derivada, mientras que la aceleracién es la segunda derivada
(ver apartado 4.4).

4.3.2. Axoides del movimiento

A lo largo del movimiento, el eje del movimiento helicoidal tangente
describe una superficie reglada, denominada azoide. La ecuacién paramé-
trica del axoide serd simplemente la expresada por (4.15), tomando como
pardmetros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide en el sistema de
referencia moévil o en el fijo obtendremos dos superficies regladas distintas
denominadas, respectivamente, azoide mdvil o azxoide fijo:
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n Azxoide movil

Q ANvo
= Azoide fijo
QA
r:ro+TvO+an (4.18)

Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas y en cada instante
tienen en comiin la generatriz, que es precisamente el eje del movimiento he-
licoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los axoides es
que son tangentes entre st en todos los puntos del eje. Esta afirmacion, a pe-
sar de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera consideracion,
no es evidente. Conviene precisar que una superficie reglada, en general, no
tiene necesariamente un tnico plano tangente a lo largo de una generatriz;
esto solo seré asi si la superficie reglada es ademéas desarrollable, como es el
caso de los conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide reglado (de
una hoja) no es desarrollable y el plano tangente es distinto en cada punto
de la generatriz.

Para demostrar la propiedad arriba enunciada supongamos una curva C'
trazada sobre el axoide fijo, que en un instante dado tiene un punto A de

Axoide movil

Figura 4.6: El axoide fijo y el movil
son tangentes en todos los puntos de
la generatriz comun.

Axoide fijo

Eje

interseccion con el eje instantaneo (figura 4.6). Sea C’ la curva correpon-
diente al axoide movil, definida como la «huella» que deja el punto A sobre
el mismo, como si en A se situase constantemente un mosquito manchado
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de tinta. El punto A comin a C'y C’ en cada instante es un punto geo-
métrico que, en general, no coincidira con una misma particula del sélido o
punto material a lo largo del movimiento; en caso contrario la curva C’ se
reduciria a ese punto como es logico.

Si expresamos el vector posicion del punto A en ambas referencias,

TA=T0+ Py,

y derivando mediante (4.8) para obtener la velocidad:

d
UA:vo—i-Q/\pA—i—(:;‘A) , (4.19)
—_——
v 1 rel
v’ 4

donde:

— w4 es la velocidad del punto geométrico A, que llamaremos también
«velocidad de sucesion» de A;

— vy« es la velocidad de la particula del solido movil A* que coincide
con A en un instante dado, o velocidad de arrastre de A;

— v/ es la velocidad de sucesion de A (como punto geométrico), pero
ahora relativa al s6lido movil.

Como la velocidad es tangente siempre a la trayectoria, se cumple que
v4 y v’y son tangentes, respectivamente, a las curvas C'y C’. Por tanto, v 4
es tangente al axoide fijo y v/, al movil. v 4+, por ser A* un punto situado
sobre el eje helicoidal, lleva la direccién de dicho eje y es por tanto tan-
gente a ambos axoides. Consecuentemente, v 4, al ser suma de dos vectores
tangentes al axoide movil (v'y + v4+), es también tangente al mismo.

El razonamiento anterior demuestra que un vector arbitrario v 4 (recor-
demos que la curva C' era arbitraria), tangente al axoide fijo en un punto del
eje helicoidal, lo es también al axoide movil. Esto quiere decir que ambos
axoides son tangentes en todos los puntos del eje.

De la ecuacion (4.19) se deduce la velocidad relativa del punto A entre
ambos sistemas, que es precisamente la velocidad de arrastre:

v — V= VA

La anulacion de esta velocidad (v4+ = 0 = wy — vy = 0) indicaria
una rodadura sin deslizamiento entre ambos axoides. En un caso general
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estéa claro (apartado 4.3.1) que no se tiene porqué producir necesariamante
dicha rodadura perfecta, sino que puede existir ademés un deslizamiento en
la direccion del propio eje (va+ = A2). Por lo tanto podemos interpretar
el movimiento del sélido, caracterizado por la evolucién del axoide movil
solidario con él, como una rodadura del axoide mdvil sobre el azxoide fijo,
unido a un deslizamiento en la direccion del eje.

4.4. Campo de aceleraciones del sé6lido rigido

El campo de aceleraciones del sélido se obtiene particularizando la ex-
presion general de la aceleracion en el movimiento relativo (4.9) al caso del
sOlido rigido, en el que vy = 0, @y = 0:

a=ao+QAp+QA(QAD) (4.20)

Figura 4.7:
Interpretacion

geométrica de las
componentes de la
aceleracion del solido

El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente:

— ap es la aceleracion del origen O, constante para todo el solido (ace-
leracion de traslacion).

— QA p es un término perpendicular a Qy p. Aunque por similitud con
las formulas del movimiento circular pudiera parecer en primera ins-
tancia que este término corresponde a una aceleracion tangencial, éste
término solo sera tangente a la trayectoria si vo = 0 y la direcciéon de
Q no varia, correspondiendo entonces el movimiento a una rotacién
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alrededor de un eje fijo por O. En un caso general este término no
sera tangencial ni siquiera en el movimiento plano (ver en el aparta-
do 4.6.3 la descomposicién en aceleraciéon normal y tangencial para el
movimiento plano).

— QA(2Ap) = Q(2:p) — pQ? es una aceleracion axipeta, descompuesta
en los dos términos anteriores, uno dirigido hacia el centro O (—p$)?)
y otro segin el eje (Q(Q - p)).

Conviene precisar que el movimiento helicoidal tangente descrito antes
y expresado por (4.16) sirve tan solo para describir el campo de velocida-
des. Al ser funcién tan solo de vp y €2, no puede representar el campo de
aceleraciones, en concreto los dos primeros sumandos de la expresion (4.20),
ao v © A p. Serfa posible encontrar un punto en que ap se anule —como
veremos abajo en la discusion del polo de aceleraciones—, sin embargo el
término € contiene informacion sobre el cambio de €2, tanto en direccién
como en moddulo, que no se puede obtener a partir del movimiento helicoidal
instantaneo.

Se llama polo de aceleraciones al punto en que la aceleracion se anula.
En general, existe un tnico punto en que se verifica esto, salvo casos par-
ticulares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para
obtener el polo, buscamos la solucion para p de la expresion (4.20) igualada
a cero,

0=ao+QAp+QA(QADp).

Empleando notacién matricial, podemos representar los productos vecto-
riales como productos por matrices hemisimétricas (ver expresiones (4.4) y

A ~

(4.5)). Sean [€2] y [€?] las matrices hemisimétricas que corresponden respec-
tivamente a los productos vectoriales por €2 y €2:

{0} = {ao} + [Q{p} + [Q(Q){p}) = {ao} + ([ + [ {p},

cuya solucion,

{p} = — ([ + [2) a0},

es por lo general tnica, siempre que ([§2]4[€]?) admita inversa. En caso con-

trario, si ([€2] + [Q]2) es singular, en general no existe polo de aceleraciones,
salvo casos degenerados.



4.18 Capitulo 4. CINEMATICA DE SISTEMAS RiGIDOS

4.5. Composicion de movimientos

4.5.1. Composicion del movimiento de 2 sistemas

Comenzaremos por el caso elemental de la composiciéon de movimien-
tos relativos a dos sistemas. Suponemos uno Sy «fijoy y otro S «moévily.
Segun las expresiones del movimiento relativo (4.8) y (4.9), las velocidades

o Figura 4.8: Composicién de movimientos
TO1 ! entre dos sistemas Sg y S1.

So
y aceleraciones son:

Vabs = VO, + QA P+ Vrel

Vs Varr Vs,

Gabs = Garr + Acor(Vs;) + Grel;

as, depende @5
de vg,

donde se han tomado las magnitudes vg,, ag, como relativas, y vg,, as,
como absolutas. Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con
sumar a la velocidad respecto a S; el término de arrastre correspondiente al
movimiento del punto como sélido rigido. En cambio, para las aceleraciones
es preciso anadir, ademas del término de arrastre, el término de Coriolis que
depende de la velocidad relativa.

4.5.2. Composicion del movimiento de n sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicion de n movimientos,
en el que el movimiento esté definido respecto de un sistema S, el de
éste a su vez respecto de otro S,,_1, y asi sucesivamente hasta llegar a Sy.
Interesa conocer el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta
composiciéon de n movimientos.
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El campo de velocidades de S, respecto a S,,_1 es:
VUnpjn—1 = VO, + QA Pn;s

siendo v, la velocidad del origen de S,, O,, relativa a S,_1, y @, la
velocidad de rotacién de S,, relativa a S;,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S, _o basta considerar la expre-
si6n anterior de v,,,—; como velocidad relativa respecto a Sy,—1, y sumarle
el término de arrastre correspondiente al movimiento de .S,,_1 respecto a
Sn,QZ

VUnjn—2 = VO, _1 + Q1 A pp_q 00, + QA pp,

’varr:’vn_”n_Q vre1:vn|n—1

A continuacion se repite la operaricion, considerando vy,,,_5 como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a Sp.

Se puede interpretar esta composicion considerando cada campo de ve-
locidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores
deslizantes (S.V.D.). La velocidad absoluta, composicion de los diversos mo-
vimientos relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos.
Esta suma es igual al campo de momentos del sistema suma, composiciéon
de todos los campos de momentos. La composicion de S.V.D. se realiza
sumando las resultantes (@ = > | ;) y los momentos en un punto O
dado (vo = >~ (v0)iji—1). Por lo tanto, realizando la suma de los S.V.D.
relativos tendremos caracterizado el S.V.D. que corresponde al movimiento
absoluto composicién de los mismos.

El campo de aceleraciones, como ya se ha dicho, no constituye un campo
de momentos y por tanto no vale para éste el método de composicion de
S.V.D. Es necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos,
calculando para cada uno los términos de aceleracion relativa y Coriolis
correspondientes.

EJEMPLO 4.3: Composicion de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacion se reduce a un par (momento vo # 0, resultante
Q = 0). La suma los dos S.V.D. se reduce a otro par, suma vectorial de los
dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacion, de velocidad
v = v + va. OJ

EJEMPLO 4.4: Composiciéon de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucion. Son dos sistemas con resultante no nula (€2 # 0) y momento nulo
en el eje (vp = 0 para O € eje). La suma es otra rotacion pura, de resultante
Q1 + s, aplicada en el punto de interseccién de los ejes de rotacion. [
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EJEMPLO 4.5: Composicion de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurrentes
que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotacién, de eje
paralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada (se
calcula ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo
contrario para cada una de las rotaciones componentes). En el caso degene-
rado en que ambas rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado
es una traslacién pura, con velocidad igual al producto de la velocidad de
rotacién por la distancia entre los ejes. ]

EjEMPLO 4.6: Composicion de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni
paralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacion mas rotacion), por
lo que la interpretacién como S.V.D. no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 4.7: Interpretacion del movimiento de la tierra.

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpre-
tar como resultado de la composiciéon de dos movimientos:

Primavera ¢/, w,

Verano (H.N.)

Invierno

Figura 4.9: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.
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a. Traslacion alrededor del Sol, con orbita eliptica (aproximadamente cir-
cular)?, a la distancia media de 149 millones de kilémetros. El periodo
orbital es de 365,2564 dias.

b. Rotacion de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su di-
reccién aproximadamente invariante, con una inclinaciéon aproximada
de 66° respecto del plano de la ecliptica. La rotacién propia de este
movimiento es la rotacion sidérea, que tiene un periodo (dia sidéreo)
algo menor a 1 dia solar'".

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones adi-
cionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo, las
pequenas oscilaciones de la direccion del eje de la Tierra, o el fenémeno de
precesion de los equinoccios. Este ultimo consiste en una lenta variacion de
la orientaciéon del eje de rotacion de la tierra, precesionando alrededor de la
perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el apartado
9.3.2 para una discusiéon de éste fendémeno desde el punto de vista de la
dindmica). O

4.5.3. Movimiento de sélidos tangentes

Consideremos dos sélidos, S; (fijo) y S2 (movil) que permanecen tan-
gentes durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia
A define sendas curvas en cada uno de los dos sélidos, que denominamos
Cy y Cy (figura 4.10). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como
dibujadas por un mosquito entintado, que se sitiia constantemente en el
punto A, y que va manchando los dos solidos. Expresando la velocidad de
sucesion del punto geométrico A en cada sistema:

Vabs = Varr T Urel = ’UA\I = Varr + 'UA\2 (421)

v 4|1 es tangente a O, y v )2 lo es a (. A su vez, ambas velocidades perte-
necen al plano tangente comun. Por lo tanto, vam = v a1 — v a2 (velocidad
del punto del solido Sz que coincide con A en un instante dado) ha de ser

9 No debe confundirse una traslacién circular o eliptica con una rotacién; en la trasla-
cién todos los puntos del sélido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta
velocidad del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada
punto.

10 Para volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene
que girar algo mas que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo
en su oOrbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86400s.) equivale a un giro algo
mayor a los 360° del dia sidéreo (86164s.).
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Figura 4.10: Huella dejada por el
punto de tangencia A sobre los so-
lidos tangentes S1 y Ss.

tangente a ambos so6lidos. Esta velocidad se llama wvelocidad de deslizamien-
def
lo: vqg = Va1 — V).
El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir en-
tonces a una velocidad de deslizamiento vy y una rotaciéon de velocidad
instantanea €2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

Figura 4.11: Componentes de
rodadura y pivotamiento de la
velocidad de rotacion, £ =

Q,+ Q.

En un caso general, €2 tendré una componente segtn el plano tangente,
llamada velocidad de rodadura €2,, y otra normal al mismo, llamada velo-
cidad de pivotamiento £2,,. Denominando IN a la normal comtn en el punto
de tangencia,

Q<@ NN

o Y0-q,

Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula, (vq = 0),

Sa

S
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no hay deslizamiento entre ambos s6lidos. Se dice entonces que un sélido
«rueda sin deslizar» sobre el otro. Este término no implica, por lo general,
que la rodadura se efectiie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de
deslizamiento.

EJEMPLO 4.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tan-
gente a un cono fijo, de radio de la base r y semiéngulo «, de forma que
comparten en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda
con velocidad uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que
realiza una revolucién completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7.
La otra base del cilindro se mantiene en contacto con el vértice del cono.
Obtener las expresiones de:

Figura 4.12: Ejemplo 4.8; seccion del
cono y cilindro por el plano meridio-
nal.

a. velocidad de rotacion del cilindro, calculando la componente de pivo-
tamiento;

b. axoides del movimiento y aceleraciéon angular del cilindro;

c. aceleraciéon del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— En la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del
eje del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo
tanto, el movimiento instantaneo es una rodadura alrededor del eje OA. A
su vez, en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de



4.24 Capitulo 4. CINEMATICA DE SISTEMAS RiGIDOS

Figura 4.13: Ejemplo 4.8; eje instan-
taneo de rotacion y descomposicion
del vector €2

la figura va girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del
movimiento el eje instantdneo O A define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = a. Asimismo, los trian-
gulos rectangulos AOC' y AOM son iguales por compartir hipotenusa y
tener un cateto igual (7), por lo que los angulos AOC' = AOM = «/2 son
iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alre-
dedor del eje OC'. Su velocidad es

2T
VO = —7T COS
Q - )

por otra parte, interpretando el movimiento como rotacién de velocidad €2
alrededor del eje OA

cos o
sen —
sen o 2

UQ:Q-OQsen%:Qr

Igualando ambas expresiones, y en funcion del versor u = OA/|OA]|, se
obtiene

4
Q:—Fcosgu
T 2

La componente de pivotamiento es la proyecciéon sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp::sena
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b.— En el movimiento, el eje OA gira alrededor del eje OC' con velo-
cidad angular w = (27/7)k, siendo k = OC/|OC!|. Por tanto los axoides
son:

Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semiangulo /2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semiangulo a/2.

La aceleraciéon angular, al ser constante el médulo de €2, proviene de la
rotacion w:

4 2

. e .
RD=wAQ=—>senaj
T

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracion de A se aplica la expresién general

aps = ap +Q/\OA+Q/\(Q/\OA)

-0 =0
obteniéndose
47?2 sena 872
ap=—T"——V=—7C08 — vV
72 sen§ T2 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. O

4.6. Movimiento plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla,
la velocidad de rotaciéon €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto,
recordando la expresion del campo de velocidades (4.10),

v=vo+ QAp;

tanto v como vo pertenecen al plano II, por lo tanto, para que € A p
pertenezca también al plano II, 2 ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una seccién plana del solido pa-
ralela al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto,
aunque el sélido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién ten-
dran idéntica velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el
versor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacién se puede
representar tan sélo por una magnitud escalar, £ = Qk.
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L Q

k j Figura 4.14: Orientacion del trie-
/ dro en el movimiento plano.
\j

4.6.1. Centro instantaneo de rotaciéon

En un movimento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente es
una recta normal al plano II. Puesto que se cumple -vp = 0, esta recta es
ademas de velocidad nula, siendo por tanto todo movimiento plano siempre
una rotacion pura.

El centro de la rotaciéon sera la intersecciéon del eje del movimiento heli-
coidal con el plano, y se denomina Centro Instantdineo de Rotacion (C.L.R.).
Para definir sus coordenadas en el plano, particularizamos las del eje del
movimiento helicoidal (4.17):

Q ANvo
e T

ya que o = 0 en el plano II. Sustituyendo €2 = Qk obtenemos

kANvo
Q

: (4.22)

En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un
pardmetro angular ¢, dngulo girado por una recta determinada del plano
movil con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces 2 =
de/dt y vo = drp/dt,

4.6.2. Curvas polares

Anélogamente a los axoides definidos para el movimiento general, el
centro instantaneo de rotacién en el movimiento plano describe unas curvas
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determinadas a lo largo del movimiento. Este lugar geométrico se llama polar
mdovil, si se define respecto a la referencia moévil, y polar fija si se describe
en la referencia fija. Alternativamente, se pueden llamar también ruleta y
base, respectivamente. Las expresiones de estos lugares geométricos son:

n Polar movil

k ANvo dro
= =k AN — 4.24
o 4 (4.24)
= Polar fija
k
r— o+ /\UO:rO—f—k/\CZ;? (4.25)

La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede
obtener directamente desarrollando en componentes las ecuaciones vecto-
riales (4.24) y (4.25).

Emplearemos sin embargo otro método para deducir las ecuaciones de
las polares en coordenadas cartesianas; para ello nos basaremos en que, para
un punto O cualquiera, la velocidad vp proviene de una rotacién instantanea
respecto al C.I.R.:

Vo
O (XO>YO> . . .
Figura 4.15: El campo de velocidades del movi-
miento plano como una rotacion alrededor del
Q C.I.R.
C.ILR. (X,Y)
dXp/dt
=—(Yo—-Y)Q Y=Yo+ ——
vo. = ~(Yo—Y)Q = 0T I/
dYo/dt
=(Xpo - X)Q X =Xo—
vo, = (Xo = X) = 0~ qp/di
En definitiva, resultan las expresiones:
e Polar fija:
dYp/dt dXop/dt
X =Xp - Y=Yo+ —— 4.26
dp/dt’ Ot qo/dt (4.26)
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e Polar mowil:
La posicion del C.I.R. se obtiene en la referencia moévil Oxy proyec-
tando sus coordenadas relativas (—dYp/dy,dXo/dp) sobre los ejes
moviles (figura 4.16),

- dXop/dt sen — dYo/dt cos &
dp/dt de/dt ’
(4.27)
dXp/dt dYp/dt
y = 7dg0/dt cos i + dp/dt sen
v ()
: Figura 4.16: Proyeccion de
(—dYo/dy,dXp/dp) sobre los ejes md-
: viles Oxy
©: X

)

Las polares son curvas intrinsecas del movimiento; no dependen del tiem-
po, cumpliendo éste tnicamente la funcién del parametro para la definiciéon
de las mismas. Para un movimiento determinado, la polar fija sera pues una
curva fija, y la polar mévil una curva distinta que acompana al plano mévil
en su movimiento.

Figura 4.17: Rodadura sin desliza-
_____________________ miento de la polar mdvil respecto de

- la fija.

Polar mévil

Polar fija

Las polares sirven para describir el movimiento plano en términos geo-
métricos. Esta descripcidn se caracteriza por la propiedad fundamental de
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los polares que establece que, la polar moévil rueda sin deslizar sobre la po-
lar fija, permaneciendo tangente a la misma (figura 4.17). Esta propiedad
es inmediato demostrarla, como particularizaciéon de la propiedad general
de los axoides (apartado 4.3.2), considerando que en el movimiento plano
la velocidad de deslizamiento es nula.

4.6.3. Aceleraciones
Recordemos la expresion general del campo de aceleraciones (4.20):
a=ao+QAp+QA(QADP);
particularizando para el movimiento plano,
Q= Qk,
QA p=QkAp
QA (QAp) =-Dp,

obtenemos la siguiente expresion

a=ap+QkANp—Qp. (4.28)

Los términos en esta ecuacion tienen la siguiente interpretacion:
= ap es la aceleracion de O (traslacion);

» Qk A p es una componente perpendicular al radio vector p (no nece-
sariamente tangencial a la trayectoria, tan s6lo lo serd en el caso de
que O coincida con el C.I.R.);

» —%p es una componente «centripetay, dirigida hacia O (direccién
que no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba
mencionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (4.28)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresion obtenida y (4.28), resultando
finalmente:

. Qk A ap + QQCLO
02+ Q4
Otra forma de expresar la aceleracion es mediante la consideracion del

movimiento como una rotacion instanténea en torno al C.I.R. (figura 4.18).
Asi, la velocidad de un punto cualquiera P es:

p (polo de aceleraciones)
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Figura 4.18: Velocidad de un punto
cualquiera en relacion al C.I.R. (C).

v=QAd=QkA(r—rc),

donde r es el vector posicion de P, rc el del C.I.R. (C),yd=CP =r—rc¢.
Derivando respecto a t:

a=QkANd+QkA(v—vc),

donde v es la velocidad del punto P del sélido, mientras que vc es la
velocidad de sucesion del punto geométrico C' (C.LR.)*.
Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta:

a= QkNd — Q*d — QkAve . (4.29)
SN—— ~~ N——
tangenc. normal tangenc.
-+ normal
Aceleracion del centro instantaneo de rotacion.— Otra considera-

cion interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relaciéon al
punto material situado en un instante dado sobre el C.I.R. Para diferenciar
este punto material del solido del punto geométrico C.I.R., denominaremos
C* al punto material, mientras que el C.I.R. (punto geométrico) es C. Aun-
que en un instante dado la posicion de ambos coincide (r¢ = 7c+), su

HNé6tese que C, Centro Instantaneo de Rotacién, queda definido por una condicién
geométrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del sélido
a lo largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor
(nulo) de la velocidad del punto del solido situado en C. En general, drc/dt = v tiene
un valor no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sblido, denominamos
«velocidad de sucesion».



Aptdo. 4.6. Movimiento plano 4.31

velocidad difiere:

_dre
Cdt
vo+ = 0.

e

#0,

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresion
general (4.20) para O =C*y p=d=17r—1r¢,

a=ac-+QNd+ QA (QAd).

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcio-
nada por (4.29).

Si se particulariza la expresion (4.29) para el propio centro instanténeo
de rotacién C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac- = —Q Nvg.

Como consecuencia, debe quedar claro que, aunque la velocidad del punto
del solido situado en el C.I.LR. sea nula (vc« = 0), su aceleracion no lo
tiene porqué ser (ac~ # 0). Esto se debe a que el C.ILR. coincide con
distintos puntos del sélido en distintos instantes, y una particula que esta
situada sobre el C.I.R. en un momento dado dejaré de tener velocidad nula
al instante siguiente, por lo que su aceleracién no sera en general nula.

Circunferencias de aceleraciones

La ecuacion (4.29) permite expresar separadamente la aceleracion en las
direcciones tangencial y normal a la trayectoria (figura 4.19):

a; = Qd + Quesen o (4.30)
an = D?d — Que cos a (4.31)

donde « es el Angulo formado por la normal comun a las polares y CP = d.
Por otra parte, se ha tomado como positivo el sentido centripeto (hacia C)
para a,.

Estas expresiones dan lugar a dos nuevos lugares geométricos.

Circunferencia de las inflexiones.— Es el lugar Geométrico de puntos
con aceleracion normal nula, Aplicando la ecuacion (4.31),

02d=Qecosa = |d= Uﬁc Ccos o (4.32)
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QAd
Figura 4.19: Componentes de la acelera-
cion en direcciones normal n y tangen-

—0%d cial t.

En funciéon de las coordenadas polares (d, «) esta expresion define una
circunferencia, de didmetro D,, = v¢/2, denominada Circunferencia de
inflexiones. Esta circunferencia es tangente a las 2 polares en el C.LR. (C)
(figura 4.20). Es por otra parte el lugar de los puntos del solido que siguen
trayectorias rectas, ya que éstos no tienen aceleracién normal.

Figura 4.20:
Circunferencia
de las inflexiones

Circunferencia estacionaria.— Es el lugar geométrico de puntos con
aceleracion tangencial nula. Aplicando la ecuacion (4.30),

. Q
Qd+ Quesena=0 = d:—%sena

Se trata asimismo de una circunferencia en polares, de didmetro D; =
Que /2, denominada Clircunferencia estacionaria. Es perpendicular a las
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polares y a la circunferencia de inflexiones en C' (figura 4.21). En el caso
Q) = 0 la circunferencia degenera en una recta perpendicular a las polares.

La interseccion de la circunferencia estacionaria y la de las inflexiones
es el polo de aceleraciones, en el que las dos componentes de la aceleraciéon
se anulan (a, = a; = 0) (figura 4.23).

Figura 4.21: Circunferencia esta-
ctonaria

Polar fija

Circunferencia de los retrocesos.—

«Todo punto @ del plano fijo, por el que pase constantemente
una recta dada del plano mévil, pertenece a una circunferencia
de didmetro D,, = v /€, simétrica a la de las inflexiones respec-
to a la tangente comun a las polares, denominada circunferencia
de los retrocesos.»

DEMOSTRACION. Sea r una recta del plano mévil que pasa constantemente
por un punto @ del plano fijo, y @* € r el punto del plano movil que
instantaneamente esté situado sobre @ (figura 4.22).

El movimiento real es el del plano mévil al que pertenece r con respecto
al fijo, pero podemos imaginar también el movimiento relativo del plano fijo
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Figura 4.22: Construccion geo-
métrica para la circunferencia de
los retrocesos

con respecto al movil, cuyo campo de velocidades seria igual pero con signo
opuesto. En este movimiento con respecto a 7, el punto @ se traslada segiin
r, es decir su velocidad lleva la direccién de r.

Simétricamente, la velocidad del punto del plano mévil Q*, al ser igual
que la anterior pero con signo cambiado, estard también contenida en la
recta 7, no puede tener componente normal a ella.

Por otra parte, la velocidad de Q* debe ser perpendicular al segmento
desde el centro instantdneo de rotaciéon, CQ. Adicionalmente, el movimiento
de sucesion de C' sera tal que constantemente se mantenga esta propiedad;
por tanto, en un incremento infinitesimal d¢, suponiendo que C' se traslada
a O’ (figura 4.22) el desplazamiento de C' normal a QC, determinado por
el punto C” en la figura 4.22; est4 asociado a la velocidad ve cos . En ese
mismo intervalo dt, en el movimiento relativo a r, el punto ) pasaria a
Q’, cumpliéndose QQ’ = —QQC dt. Puesto que debe cumplirse que QQ’ =
CC", se concluye que

QC Q) = —v¢ cos a.

Por tanto, despejando,

— v
QC = — < cosa. (4.33)

Q
esta ecuacién define una circunferencia en polares, con origen en C, similar
a la la de las inflexiones (4.32) salvo por el signo —, que indica que sera

simétrica de aquélla (figura 4.23). O
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C. retrocesos

P. movil

C. estacionaria
P. fija

C. inflexiones

Figura 4.23: Posicion relativa de las tres circunferencias en relacion con las
polares. La interseccion de las circunferencias de inflexiones y estacionaria
se produce en el polo de aceleraciones K.

EJEMPLO 4.9: La escalera recta de la figura 4.24 se mueve en un plano
vertical, apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura h
perpendicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza sobre
el suelo horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro. En el
instante inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un valor b.
Se pide determinar, en funciéon del angulo ¢ que forma la escalera con la
horizontal:
a. Velocidad y aceleracion angulares de la escalera;

b. Posicién del centro instantdneo de rotacién y velocidad del punto C
de la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y movil;

d. Circunferencias estacionaria y de las inflexiones, asi como el polo de
aceleraciones.

Solucion.
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B
C
Figura 4.24: FEjemplo 4.9; escalera que
desliza sobre el suelo horizontal y se apo-
h ya sobre un muro de altura h.
¢
Ay v
a.— La velocidad del punto C de la escalera ha de ser paralela a la

propia escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A, trazan-
do perpendiculares a ambas se obtiene el C.I.LR. que llamaremos I (figura
4.25). Escribiendo la relacion geométrica que define el angulo ¢ y derivando:

9| B
0] Figura 4.25: Ejemplo 4.9; El C.ILR. (I) se
encuentra sobre las perpendiculares a las ve-
h locidades de los puntos A y C de la escalera.
Y ¢ Y
v X

vh

— h j 2 —

b— vt
De aqui despejamos la velocidad angular Q = ¢:

vh

ROy

Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracion:

2hv% (b — vt)

AT
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Otras expresiones de velocidad y aceleraciéon que resultan convenientes son
en funcién del propio dngulo ¢:

h ho .U
X = - _ 4.34
(—X24) v— = v - = ¢ hsend) (4.34)
02
b= —2(;5 sen ¢ cos ¢ = 2— sen® ¢ cos ¢ (4.35)
b.— El centro instantéaneo de rotacién tiene las coordenadas:
h
Xi=——=—(b—ut);

TR (4.36)

~h (b —vt)? + h?

sen2¢ h ’

la velocidad del punto C de la barra se puede obtener empleando la
propiedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Lla-
mando « al angulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que
los une:
VACOSQA = Vo COSQC = Vg = VCOS Q.

También podria haberse obtenido vo considerando que es una rotacion al-
rededor del C.I.R.:

vo = ¢ﬁ = q'ﬁchosgb = v COS ¢.
En expresiéon vectorial,

vo =vcosp(cospI +sengJ).

c.— Lapolar fija (base) viene definida por la ecuacion del C.I.R. (4.36),
de forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este parametro se
puede escribir la ecuacién implicita:

X2
Y=h+—.
T

Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice estd en C.
La polar movil (ruleta) se define a través de las coordenadas del C.L.R.
en la referencia movil (Azy):

h oz h
sen ¢’ y_tgqb_sengbtgqb
En la figura 4.26 se dibujan las polares en varias configuraciones distintas

del movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin desli-
zamiento de la polar movil sobre la fija.

€r =
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Polar fija

|
Palar movil
i

(c) (d)

Figura 4.26: Ejemplo 4.9; configuracion del sistema, C.I.R. y dibujo de las
polares fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = w/5 (b) ¢ = 7w/4 (c)
¢=m/3 (d) ¢=2m/5
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d.— La circunferencia de inflexiones es el lugar geométrico de los pun-
tos con aceleraciéon normal nula, por tanto pertenecen a ella los puntos que
recorren rectas del plano fijo, como es el caso de A. Por tanto sera la cir-
cunferencia tangente a las polares en I y que pase ademés por el punto
A.

Se puede obtener el didmetro de esta circunferencia mediante la ex-
presion D,, = vy/¢. Para obtener la velocidad de sucesion del C.LR (v;)
derivamos las coordenadas (4.36):

. : . h h
vr =/ X?+Y? =¢d———+/1+ 3cos? = D, =—-—+1+3cos?¢.
! o ¢sen3 1) ¢ " sen3 ¢ ¢
La circunferencia estacionaria es el lugar de los puntos con aceleracion
tangencial nula, luego A también pertenece a la misma por ser su veloci-
dad constante. La circunferencia queda definida como tangente a la normal
comun a las polares en I que pasa por A. Por tanto A es el polo de acelera-
ciones, punto de aceleracién nula al ser su velocidad rectilinea y constante.
Podemos también en este caso calcular el diametro de la circunferencia
estacionaria, mediante la expresion
¢ h/1+3cos2¢
Di=vj—=-"+—5——.
é 2 sen?¢cos¢
En la figura 4.27 se representan ambas circunferencias de aceleraciones junto
con las polares, para una configuracién dada del sistema. O

Polar fija

Polar movil

Figura 4.27: Ejemplo 4.9:
Circunferencias de acele-
raciones para ¢ = /3.

Circ. inflexiones

Circ. estacionaria
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4.7. Problemas propuestos.

Problema 4.1. Un tridngulo rectangulo isoésceles desliza con velocidad
constante v sobre un plano horizontal. Un disco de radio r se apoya sobre
ese triangulo y sobre un plano vertical, de forma que no existe deslizamiento
en el contacto disco-triangulo. Se pide:
a. C.L.R. del disco, velocidad angular del disco y velocidad del centro del
disco.

b. Velocidad y aceleracion del punto mas alto del disco.

c. Base y ruleta del movimiento absoluto del disco.

Figura 4.28:
Problema /.1

45°

Problema 4.2. Un sélido rigido se mueve de forma que dos de sus puntos
Ay B recorren una circunferencia de radio R con velocidad constante v,
siendo la distancia entre ellos AB = R. Ademas, el sistema rigido gira en
torno de la recta AB con una velocidad angular 2 = v/R. Se pide:
a. Determinar para el campo de velocidades el eje del movimiento heli-
coidal tangente y la velocidad minima;

b. Vector aceleraciéon angular;

c. Interseccién de los axoides con el plano dado.
(Examen final, 10/1/1994)

Problema 4.3. Una escuadra formada por dos varillas perpendiculares sol-
dadas en un extremo C' se mueve de forma que éstas deslizan por dos puntos
fijos A(—+/2a,0,0) y B(v/2a,0,0). El vértice C esta obligado a moverse en
un plano paralelo a Oxy, a una altura a, describiendo una circunferencia
con centro en el eje Oz, y a velocidad constante v. En el instante inicial C'
estd en el plano Oyz y su velocidad es positiva segin Ox. Se pide, en ese
instante:
a. Velocidad angular de la escuadra.
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Figura 4.29: Problema 4.2

b. Velocidad del punto de la varilla sobre B.

c. Velocidad del punto M intermedio entre C'y B.
(Examen final, 16/9,/1994)

C

Figura 4.30: Problema 4.3

V2a

B
x
Problema 4.4. Una placa ABC tiene la forma de un triangulo rectdngulo
isésceles, con lados AB = BC = av/2. Se mueve en relacién a un triedro
Ozyz de forma que A desliza sobre el eje Oz, B se mueve sobre una recta

horizontal paralela a Ox que pasa por (0,a,0), segin la ley zp = asenwt,
y C se mantiene dentro del plano Ozy. En el instante inicial (¢ = 0) A esta
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en el lado positivo de Oz.
a. Obtener la velocidad de A para un instante ¢ genérico.

b. Sea 6 el angulo que forma AB con el eje Oz y ¥ el que forma la pro-
yeccion de AB sobre Oxy con Oz. Obtener las expresiones de ambos
en funcion del tiempo para un instante genérico, 0(t) y ¥ (t).

c. Describir el movimiento instantaneo del sélido para un instante gené-
rico, obteniendo la velocidad de rotacion Q(t) y la velocidad minima
o velocidad de deslizamiento.
(Examen final, 16/1/1995)

Figura 4.31:
Problema 4.4; confi-
guracion inictal de la
placa

Problema 4.5. El dispositivo de la figura consta de un eje vertical AC de
longitud h que gira con velocidad cte w Dicho eje mueve un arbol horizontal
CD, de longitud I, en cuyo extremo D se halla un disco con una ranura que
gira con velocidad d) cte respecto al eje CD. Por la ranura se mueve una
particula P con velocidad v en direccion vertical hacia abajo en el instante
considerado y aceleracion a vertical hacia arriba en ese mismo instante. Se
pide:

a. Aceleraciéon angular del disco.

b. Considerando la referencia { D, , j, k} solidaria al disco, como sistema

de referencia movil, aceleraciones absoluta, de arrastre, relativa y de
Coriolis de P.
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(Examen final, 20/6,/1995)

i

/ ]
c Pn v
# —L ¢ =T L t-pz
oK

Figura 4.32: Problema 4.5

Problema 4.6. Una placa cuadrada ABCD de lado av/2 se mueve de
forma que dos vértices A y B describen sendas circunferencias paralelas
con el mismo eje, de radios 2a y a respectivamente, situada esta tltima a
una distancia a de la primera. La velocidad con que recorre el punto B la
circunferencia superior es constante, y vale vg = aw. Al tiempo, la placa
gira alrededor del eje AB con velocidad angular w. Se pide:

a. velocidad y aceleracién angular de la placa;

b. definir el movimiento helicoidal tangente (eje y velocidad minima);

c. en una posiciéon en que B y C se hallen en el plano Oyz, obtener la
aceleracion del punto C .

d. axoides del movimiento.
(Examen final, 19/1/1996)

Figura 4.33: Problema 4.6
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Problema 4.7. En el sistema mecanico de la figura (correspondiente a un
rodamiento de bolas) el cilindro de radio interior 3R y el cono de semiangulo
30° son coaxiales y giran respecto de su eje independientemente. Entre los
dos esta encajada una esfera de radio R que rueda sin deslizar sobre el plano
fijo inferior, apoyandose asimismo en el cono y en el cilindro sin deslizamien-
to. El movimiento de éstos es tal que los puntos de contacto A y B tienen
constantemente velocidades —V y +V respectivamente (positivas en sentido
hacia fuera del plano del papel). Se pide, justificando adecuadamente:
a. describir el movimiento, discutiendo si el eje del movimiento helicoidal
tangente corta al eje del cono en un punto fijo y definiendo los axoides;

b. velocidades angulares de rodadura y pivotamiento de la esfera sobre
el plano inferior, asi como la velocidad del centro (C) de ésta;

c. aceleracion angular de la esfera;
d. aceleracion del punto de la esfera en contacto con el plano;
(Examen parcial, 9/2/1996)
pared del cilindro
3R

Figura 4.34:
Problema 4.7

Problema 4.8. Un plano gira alrededor de un eje perpendicular por uno
de sus puntos P con velocidad constante {2, mientras que P se traslada con
movimiento rectilineo uniformemente acelerado, de aceleraciéon a. Se pide:
a. Posicion del centro instantdneo de rotacion (C.I.LR.) en un instante
genérico

b. Lugar geométrico que describe el C.I.R., respecto a las referencias fija
(OXY) y movil (Pzy) (polares).
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c. Lugar geométrico de los puntos del plano moévil con aceleracién normal
nula.

d. Lugar geométrico de los puntos del plano moévil con aceleraciéon tan-
gencial nula.
(Examen final, 1988)

Y

Figura 4.35:
Problema 4.8

Yy X
6= Ot

P X

O v =at

Problema 4.9. Un segmento de longitud ! se mueve de forma que sus
extremos A y B recorren dos rectas fijas r y r’ que forman entre si un
angulo a. La velocidad del extremo A es constante y de valor v. Se pide:
a. Obtener el centro instantaneo de rotacion (C.I.R.) en una posicion
genérica.

b. Lugar geométrico que describe el C.I.R., respecto a las referencias fija
(rectas) y movil (segmento) (polares).

c. Velocidad de B y aceleracién del punto del plano mévil situado sobre
el C.I.LR. en un instante genérico.

d. Lugar geométrico de los puntos del plano moévil con aceleraciéon normal
nula.

Problema 4.10. El sistema de la figura estd formado por una barra AB
que se mueve permaneciendo tangente a un disco C fijo. La barra AB esté
inicialmente horizontal como se representa. El punto A comienza a ascender
ligado al eje de ordenadas Y con aceleracion a positiva y constante. Se pide
calcular en un instante genérico:
a. Velocidad y aceleracion del punto de contacto de la barra con el disco
en funcién del angulo 6 que la barra forma con la vertical.

b. Posicion del C.I.R. y polares del movimiento de la barra.
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c. Particularizar los resultados anteriores para 6§ = /3.

A
Y

A
=
Figura 4.36: Problema 4.10

-
L

O X

Problema 4.11. Un cono de vértice A, base circular BC de radio DB =
2a/+/3 y altura DA = a se mueve en el espacio de forma que la circunferencia
del borde de la base del cono rueda sin deslizar sobre una circunferencia fija
de radio OB = 2a con centro O. Este punto O es a su vez el centro de una
esfera de radio a en la que se apoya y desliza la base del cono. El movimiento
del cono es tal que su vértice A describe otra circunferencia de centro O’
y radio (3/2)a (en un plano paralelo a la de centro O), con movimiento
uniforme de periodo 7, de forma que que el eje DA del cono se mantiene
en todo momento dentro del plano vertical por OB. Del movimiento asi
definido se pide:

a. velocidad del punto C' del cono (diametralmente opuesto a B) y ace-

leracion del vértice A del mismo;

b. velocidad y aceleracién angular del cono;

c¢. Axoides del movimiento.
(Examen final, 28/6/96)

Problema 4.12. Se da un conjunto de cuatro varillas AB, BC,CD,DFE
articuladas entre si, cuyas longitudes son: AB = DE = b; BC = CD = 2b.
Se mueve cumpliendo las siguientes condiciones: 1) el extremo A permanece
fijo; 2) el extremo E, asi como los puntos medios de BC'y CD, recorren
una recta fija r, que pasa por A; 3) la varilla AB tiene en todo instante una
velocidad angular con dos componentes constantes, segin r, de valor 1, y
segin la normal al plano determinado por AB y r, de valor €25. Se pide:
a. Determinar los axoides fijo y moévil del movimiento de AB.

b. Definir completamente los movimientos relativos, respecto de AB, de
las varillas CD y DE.
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Figura 4.37: Problema 4.11

c. Calcular la velocidad y la aceleracion absolutas del punto P de corte
de las rectas soporte de ABy DE.
(Examen final, 16/9/96)

/\ /\\ Figura 4.38:

Problema 4.12

C

Problema 4.13. En el mecanismo plano de la figura, la barra OA gira
alrededor del punto fijo O con velocidad angular ¢ = cte. Un disco de radio
R se mueve de forma que desliza sobre el eje X a la vez que rueda sin
deslizar sobre la barra OA. Se pide:

a. Velocidad y aceleracion angular del disco.

b. Velocidad y aceleracién del centro C' del disco.
c. Ecuacion de la polar fija referida a OXY.
d. Velocidad y aceleracion del punto B cuando la barra forma 60° con la

horizontal.

Problema 4.14. Se considera un sistema compuesto por una mesa giratoria
y un disco que se apoya en ella, como muestra la figura adjunta. La mesa
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Y A
Figura 4.39:
N Problema
AN 4.12

\\ O
)
|
|
|

\ ’ B

© X

gira con velocidad wy constante alrededor de un eje vertical. Ademaés, existe
un arbol vertical OO’ que gira con velocidad ws constante. El disco, de masa
m y radio R, esté ligado al arbol OO’ por un eje OO” de longitud L y masa
despreciable que pivota sin rozamiento en el punto O. La altura sobre la
mesa del punto O es tal que el eje OO” forma un angulo « con la vertical.
El disco rueda sin deslizar sobre la mesa, y se admite que no llega nunca a
levantarse sobre ella.

Adicionalmente, se define el triedro S formado por los vectores {1, j, k},
siendo % el versor segiin un didmetro horizontal del disco, 7 segin un dia-
metro de maxima pendiente del disco, y k el eje normal al disco. Se pide:

a. Expresar la velocidad del centro O” del disco.

b. Expresar la velocidad de rotacién del disco, tanto relativa a la mesa
giratoria como absoluta, mediante sus componentes en el triedro S.

c. Describir el lugar geométrico que define el eje de rotacion, tanto rela-
tivo al disco movil como en una referencia absoluta (axoides).

d. Expresar la aceleraciéon angular absoluta del disco.

e. Expresar el momento en el punto O de las fuerzas aplicadas al disco,
considerando que la reaccion de la mesa mévil sobre el disco es normal
a la mesa.
(Examen final, 30/1/1999)

Problema 4.15. Un disco circular homogéneo de masa M y radio R rue-
da sin deslizar sobre un plano horizontal, de forma que mantiene en todo
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Figura 4.40: Problema 4.1}

Figura 4.41: Problema 4.15

momento una inclinacién constante de 45°, y el punto de contacto con el
plano describe sobre él una circunferencia de radio a = R(1 +v/3)/v/2 con
velocidad uniforme de valor aw. Suponiendo el movimiento dado del disco
sin atender a sus causas:

a. describir el campo de velocidades del disco, especificando el eje del
movimiento helicoidal tangente, la velocidad de rotaciéon y la velocidad
minima;

b. calcular la aceleracion angular del disco y la aceleraciéon de su centro;

c. calcular la velocidad y aceleraciéon del punto del disco que en un ins-
tante dado se encuentra en el extremo superior de su perimetro.
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Capitulo 5

Fuerzas centrales y 6rbitas
gravitatorias

En este capitulo empezaremos a tratar sistemas dindmicos de varias
particulas, comenzando por los méas sencillos: aquellos que estan constituidos
por dos cuerpos o a lo sumo tres, sometidos a fuerzas internas centrales.
Como aplicacién importante surge el movimiento en orbitas gravitatorias,
aspecto que histéricamente ha jugado un papel central en el desarrollo de
la mecénica, y continta siendo relevante en la actualidad con el progreso de
la tecnologia espacial.

Admitiremos las siguientes hipotesis simplificadoras a lo largo de este
capitulo.

1. Se puede despreciar el efecto del resto de los cuerpos del universo
por su lejania. Asi, nuestro estudio se limitara a dos cuerpos (sistema
binario) o tres cuerpos (sistema ternario).

2. Es valido idealizar los cuerpos como particulas puntuales. Es posible
demostrar que, para el caso de esferas homogéneas en campos gravi-
tatorios, el efecto es equivalente al de toda la masa concentrada en
el centro, independientemente del tamano. Sin embargo, en un caso
real en que los cuerpos no sean exactamente esféricos se cometera un
pequeno error.

5.1. Reducciéon del sistema binario

Sea un sistema binario aislado, formado por dos cuerpos de masas mg
y m1, sometidos tnicamente a las fuerzas internas ejercidas entre ellos,

5.1
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descritos en una referencia inercial (I) por sus vectores de posiciéon g y
71 respectivamente.

mq
1
r
10 Figura 5.1: Sistema binario
r1 Foy, m .
o aislado formado por dos cuer-
——
o 0 pos de masas mgy Y M.
——

—

Las ecuaciones del movimiento son:
m1 = Fo; moro = Fo1 = —F1g (5.1)

donde F'1g es la fuerza ejercida sobre mi por my, y viceversa. Sumando las
dos ecuaciones se obtiene

mq71 + moig = 0. (5.2)

Definimos el centro de masa por:

rg 4ot T MoTo (5.3)
m1 + myg

cumpliéndose entonces, en virtud de (5.2), #g = 0: el centro de masa se
mueve con velocidad rectilinea y uniforme. Buscaremos entonces la ecuaciéon
de la dindmica para el movimiento relativo; definiendo

mediante las ecuaciones (5.1) se llega a

1 1
T=—Fi 90— —Fpn :7m0+m1F10- (5.5)
m1 mo mom;y
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% se denomina masa reducida, y permite interpretar

el movimiento relativo de m; respecto de mg expresado por (5.5), para una
fuerza dada, como si su masa tuviese este valor p.

El cociente p def

Conviene observar que la ecuacion (5.5) expresa la dinamica en un siste-
ma de referencia no inercial (R), con origen en myg y ejes paralelos al inercial
I. Por este motivo, seria incorrecto establecer la ecuaciéon fundamental de
la dinamica directamente empleando la aceleracion relativa a este sistema.
Sin embargo, el resultado obtenido permite reducir el movimiento relativo
en el sistema binario, pudiendo estudiarse como si fuera inercial, es decir,
como si la masa myg fuese fija, sin mas que cambiar m, por la masa reducida
1h.

1 r . . )
Figura 5.2: Sistema bina-

mo rio; referencias inercial 1
y relativa a mqg (no iner-
o cial), R.

Otro resultado interesante se puede obtener al expresar la energia ciné-
tica T = %mﬂ"% + %mm’"% eliminando 71 y 79 en funciéon de rg y r:

_ Ko _ H
r=rg+ r, To=T7Tqg— r
mi mo

resultando finalmente

T = 1(mo +m1)i + 1/M'"Q-
2 2
Esta expresion descompone la energia cinética en dos términos, uno corres-
pondiente al movimiento del centro de masas, caracterizado por la masa
total (mo + m1), y otro del movimiento relativo caracterizado por la masa
reducida p'.

!Esta expresion resulta ser la aplicacién a este caso del Teorema de Koénig, que se veré
mas adelante (capitulo 6, ecuaciéon (6.25))
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5.1.1. Sistema binario gravitatorio

Consideramos ahora el caso particular de un sistema formado por dos
cuerpos de masas M y m, que se atraen mediante fuerzas de tipo gravitato-
rio (figura 5.3). La ley de la gravitacion universal de Newton (apartado 1.6,
ecuacion (1.3)) establece esta atraccion mutua como proporcional a las ma-
sas y al inverso del cuadrado de la distancia. En nuestro caso, las fuerzas
ejercidas entre M y m son:

Mm mM

Fovy=-G
Reduccién al movimiento relativo a uno de los cuerpos.— Sus-
tituyendo en la ecuacion del sistema reducido (5.5) el valor de esta fuerza
gravitatoria,

"=M+m(4ﬂ“%>=—GM+mn (5.7)

7
mM 73 r3

Se observa pues que es posible estudiar el movimiento relativo de m
respecto a M a todos los efectos, como si m estuviera atraida gravitatoria-
mente por una masa eficaz, fija, de valor (M + m), situada en el lugar de

M.

Figura 5.3:

m Sistema binario
P T gravitatorio;
P e referencias

= relativas o la

rp TG S.C.M. mase M y al

To
centro de masa

G (S.C.M.).
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Reduccién al centro de masas.— Para el sistema gravitatorio anterior,
el centro de masas (G) queda definido por (5.3). Es posible estudiar el
movimiento relativo a GG, tomando un sistema de referencia con origen en
G y direcciones paralelas al inercial, que llamaremos «Sistema del Centro
de Masay (S.C.M.). A diferencia del caso anterior (reduccion al movimiento
relativo respecto de una masa), si el sistema binario esté aislado, este sistema
si seré inercial, ya que se deduce inmediatamente de (5.2) y (5.3) que #*g = 0.
Medida en el S.C.M., la posiciéon de un punto genérico P es:

pErp—rg; (5.8)

empleando (5.3) se obtiene

(5.9)

donde r = rp — rp. Empleamos ahora la ecuacion (5.7), en la cual elimi-

namos 7 en favor de p mediante (5.9):

M+m., G(M +m)M +m

p=— P,
o (ALzmoy M

resultando finalmente:

M3 /(M + m)?

b:_G p3

(5.10)

Por tanto el movimiento equivale también en esta referencia a una atracciéon
gravitatoria hacia una masa ficticia situada en G, como si estuviese fija, de
valor: M* = M3/(M + m)?. A este movimiento relativo habra que sumar
el propio de G.

Esta tltima reduccién del movimiento? presenta la ventaja de que G a
menudo tiene un movimiento conocido, al menos de manera aproximada.
Por ejemplo, en un sistema aislado, G se mueve con velocidad rectilinea y
uniforme. Sin embargo, la interpretacion es menos intuitiva que si el movi-
miento se refiere a una de las dos masas, ya que G no coincide con ningtn
punto material fijo; su posiciéon se puede calcular, pero no corresponde a
ningin punto «fisico» observable como tal.

20tra manera de obtener la reduccion (5.10) es, considerando que para un sistema ais-
lado el S.C.M. es inercial, por lo que es valida la ecuacion mp = —GmMr /r®; empleando
(5.9) se llega a p = — [GM®/(M +m)*] p/p°.
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5.2. Movimiento bajo fuerzas centrales

Las fuerzas gravitatorias son un caso particular de fuerzas centrales.
Veamos, en primer lugar, algunas propiedades generales del movimiento
para este tipo de fuerzas. Todo lo que sigue es aplicable para una fuerza
central desde un punto fijo, o bien aplicando alguna de las reducciones
anteriores, desde otra masa o desde el centro de masas.

5.2.1. Propiedades del movimiento

Consideraremos fuerzas centrales aquellas que estan dirigidas constan-
temente hacia un centro O, y toman la forma general

F(r)=F(r)", (5.11)

donde F(r) es una funcion escalar de r = |r| que supondremos al menos
continua.

Es inmediato comprobar que las fuerzas centrales siempre derivan de un
potencial, definido por

r r
V(r)= —F -dr = / F(r)dr, (5.12)
T 70

integral que existe siempre al ser F'(r) continua. Si ademaés el potencial es un
campo constante (es decir, 9V/9t = 0) las fuerzas centrales seran ademaés
conservativas.

Otra caracteristica importante de las fuerzas centrales es que el momento
de F' respecto del centro O es nulo, por lo que se conserva el momento
cinético:

Hop =r Amv = cte.
Recordemos (ver apartado 2.1.2) las dos propiedades que se deducen de esta
conservacion:

1. r es perpendicular al vector constante H o, por lo que la trayectoria
estd contenida en un plano.

2. El médulo |Hp| = Hp, también constante, es igual a:

|r A dr| 5 ds
= m——— = m—
dt dt

Siendo dS el elemento diferencial de area barrida en dt. Asi, podemos

afirmar que la velocidad aerolar es constante. La manera usual de

Ho
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expresar esta tltima propiedad es mediante la «constante de las areas»
(C), definida como:

o Ho _,d5 (5.13)

¢ m d¢

Figura 5.4: Velocidad areolar bajo fuer-
zas centrales.

5.2.2. Ecuaciones del movimiento

Expresamos la posicion mediante las coordenadas polares (r, ¢) tomando
como origen el centro de fuerzas O.

Y

m

’/F Figura 5.5: Coordenadas polares para el movi-
7 miento de m atraida desde O.

oLz v

La constancia de la velocidad areolar (5.13) da lugar a la siguiente ecua-
cion:

1
dsS = 57 (rdp) = |C=r%p. (5.14)

Se obtiene otra ecuacion al aplicar la ley fundamental de la dindmica en la
direccion (radial) de la fuerza:

02
a=i—re? = |m (r ~ 7,3> = F(r). (5.15)

A esta expresion se podria haber llegado igualmente a partir de la ecuacion
de la energia cinética (2.6) (ejercicio que se deja para el lector).

Las expresiones (5.14) y (5.15) son ecuaciones diferenciales del movi-
miento en funcién de las variables r y . Cabe resolverlas de dos maneras:
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1. En funcién de ¢, para hallar las ecuaciones paramétricas de la trayec-
toria (Ecuaciones horarias): v =r(t); ¢ = (t).

2. Eliminando ¢, para hallar la ecuacién intrinseca de la trayectoria: r =
().

Plantearemos a continuacién un método general para resolver las ecua-
ciones diferenciales anteriores, valido para fuerzas centrales (5.11) en ge-
neral, reduciendo el problema a cuadraturas. Recordemos en primer lugar,
que segin lo expuesto en el apartado 5.2.1, las fuerzas centrales provienen
siempre de un potencial:

dr

Admitiendo que 9V/9t = 0, podemos expresar la conservacion de la energia

total E def T+ V:

02/7’2
I T 2.9
E—Qm(r + %) + V(r),

de donde, despejando 7,

f:i\/i[E—V(r)] — o, (5.16)

Integrando esta expresion se obtiene:

[T dr
- /7”0 JEE-V) -2

Una vez realizada esta tultima integral (o cuadratura) para obtener ¢(r),
invirtiendo obtendriamos r(t), y entrando en la ecuacion (5.14), mediante
una cuadratura adicional, se obtendria ¢(t).

Para obtener la ecuaciéon implicita de la trayectoria, se podria eliminar
t de la siguiente manera:

_ dpdt

do = =%
Y= a4t ar

r= gidr
T
y eliminando ¢ a partir de (5.14),

C'/r2

,’2.

dr.

dp =
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Empleando la expresion anterior (5.16) para 7 e integrando se llega a

Cdr

/1:0 :l:T’Q\/ 02/7"2

Resolviendo esta integral obtendriamos ¢(r), e invirtiendo, r(p).
El procedimiento expuesto permite resolver el movimiento reduciéndolo
a cuadraturas, en un caso general de fuerzas centrales.

5.2.3. Foé6rmula de Binet

Expondremos a continuacién otro procedimiento para resolver las ecua-
ciones diferenciales (5.14) y (5.15). Este procedimiento da lugar a la de-
nominada formula de Binet, que resulta especialmente tutil para el caso de
fuerzas gravitatorias, como se vera mas abajo.

Para ello, efectuaremos un cambio de variable, de r a uw = 1/r. Expre-
semos en primer lugar la derivada de la nueva variable u respecto a ¢:

day__td - pdr 7
dp\r)  r2dp ~~ Cdp ~~ ('
despejando de aqui 7 y derivando de nuevo respecto al tiempo:
oA pd (1N o4 (1
"Ta dp\r/)| de? \ r v

_can
o2 de? \r )’

Empleando esta expresion podemos eliminar # de la ecuacion (5.15), obte-

niendo
c? a2 /1 C?
Fr)=m {‘m@z () - 3] :

mC? [1  d* (1 ) .
F(r)=-— > [r + i (r)] : (Férmula de Binet) (5.17)
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5.3. Orbitas gravitatorias

La formula de Binet (5.17) es valida para cualquier tipo de fuerza central.
En el caso de las fuerzas gravitatorias, si se particulariza para

F(r)=-G

rz ’

se obtiene la Fcuacion diferencial de la orbita gravitatoria:

d? (1 L 1_cMm
dp? \r r C?
Como se ve, resulta una ecuacion diferencial lineal en 1/r, de segundo or-
den, analoga a la ya conocida del oscilador arménico (capitulo 3). Tan s6lo

cambia la variable, que ahora es u = 1/r. La soluciéon general para esta
ecuacion es:

1 GM
—= Acosp + —
r —— C
sol. gral. v
i sol. part.
homogénea
completa

donde al integrar hemos elegido convenientemente el origen de angulos, sin
pérdida de generalidad, considerando ¢g = 0. Transformando ligeramente
los parametros en esta expresion, se obtiene:

p

=
1+ ecosy

(5.18)

siendo p & €2/(GM), e & AC?/(GM).

La ecuacion (5.18) es la expresion general de una conica en coordenadas
polares. En ésta r representa la distancia al foco (F) de la conica, y ¢ el
angulo con el eje focal (FF"). p es el llamado pardmetro de la conica, y e
la excentricidad de la misma. El valor de esta ultima caracteriza el tipo de
cOnica:

0<e<1: elipse (e =0: circunferencia)
e =1: parabola
e > 1: hipérbola

Otra forma de definir con caracter general una conica es como el lugar
geométrico de los puntos X cuyas distancias respecto a uno dado (foco F')
y a una recta dada (directriz d) estén en una relaciéon constante e igual a
e>0:

dist (X, F)
dist (X, d)

= €.
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Tanto la elipse como la hipérbola son curvas simétricas respecto a un eje
perpendicular al plano focal, con un centro (O) y dos focos (F,F’). El
eje focal se denomina también mayor, y el eje perpendicular a éste por su
centro se denomina menor o secundario. Se llaman vértices de la cénica
a los puntos de la misma sobre los ejes. La distancia de un eje focal al
vértice correspondiente se llama semieje mayor, a. La semidistancia focal
se denomina ¢, cumpliéndose ¢ = ae.

Elipse.— En el caso de trayectoria eliptica, la masa atractora, situada en
el origen de las coordenadas polares, corresponde a uno de los focos de la
elipse. Se puede definir ésta de una manera general como el lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos F'y F’ (focos) es
constante: PF + PF’ = 2a. A continuacion se resumen algunas relaciones

geométricas utiles para la elipse (ver también la figura 5.6):
a=p/(1—¢€?); c=ae
¥ =a?-c=d*(1-¢€%) =pa

Area = mwab

directriz

Figura 5.6: Trayectoria eliptica; relaciones geométricas.

Estableciendo unos ejes Oxy, con direcciones segin el eje focal y el eje
secundario respectivamente, la ecuacién reducida de la elipse seria

332 y2

2=t
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Se puede asimismo establecer las ecuaciones paramétricas de la elipse de la
forma

T = aCcosu;

y = bsenu.

El significado del parametro u se vera mas adelante (aptdo. 5.6.1), deno-
minandose anomalia excéntrica. (El angulo ¢ medido desde el foco F' se
denomina anomalia verdadera.)

Hipérbola.— En este caso también se cumple que la masa atractora M
estd en uno de los focos. La hipérbola se define como el lugar geométrico
de los puntos cuyas diferencias de distancias a F'y F’ (focos) es constante:
PF — PF' = 2a (figura 5.7). A continuacion se resumen algunas relaciones

directriz

Figura 5.7: Trayectoria hiperbdlica; relaciones geométricas.

geométricas tutiles para la hipérbola:
a=p/(e*—1); c=ae

¥ =c—a>=d**—-1)=pa

1
Pasintota = 4 arc cos <€
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La ecuaciéon reducida de la hipérbola se establece, anidlogamente a la
elipse, en unos ejes Ozy con origen en el centro de la conica y direcciéon x
segun el eje focal:

22 42
a2 b2

Igualmente, puede escribirse la ecuaciéon en forma paramétrica:

=1.

x = tacoshu; (2 ramas)

y = bsenhu

En este caso, el pardmetro v se denomina anomalia virtual.

Parabola.— Se define como caso limite de la elipse o de la hipérbola,
cuando e = 1. La trayectoria no esté acotada, aunque en cambio no posee
asintotas. Puede definirse también la parabola como lugar geométrico de
puntos cuya distancia a un foco (F) y a una recta directriz (d) sean iguales
(figura 5.8). El eje de la parabola se define como la recta por F' perpendicular
a d. Estableciendo una referencia Oxy con origen en el vértice de la parabola
y direccion = segun el eje de la misma, la ecuacion reducida es

y* = 2pz.

wl%;--

Figura 5.8: Trayectoria parabdlica; relaciones geométricas.

La trayectoria eliptica es el tinico caso de los anteriores en que la 6rbita
es cerrada, manteniéndose la particula dentro de una distancia acotada a la
masa atractora; es por tanto la que siguen los planetas y los satélites. La
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minima distancia —en el punto denominado «perigeo» o «perihelio» segiin
se trate de orbitas alrededor de la Tierra o del Sol— vale rmin = p/(1 + €)
(particularizando para ¢ = 0°); la maxima distancia (en el «apogeo» o
«afelio» respectivamente) vale rmax = p/(1 — €). La distancia media entre
los dos extremos’es por tanto:

1
rmed:2|:p + P :|_ P =a.

1+e 1—e| 1—¢2

El término «o6rbita» suele estar asociado a una trayectoria acotada, por lo
que las pardbolas y las hipérbolas no se pueden considerar 6rbitas hablando
con propiedad, ya que la particula atraida pasa cerca de la masa atractora
y se aleja después al infinito. La parabola es el caso limite para que la
particula se marche al infinito, teniendo la energia justa para escapar de
la accién gravitatoria. Las hipérbolas corresponden a los casos en los que
una particula proveniente del infinito se ve desviada en su trayectoria por
otra masa M, efectuando un cambio de 4ngulo: viene por una asintota y se
marcha por otra.

5.4. Energia de las 6rbitas gravitatorias

Aplicando la definicion (5.12) del Potencial V' para el caso de fuerzas
gravitatorias, se puede expresar:

Mm
r2

dV:—F~dr:GM—;nr-dr:G dr;
T

e integrando:

1% —/ GM;”dr __gMm  Mm
T0 r

r To

Fijamos convencionalmente que para ro — oo, V(r) — 0 (es decir, V(c0) =
0). Ast:

V(r) = —GMTm. (5.19)

Esta expresion equivale a considerar el potencial V' (r) como el trabajo que
realizan las fuerzas del campo gravitatorio, al desplazarse una particula

3Téngase en cuenta que este valor medio no coincide con la media temporal de la
distancia, a lo largo del movimiento. Si se define la media temporal de una variable y(¢)
durante un periodo 7 como y = % fOT y(t) dt, el valor medio de la distancia r durante una
orbita completa resulta ser 7 = a(1 4 e2?/2). Se deja como ejercicio al lector el realizar la
integral correspondiente para comprobar este resultado.
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desde un punto situado a distancia r hasta el infinito. Como se ve en la
expresion anterior, dicho trabajo es negativo, lo que quiere decir que el
campo gravitatorio se opone a dicho desplazamiento, ya que las fuerzas son
atractivas.
La energia total es la suma de T'y V:
def

1 M
EE T4V = Sm(i? +1%6%) - G=

(5.20)

Al no existir méas fuerzas que las centrales del campo gravitatorio, que como
se vi6 son conservativas, I se mantiene constante. Podemos calcular su valor
en el perigeo, sabiendo que en cualquier otro punto mantendra ese valor. En
el perigeo es p =0°, r = 0:
2
=t o O 7
~~ r ~— r
r2p=C  p=C?/(GM)

y por tanto
1 GMp GMm
E=-m —
2 r2 r
GMm |1 P 1GMm
g Y =T ey
luego
1GMm
E=—-Z 1—e?). 21
o= (521)

A este mismo resultado se podria llegar desarrollando la expresion de la
energia total en un punto genérico que no sea el perigeo ni el apogeo, aunque
este desarrollo requeriria algunas operaciones mas. Dejamos este ejercicio
de comprobacion para el lector.

Asi, la ecuacion (5.21) permite clasificar las trayectorias posibles segin
un criterio energético:

» e < 1: Elipse, Energia total negativa (E < 0). Una particula en este
tipo de trayectoria nunca llega al infinito, que corresponderia a ' = 0.

» ¢ = 1: Pardbola, Energia total nula (E = 0). Tiene la energia justa
para llegar al infinito con v, = 0, agotando en el camino toda su
energia cinética.

» e > 1: Hipérbola, Energia total positiva (E > 0). Llega al infinito sin
agotar la energia cinética (v # 0).
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Es util expresar la energia dada por (5.21) en funcion del parametro «a»
(semieje mayor) de la trayectoria, que segun el tipo de conica vale a =
p/(1—¢€?) para la elipse, 0 a = p/(e? — 1) para la hipérbola (Conviene notar
que se verifica a > 0 siempre, y que en el caso de la parabola, al ser e = 1, se
verifica a — o0). De esta manera, resultan las expresiones que se resumen
en el cuadro siguiente:

GM 2 1
Elipse: E=— mj v =GM(= - 2)
2a r oa
. ) 2
Parabola: E=0, v =GM- (5.22)
r
GM 2 1
Hipérbola: FE = m) v2=GM(=+ )
2a r o a

En el cuadro anterior se han incluido también las expresiones de v? en
cada caso, obtenidas a partir de:

1 GM 2F  2GM
E=_-mv?— UL + .
2 r m T

Cabe observar que las expresiones de F en (5.22) solo dependen de a. Se
deduce asi que pueden existir diversas 6rbitas con igual energia y distintas
excentricidades, con tal de que el valor de a sea el mismo. Sin embargo, al
tener en comun el foco y no el centro, dichas érbitas isoenergéticas no serian
tangentes entre si (figura 5.9).

EJEMPLO 5.1: Sobre la superficie de la tierra, en un punto de latitud ¢ =
40° N, se lanza un proyectil el direccion N con una velocidad inicial vy =
28800 km/h y una inclinaciéon de 85° respecto al suelo. La tierra se supone
esférica de radio 6400 km, homogénea, fija y sin atmosfera. Tomar g =
9,81 m/s?. Se pide:
a. Trayectoria que describe el proyectil, altura maxima y latitud del pun-
to de caida

b. Velocidades méxima y minima;

c. Velocidad y altura en el punto de latitud 43° N.

Solucion.
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a
Figura 5.9: Las drbitas 1 y 2 son
M isoenergéticas, mientras que la 3
tiene una energia mayor.
1. ;
..................... __;"":
By = Ep = —CMm 3/

. _GMm
by = 2a(1+e)

Figura  5.10:
Ejemplo  5.1;
Proyectil  que
se lanza desde
1 con velocidad
vy Yy dngulo de
85°.

a.— La velocidad de escape es:
1 ¥4 GM 2
Sk = 22 oy = [GM = = \/2gRy ~ 40340,6 km/h > vy,
2 T R% Ry
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luego la trayectoria del proyectil es eliptica.

Para calcular los puntos de maxima y minima altura, tendremos en
cuenta que son los vértices del semieje mayor de la elipse, y planteamos la
conservacion de la energia y del momento cinético:

13028 km
24,826 km

—muy — = —muv; —
270 Ry 22 o

1 o Gmm 1 4 Gmm
= T = {
mug cos 85° - Rt = mravs

Por tanto, la altura maxima es hmax = 13028 — 6400 = 6628 km. La otra
soluciéon para ro corresponde al otro vértice de la elipse, punto que légica-
mente no se alcanzara en la trayectoria al caer antes sobre la superficie de
la tierra.

Es interesante comprobar el error que resultaria de haber considera-
do la gravedad simplificada, en cuyo caso la altura méxima seria hp.x =
(1/2)v3/g = 3262km, es decir un 49 % del valor correcto.

Los pardmetros de la 6rbita son:

a+c=13028 } a = 6526,4km
a—c= 24,826 c=6501,6km

a

El punto de caida estara en la interseccién entre la trayectoria eliptica y la
superficie de la tierra:

Y4
= 01 = 174,9°
"T 1t ecosd = cosf = —0,996{ * ’
= Ry 0, — 185,1°

El punto de caida tendra por tanto una latitud de

o3 = ¢1 + (02 — 01) = 50,2°.

b.— La velocidad méaxima es vg, en los puntos de lanzamiento y caida.
La velocidad minima se alcanza en el punto de maxima altura,

2 1
vy = \/gR% <T2 - a) =342,6m/s (= 1233,37km/h).
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c.— En el punto de ¢ = 43° el pardmetro angular de la 6érbita es
0 =01 + 3° = 177,9°. Sustituyendo en la ecuaciéon de la trayectoria,

b

= —— =110839k
1+ ecosf 2 X0,

luego la altura correspondiente es
h =11083,9 — 6400 = 4683,9 km.

Por ultimo, la velocidad del proyectil en este punto es
5 (2 1
gR7 e =3307,1m/s (= 11905,6 km/h). O

5.4.1. Potencial efectivo

En la ecuacion (5.20) de la energia total, podemos eliminar ¢, quedando
una expresion en funcion de r y

GM
5 (r +r2gb2)— Tm
mr-2 C? GMm
= — m—s —
2 22 r ’
—_—

Pot. efectivo, Veg(r)

es decir, definiendo un «Potencial efectivo» como

Vatr) o (£ - ) (523

2r2 r

la energia queda descompuesta en dos sumandos, Vi¢(r), término que depen-
de tinicamente de la distancia 7, y ms?/2, término esencialmente positivo,
que corresponde a una parte de la energia cinética del cuerpo (la debida a
la velocidad radial):

mr-2

FE = %f(?") + T (524)
Para cada valor dado de C' (constante de las areas), se obtiene una funciéon
Vet(r) determinada. El analisis de la representacion grafica de esta funcion
(figura 5.11) permite observar algunas caracteristicas interesantes del mo-

vimiento:
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\\J E > 0 (hipérbola))
_ E <0 (elipse)
O N T ]
e T N
2

2p -

Figura 5.11: Grdfico del potencial efectivo; segin el nivel energético, las
orbitas son elipses (E < 0), pardbolas (E = 0) o hipérbolas (E > 0).

» Las distintas o6rbitas vienen caracterizadas por una Energia total
E = constante, que corresponde a lineas horizontales en la grafica.
Puesto que la diferencia ' — Vi¢(r) en (5.24) es esencialmente positi-
va, el movimiento se restringe a los valores de r para los que el poten-

cial efectivo es menor que la energia total, Vie(r) < E. Asi, podemos
distinguir las curvas de Veg(r) correspondientes a:

e hipérbolas, cuando se produce un solo punto de corte de Veg(r)
con la recta E = cte, movimiento restringido a ry;, < r < oo;

e pardbolas, similar al caso anterior, en el caso limite £ = 0;

e clipses, con dos puntos de corte con E < 0, zona admisible rpi, <
7 < Tmax;

e circunferencias (r = cte.). Es inmediato comprobar que para un

valor dado de C, la circunferencia es la trayectoria de energia
minima.

» El punto Vi(r) = 0 corresponde a:

2
o _GM_,

272 r - =

o bien 7 — oo (asintota horizontal).
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» El minimo de Vi¢(r), para un valor dado de C, ocurre para

4, em
ar 3 r2 - P

y particularizando, el minimo resulta

mC?
r=r = Vet = =55

La orbita circular es aquella en que E = (Vi) min, en ella la energia es:

mC? GMm GMm _GMm+GMm

E = — = — = — —
2p? 2p 2a a 2a
—— N———
\% T

= Para el caso de la hipérbola, la velocidad radial para r — oo es:

Too =\ 2E/m;

mientras que para la parabola 7, = 0.

5.5. Leyes de Kepler

El astronomo Johannes Kepler (1571-1630), tras un minucioso anéalisis
de las observaciones de los planetas y fundamentalmente de Marte, enuncié
al principio del siglo XVII tres leyes empiricas sobre su movimiento. En
ese momento no se conocia un modelo tedérico que las explicase. No fué
hasta finales del mismo siglo (1686) que Newton, con la publicacién de
sus Principia, pudo explicar las observaciones de Kepler a partir de una
axiomatica y un modelo matematico coherente.

Por su especial interés en la historia de la mecénica y puesto que ayudan
a comprender los conceptos tratados en este capitulo citaremos aqui estas
leyes.

‘PRIMERA LEY. Los planetas describen érbitas elipticas,
con foco en el Sol.’

Mas arriba (5.18) se demostrd que las érbitas son necesariamente conicas.

‘SEGUNDA LEY. Las areas barridas en tiempos iguales son
iguales.’



5.22 Capitulo 5. FUERZAS CENTRALES Y ORBITAS GRAVITATORIAS

Como se ha visto (5.13) se trata de una propiedad general de los movi-
mientos bajo fuerzas centrales.

‘TERCERA LEY. Los cuadrados de los periodos son propor-
cionales a los cubos de los semiejes mayores de las érbitas.’

Esta ultima ley se deduce de la constancia de la velocidad areolar, como
veremos a continuacion.

En efecto, al ser ésta constante (5.13) la podemos igualar a su valor
medio, que serd igual al area barrida en la 6rbita completa dividida por el
periodo T':

AS_C _mab g, dml?
dt 2 T Cc?

considerando las relaciones bv?/a = p y C?/GM = p, se obtiene:

2b2

472a3
T2 = .q.d.
GM ¢4

EJEMPLO 5.2: Calcular la altura a la que debe situarse un satélite artifi-
cial, para seguir una orbita geoestacionaria alrededor de la tierra. (Nota: se
denomina geoestacionaria la 6rbita de un satélite que se sittia siempre sobre
el mismo punto de la superficie de la tierra).

Solucion. Consideramos los datos siguientes:

— Radio de la tierra ~ 40000 km/27 = 6,366 x 10°m.

— GM = gR? = 397,58 x 102 m3 /s

— Periodo de rotacion de la tierra (dia sidéreo): T = 86164 s.
Por tanto, el semieje mayor de la 6rbita es

5 861647 x 397,58 x 10'?

12 a = 42128 km
T

a

La altura sobre la superficie de la tierra serd a — R = 35762 km. O

Para un satélite no geoestacionario de érbita baja, el periodo suele ser
mucho menor. Por ejemplo, si es T' = 2h, corresponde a un semieje a =
8052 km, y por tanto a una altura media de 1686 km. En este caso el satélite
no puede mantenerse sobre la vertical de un mismo punto de la superficie
de la tierra.
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Unidades astronémicas.—

A menudo se emplean en astronomia estas unidades, definidas como:

Longitud: Unidad Astronémica (U.A.) def Semieje mayor de la orbita
Tierra-Sol (= 1,49598 x 101 m).

Tiempo: Afio sidéreo (= 365,25636 dias solares)?
Masa: Masa del Sol (= 1,9891 x 10% kg).

Estas unidades son particularmente adecuadas para el sistema solar, simpli-
ficando considerablemente la aritmética. Por ejemplo, en ellas, La constante
gravitatoria para planetas en 6rbita solar seria

472a3

e = 472,

GUw’sol =

5.6. Ecuaciones horarias

En los apartados 5.3 y 5.4 se ha discutido la trayectoria de las érbitas
gravitatorias, en cuanto a su ecuacién intrinseca y sus propiedades gene-
rales. El célculo de las ecuaciones horarias es la otra integraciéon que cabe
hacer de las ecuaciones (5.14) y (5.15) del movimiento, a la que se aludi6
en el apartado 5.2.2. Estas ecuaciones son de gran importancia, pues direc-
tamente de la ecuacién implicita de la trayectoria no es posible calcular la
posicién de un planeta o satélite en un instante dado.

5.6.1. Trayectoria eliptica

Estudiaremos primero el caso del movimiento en érbita eliptica. Para
ello se debe efectuar un cambio de variable mediante la «construccion de
Keplery, segun la figura 5.12.

Cambiaremos la variable ¢, llamada «anomalia verdadera,» por u, lla-
mada «anomalfa excéntrica». La diferencia estriba en que ¢ es el angulo
AF P que forma el radio vector, trazado desde el foco, con el semieje mayor,
mientras que u es el angulo 14/073/ que forma el radio desde el centro de la
circunferencia.

Teniendo en cuenta: OF = ¢; OA = OP’ = a, podemos escribir:

acosu —rcosp=c = cosu:e—i—zcoscp; (5.25)
a

1Dia solar = 24h = 86400s; Dia sidéreo = 86164 s; Afio tropico = 365,2422 dias
solares = 366,2422 dias sidéreos.
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Figura 5.12:
Construccion de
Kepler para la de-
terminacion de la
anomalia excéntrica

u.
considerando r = p/(1 + e cos ) obtenemos:
e+ cosp cosSu — e
CoSU=—""—"— = COSp=-—"—),
1+ecosyp 1 —ecosu

ecuacion que expresa la relacion entre ¢ y u y que también se puede escribir

como:
tan <£> = tan <E> 1+ 6.
2 2 \/ 1—e

Planteamos ahora la constancia de la velocidad aerolar; Calcularemos
para ello el area barrida en el movimiento eliptico (sector FFAP) como la
correspondiente a la circunferencia afin (sector FAP’) multiplicada por la
relacion de afinidad b/a:

Apap = Aoap — Aorp
_ p2Y _casenu a2(u e sen u);
2 2 2 ’

por otra parte:

c t
Apap = t5 =3 GMp

t t 2mwab
:§b\/GM/a:§ 7;?,
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donde se han empleado las relaciones p = b/a; T? = 472a®/GM.

Asi, igualando (b/a)Apap = Apap, y definiendo la constante n def
27 /T (llamada «movimiento medio» ), se llega a:

‘u —esenu = nt‘ (Ecuacion de Kepler). (5.26)

Esta ecuacién es inmediata de resolver si lo que se pretende es obtener
el instante ¢ en que se ocupard una posiciéon ¢ dada, a partir del simple
célculo de la anomalia excéntrica correspondiente (u) en (5.25).

Sin embargo, si lo que se pretende es obtener la posicién ¢ para un
instante dado, (5.26) resulta ser una ecuacion intrinseca no lineal, que es
necesario resolver por algin procedimiento numérico iterativo, como puede
ser el método de Newton, el de biseccién, etc.”

5.6.2. Movimiento hiperbélico

En este caso no es posible emplear un procedimiento geométrico como
para la elipse, por lo que obtendremos las ecuaciones de forma analitica.
Partimos de las ecuaciones paramétricas de la hipérbola, medidas desde el
centro de la cénica:

x = tacoshu; y = bsenhu,

donde el parametro u se denomina anomalia virtual. Calculamos la expresion
de la distancia r medida desde el foco F"

r=+/(c—x)?+y?=a(ecoshu —1).

Igualando este valor con el que proporciona la ecuacién focal de la conica,
r =p/(1+ ecosy), resultan las expresiones

e+ cosy coshu — e

cosp =

coshu = -
1 —ecoshu

1+ecose’
ecuaciones analogas a las obtenidas antes para la elipse, pero con funciones
hiperboélicas. Igualmente, de éstas se deduce

(5) =y e (5).

5Para una descripcion de estos métodos, consultar algin texto de analisis numeérico,
como p.ej. J. Puy: Algoritmos Numéricos en Pascal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.
de Ing. de Caminos de Madrid, o R.L. Burden y J.D. Faires: Andlisis Numérico, Grupo
Editorial Iberoamericana, 1985
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Emplearemos las relaciones anteriores para la ecuaciéon de constancia de
la velocidad areolar,
r2p = C. (5.27)

Para realizar el cambio de variable de ¢ a u derivamos

itg(f):L: Jjerl @
dt 2 cos?(p/2) e — 1 cosh?(u/2)’

operando, resulta

gb:\/e?—liu

ecoshuy —1°

Con esto, (5.27) resulta
C = a*Ve2 — 1(ecoshu — 1)u;

e integrando, con la condicion de borde u|,_, = 0 (el instante ¢ = 0 corres-
ponde al vértice de la hipérbola):

ab(esenhu — u) = Ct.

En este caso no existe periodo real, pero por analogia con el movimiento
eliptico, se puede definir un periodo virtual

o def 4203 2mab N Q—Q—W—n
v GM O ab T, 7V

donde n, se denomina movimiento medio virtual. Con esto, finalmente re-
sulta

‘esenhu—u = nyt.

La ecuacion obtenida es no lineal, con funciones trascendentes. Ademés de
esto, plantea la dificultad de que el primer término no esté acotado, por
lo que puede resultar mas dificil escoger un valor inicial para la soluciéon
iterativa.

5.6.3. Movimiento parabélico

Seguiremos, al igual que en el caso de la hipérbola, un procedimiento
analitico mediante n cambio de variable. La variable a emplear es

o def (f>: 1—cosyp
&\2 1+cosp’
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Despejando, podemos expresar también

1—172

COS(p:il_i_TQ,

y sustituyendo en la ecuacion focal de la conica r = p/(1 + e cos ¢) resulta

p 2
= — 1 .
r 2( +77)
Derivando esta expresiéon
. P ( 2 <P> . 27
AU ST

Sustituyendo ahora en la ecuacion de la velocidad areolar (r?p = C),
2
0 =51+,

e integrando con la condicién inicial 7|,_, = 0 (en el instante ¢t = 0 estaria
en el vértice):

™ 20 2W/GM
T+ —=""t=""""1¢
2 p3/2

La ecuacién obtenida sigue siendo no lineal, pero en este caso es ctbica, de
la que puede hallarse una solucién directa.

5.7. Estudio del sIstema ternario

El problema de los tres cuerpos, al contrario que el de los dos cuerpos,
no posee solucién analitica en un caso general. Ha recibido a lo largo de la
historia la atencién de grandes matematicos (Lagrange, Laplace, Jacobi).
Poincaré en los albores del siglo XX, demostré que no posee soluciéon ana-
litica «cuantitativay. A raiz de ésto, adquirié un gran auge en la mecéanica
el empleo de métodos cualitativos que, entre otras cosas, persiguen estudiar
la estabilidad de los sistemas dindmicos.

En un caso general, para su solucién cuantitativa directa, es necesario
emplear desarrollos en serie o0 métodos numéricos de integracién directa en
el tiempo. Tan sélo en algunos casos particulares, como el movimiento equi-
latero o el movimiento alineado, es posible plantear las soluciones analiticas.
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5.7.1. Planteamiento de las ecuaciones

Sean tres masas (my, ma, m3) descritas por sus vectores de posicion res-
pectivos (r1,7r2,73) v que ejercen entre si fuerzas gravitatorias (figura 5.13).
Describimos el movimiento relativo a ms:

def
U =71 —1T3

def
UV =T9—7T3

ms3
v
m
R} 2
u
T2 my Figura 5.13: Sistema Ternario.
T1

Sobre cada masa actiia la atraccion gravitatoria de las otras dos; estable-
ciendo asi las expresiones dindmicas se llega a las ecuaciones del movimiento
(absoluto) para my, mo y ms que son:

.. Gm1 GTYLQ
r3= —5- U+ —50
u v

. Gm3 Gmg
Fl=—— g ut ’U_UP(’U—U)
. Gmg Gmy ( )
Ty = — v — v—u

2 v3 |lv — ul?

Restando entre si estas ecuaciones obtenemos el movimiento relativo, 4 =
T — T3, U = Py — T3:

. GM u v v—u
u = _71113 u + Gm2 <u3 — ,073 7‘,0 — u|3> s (528)
. GM u v v—u
v =— 23 ’U—Gml <U3—U3+|’U_u‘3>, (529)

def . . .
donde M = mq + mo + m3. Con estas dos ecuaciones diferenciales queda
definido el movimiento relativo a ms.
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5.7.2. Movimiento alineado

Se trata de un caso particular en el que existe solucién analitica al proble-
ma de los tres cuerpos. Para ello imponemos que se cumpla constantemente
v = Au, siendo A un escalar arbitrario. Esta condicién impone la alineaciéon
de los tres cuerpos sobre una recta que puede a su vez girar en el espacio.

m3

Figura 5.14: Sistema ternario alineado.

Sustituyendo la condicién anterior en las ecuaciones (5.28), (5.29), re-
sulta:

i = % [—GM + Gmy (1 - % + @—11)2” (5.30)
1‘}:% {—Gg—eml (1—;2+(A_11)2>] (5.31)

donde se ha supuesto A > 1. Esto no supone restriccién ninguna, ya que
expresa simplemente que m; sea la masa central y mo, mg las laterales;
el caso en que meo fuese la masa central corresponde a 0 < A < 1, y para
mg en el centro seria A < 0. Por lo tanto la soluciéon tomada tiene validez
general, obteniéndose los otros dos casos sin mas que permutar el papel de
las masas.

Por otra parte, si derivamos dos veces la expresion v = Au se obtiene:

B = it + 2\ + M. (5.32)

Las fuerzas estan dirigidas segin la recta de alineacion, definida por el
vector w. Por tanto, las aceleraciones estarén dirigidas segtin la misma recta:
71 || w; #2 || w; #3 || w, y por tanto, sus diferencias @ = 7y — '3, ¥ = o — '3,
han de ser también paralelas a w. En un caso general u puede girar, y & no
llevaria necesariamente la direccién de u, por lo que de la inspeccion de la
expresion (5.32) se deduce que A = 0, es decir A = cte. Asi, (5.32) se reduce
necesariamente a
U = .
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Esta expresion indica que las trayectorias de m; y mo relativas a ms son
homotéticas de razon A\ (constante). Sustituyendo en esta ecuacion las ex-
presiones anteriores (5.30) y (5.31):

1 1 M m 1 1
M PRI S I .0 R U S
+m2< )\2+(A—1)2> A3 )\< )\2+()\—1)2>’

ecuaciéon de quinto grado en A, cuyas soluciones corresponden a las posicio-
nes de equilibrio. Es posible demostrar que esta ecuacién posee una tnica
solucion real en el rango de validez fisica (A > 1). De forma similar, si se
hubieran hecho otras hipoétesis respecto al valor de A, se habrian obtenido
sendas soluciones adicionales, correspondientes como se ha dicho a ms 0 mg
en el centro. Estas soluciones constituyen tres de los llamados «puntos de
Lagrange».

Para fijar ideas, pongamos como ejemplo el caso en que sea mo = ms =
m, m1 = M'. Es facil comprobar que A\ = 2 es una solucién, que corres-
ponde al caso trivial de dos cuerpos iguales, describiendo 6rbitas simétricas
respecto de un tercero M’ equidistante de los dos.

M/
.—u>. _ o Figura 5.15: Posicion de equilibrio en el

v movimiento alineado.

Sin embargo, se puede demostrar que estas orbitas serian inestables’.
Caso de existir una pequenia perturbacion, lo que en la préactica es inevitable,
se perderia la posicion de equilibrio.

5.7.3. Movimiento equilatero

Investigamos ahora la posibilidad de que los tres cuerpos se encuentren
formando un tridngulo equilatero, de lado a(t) (variable con el tiempo).

/ \ Flgura 5.16: Movimiento ternario equildte-
> @

Uml

Svéase por ejemplo E. Neal Moore: Theoretical Mechanics (Cap. 4), Wiley, 1983
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Se verificara:

def
a(t) = ul = |v| = |u —v|

Particularizando en las ecuaciones diferenciales (5.28), (5.29), los términos
entre paréntesis se anulan, quedando:

_GMu . GMwv

;o b=—

un =

asd a3

Estas ecuaciones corresponden a una atraccién gravitatoria desde mg
como si fuera un punto fijo con la masa total M. Por tanto, mi; y mo
describiran elipses en torno a mg. El periodo de este movimiento es:

27T\/a>3
VGM '

Existen dos posiciones de equilibrio posibles, segin que mo esté a un lado
o a otro del eje m; — m3. Estas dos soluciones, al igual que las tres antes
obtenidas para el movimiento alineado, son también puntos de Lagrange. En
total existen pues cinco puntos de Lagrange, soluciones del sistema ternario.

T —

Se puede probar por métodos de perturbaciones’ que estas nuevas con-
figuraciones de equilibrio son estables tan sélo bajo ciertas condiciones.
En concreto, para:

mp K< mg; mp K< ms,

es decir, si una masa es mucho més pequena que las otras dos (lo que se
llama el problema restringido de tres cuerpos), y ademéas mg < 4% mso, la
estructura equilatera se mantiene estable. Este podria ser, por ejemplo, el
caso de my = satélite artificial, m3 = Luna, my = Tierra, en cuyo caso se
verifican las condiciones anteriores entre las masas. Seria necesario obvia-
mente para obtenerse este movimiento el partir de las condiciones iniciales
adecuadas.

En el sistema solar existe un ejemplo real de movimiento equilatero, el de
los asteroides Troyanos. Estos estan situados en el cinturén de asteroides del
sistema solar, y se concentran en dos grupos que forman aproximadamente
tridngulos equildteros junto con el Sol y Jupiter. La masa de los asteroides
es despreciable frente a las de Jupiter y el Sol, y la de Jupiter es menor que

el 4% de la del Sol.

"Ver J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos
(cap.20).
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5.8. Problemas propuestos.

Problema 5.1. Un satélite artificial de masa m = 1000 kg sigue una orbita
eliptica alrededor de la tierra, con semieje mayor ¢ = 10000 km y excentri-
cidad e = 0,01. En el apogeo le alcanza otro satélite de masa M = 5000 kg,
teniendo la velocidad de ambos cuerpos antes del contacto la misma direc-
cién. El proceso de acoplamiento es instantaneo y ambos satélites quedan
perfectamente unidos después de él. Calcular la velocidad relativa necesa-
ria entre ambos satélites para conseguir que la 6rbita del satélite conjunto
resultante sea circular.

Nota: el radio de la tierra es R = 6366 km.

(Examen final, 14/6/1993)

Problema 5.2. Dos satélites artificiales S; y So se encuentran en o6rbitas
coplanarias, siendo la del primero circular, de radio 2R, y la del segundo
eliptica, de semieje mayor a = 5R y excentricidad e = 3/5. R es el radio
de la tierra que habra de suponerse perfectamente esférica. Inicialmente Ss
se encuentra en su perigeo y S7 en oposiciéon respecto de él, con referencia
al centro de la tierra. En ese instante inicial en el satélite S se reduce la
velocidad (sin cambio de direcciéon) de forma que esta reduccion representa
el minimo indispensable para que alcance la superficie terrestre en la nueva
orbita. Se pide:

a. determinar el tiempo que tarda en producirse el contacto de S; con

la superficie terrestre;

b. jpodra ser observado el impacto desde S37 (logicamente la tierra debe
considerarse como opaca)
(Examen final, 30/1/1999)

Figura 5.17: Problema
5.2; situacion inicial de
los satélites y Jrbitas,

antes de la reduccion de
velocidad de Sy
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Problema 5.3. Dos particulas de masa m cada una estan unidas median-
te un hilo inextensible, de forma que una de ellas desliza sobre una mesa
horizontal lisa y la otra cuelga del hilo que pasa a través de un pequeno
orificio practicado en la mesa. Inicialmente la particula sobre la mesa se
halla a distancia b del orificio, moviéndose con velocidad vy normal al hilo,
mientras que la otra esta en reposo en la vertical del hilo. Se pide:

a. ecuacién diferencial del movimiento en funcién de la distancia r de la

particula superior al orificio;

b. tensién del hilo en funcién de r;

c. valor que habria de tomar vy para que la masa inferior permanezca
inmovil.
(Examen parcial 9/2/1996)

i

Figura 5.18: Problema 5.5

Problema 5.4. Un proyectil se lanza desde la superficie de la tierra con
una determinada velocidad inicial vg. Despreciando la resistencia de la at-
mosfera, calcular la velocidad necesaria para que alcance una 6érbita eliptica
de semieje mayor 80000 km. Calcular asimismo la excentricidad de la 6rbita
si la direcciéon de lanzamiento forma un angulo de 45° con la vertical. Se
puede suponer que la tierra es esférica, con perimetro méaximo 40000 km).
(Examen final 20/6,/1994)

Problema 5.5. El radio de la érbita de Venus es 0,72 veces el de la Tierra
(se suponen ambas orbitas circulares y coplanarias). Una nave espacial viaja
de la Tierra a Venus siguiendo una 6rbita eliptica que es tangente a cada
una de las orbitas planetarias y es la 6rbita de viaje mas econémica (6rbita
de transferencia). Se pide:

a. Hallar la velocidad relativa de la nave respecto a la Tierra justo des-
pués del lanzamiento, y respecto a Venus justo después de llegar a su
orbita, despreciando en cada caso la atraccion gravitatoria del planeta.
(Velocidad orbital terrestre = 30 Km/s).
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b. Hallar el tiempo necesario para realizar el viaje en las condiciones
anteriores.

c. ;En que parte de su orbita respecto a la tierra debe estar Venus en el
momento del lanzamiento para asegurar que estaré en el sitio correcto
cuando llegue la nave?.

(Examen final 20,/6,/1995)



Capitulo 6

Teoremas generales de
dinamica de sistemas.

Al estudiar los sistemas con varias particulas surgen varios elementos
adicionales, como son los enlaces o ligaduras entre puntos, tanto internos al
sistema como externos, y las fuerzas interiores. Uno de los casos més repre-
sentativos es el de los sistemas rigidos, con enlaces de distancia constante
entre particulas.

En principio, la aplicacién de las leyes de Newton se hara realizando la
suma para todas las particulas, obteniendo asi leyes globales en funcion de
las magnitudes cinéticas resultantes o suma para todo el sistema. A la hora
de obtener estas resultantes convendrd tener en cuenta las interacciones
entre particulas del sistema.

Un caso especial es el principio del momento cinético, que de manera es-
tricta no se deduce de las leyes de Newton, sino que son necesarias hipétesis
adicionales. Este principio es debido a Euler.

Adicionalmente, introduciremos los métodos de trabajos virtuales, de
gran potencia para plantear las ecuaciones de la estéatica o de la dinamica
directamente para el conjunto del sistema.

6.1. Morfologia de los sistemas

Antes de desarrollar los principios y teoremas fundamentales, es conve-
niente definir primero algunos conceptos y elementos bésicos que se emplea-
ran en el estudio de los sistemas de varias particulas.

6.1
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6.1.1. Sistema mecanico

Se llama as{ a un conjunto de varias particulas, de niimero finito o in-
finito, de las cuales queremos estudiar su movimiento. En el estudio de un
sistema mecanico se prescinde pues de otras caracteristicas fisicas como la
carga eléctrica, color, temperatura, ...

En el capitulo 2 se estudio el tipo de sistema mas simple, reducido a una
sola particula, mientras que en el capitulo 5 se analizaron sistemas formados
por 2 6 3 particulas bajo fuerzas centrales. Los cuerpos que observamos a
simple vista estan formados por un gran ntimero de particulas, macroscopi-
cas, atémicas o subatoémicas. Solo en ciertos casos es valida la simplificaciéon
que supone el modelo de la masa puntual. En otros casos, por el contrario,
seré necesario considerar el sistema como formado por varias particulas.

Se llama configuracion de un sistema a la posicién de cada una de sus
particulas en un instante dado. Para definir la configuracién se necesita un
determinado nimero de parametros, segin el sistema de que se trate. Por
ejemplo, una particula libre precisa tres parametros: las coordenadas car-
tesianas, (x,y,2). Un sistema de n particulas libres queda definido por 3n
parametros. Sin embargo, si existen ligaduras que restrinjan el movimiento,
el namero de parametros preciso para definir la configuracién seréd menor.
Se denominan grados de libertad de un sistema al conjunto minimo de pa-
rametros necesario para definir univocamente la configuracion del mismo, y
que puedan variarse de manera independiente (es decir, sin ecuaciones de
ligadura).

6.1.2. Fuerzas

Las fuerzas ejercidas sobre las particulas de un sistema son las causantes
de la variacion del movimiento de las mismas. Podemos clasificarlas aten-
diendo a varios criterios:

= FEzteriores, sison ejercidas por agentes externos al sistema, o interiores
en caso contrario. En este tltimo caso, tanto la accién como la reaccién
se producen sobre particulas del propio sistema.

= Activas o Reactivas, segiin que actiien «motu proprio», o bien como
respuesta a un movimiento determinado que intentan impedir, en cuyo
caso s6lo se dan cuando existe la tendencia a este movimiento. Estas
dltimas se llaman también fuerzas de enlace.
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F. externa F. externa

Figura 6.1: Tipos de fuerzas
F. internas en un sistema

Reaccion

Reaccion

6.1.3. Enlaces

La existencia de enlaces o ligaduras impone restricciones al movimiento
de las particulas, reduciendo el nimero de grados de libertad con respecto
al caso en que todas las particulas fuesen libres. El ntimero de grados de
libertad se vera reducido, respecto del caso sin ligaduras, por el namero de
ecuaciones de enlace independientes.

Los enlaces se pueden clasificar, segin diversos criterios, en:

» FEzteriores, para las ligaduras con puntos externos, e interiores, para
las ligaduras entre puntos del mismo sistema.

» Lisos (no disipativos) y rugosos (disipativos), atendiendo a que las
fuerzas de enlace disipen o no energia para los movimientos permitidos
por los mismos (figura 6.2). Se entiende que para que tenga sentido
hablar de enlace liso o rugoso, éste debe permitir algiin movimiento,
pues en caso de restriccion total no cabe esta clasificacion.

= Holénomosy Anholénomos. Se consideran holénomos cuando es posi-
ble expresar la condicién de ligadura mediante una relacién entre las
posiciones de las particulas y el tiempo exclusivamente:

O(ry,re,...,7n,t) =0. (6.1)
A su vez, los enlaces holonomos se denominan esclerdnomos si no

dependen del tiempo, y rednomos en caso contario (figura 6.3).

Los enlaces anholénomos son en general todos aquellos que no son
holénomos, no pudiendo expresarse mediante ecuaciones del tipo (6.1).
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El caso mas usual de enlace anholénomo es aquél que depende también
de la velocidad, mediante relaciones del tipo:

O(r;,7i,t) =0,. (6.2)
El caso mas sencillo es el de expresiones lineales en r;, del tipo:
N
=) a;-#i+b=0
i=1
pudiendo ser a; y b funciones de la posicion (a; = a;(r;), b = b(r;))

Unilaterales y bilaterales. Los unilaterales se definen mediante de-
sigualdades, por ejemplo (figura 6.4):

z>0,

implicando restriccién en un sentido tan sélo. Por el contrario, los
bilaterales implican restriccién en ambos sentidos.

o—
@) @)

TR Figura 6.2: Enlaces liso y rugoso; para el mo-
vimiento permitido por el enlace (deslizamiento
horizontal) la reaccion lisa no realiza trabajo,
mientras que en el caso rugoso si.

o>

"

EJEMPLO 6.1: Establecer los enlaces internos de un sélido rigido (conside-
rado como un medio continuo), obteniendo el ntimero de grados de libertad
del mismo.

Solucion. La hipotesis de medio continuo implica que es infinitamente sub-
divisible, constando de un conjunto infinito de particulas. En principio, esto
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Y
Figura 6.3:  Enlaces ho-
x lonomos; a) esclerénomo
> (no depende del tiempo), b)
Yy reonomo (dependiente del

tiempo o enlace movil).
(ra,y4) = (a+vt, B)

G
A v
@) O
T

- - - — — - —
| |
| |
| |
| [—.@ Figura 6.4: Enlace unilateral, que permaite el
(R S movimiento vertical en un sélo sentido.

[T T77 77777
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conllevaria asimismo infinitos grados de libertad. Sin embargo, las ligaduras
internas del solido obligan a que se mantenga constante la distancia entre
dos particulas cualesquiera; a su vez, esto da lugar a infinitas coacciones.
El ntimero de grados de libertad no se puede obtener pues directamente, ya
que resultaria indeterminado (oo — 00).

Para determinar el nimero de grados de libertad del sélido podemos
basarnos en la descripciéon que sigue de su movimiento.

» Elegimos una particula A cualquiera (figura 6.5); su posicion esta-
ra definida por tres parametros: sus tres coordenadas cartesianas,

(Ta,ya,24).

= Una segunda particula B, al estar obligada a mantener la distancia
AB, vendréa definida por dos pardmetros adicionales (por ejemplo dos
angulos en esféricas respecto de A: pp, \p).

= Definida la posicién de las dos particulas A y B, una tercera particula
C precisa de un tnico pardmetro més para definir su posiciéon, por
ejemplo, el angulo de giro alrededor del eje AB, 0.

Cualquier otra particula del sblido tiene ya definida su posicién al estar
definidas A, B y C. Por tanto no aportan grados de libertad adicionales.

C (+1 g.d.l)
Figura 6.5: Grados de libertad del
sélido rigido. Su movimiento que-
da determinado por el del tridngu-
lo rigido ABC, con3+2+1=6
g.d.l.
A (3 gdl) B (42 g.d.l.)

Asi, el numero de grados de libertad de un sélido rigido es 3+2+1 = 6.
Existen miltiples maneras de elegir estos 6 g.d.l., aunque la descomposicién
usual es tomar las tres coordenadas de su centro de masas, y tres angulos o
parametros que definan la orientaciéon del sélido, como los dngulos de Fuler
(se veran en el capitulo 8). Es posible también escoger otros conjuntos de
pardmetros, segin convenga en cada caso. O

EJEMPLO 6.2: Expresar los enlaces de un disco vertical de radio a que rueda
sin deslizar sobre un plano horizontal, de forma que se mantiene vertical en
todo instante, admitiendo pivotamiento libre.



Aptdo. 6.1. Morfologia de los sistemas 6.7

Solucidn. Sea el plano horizontal Ozy (figura 6.6). Denominamos (z,y, z) a
las coordenadas del centro del disco, 9 al angulo que forma el eje del disco
(perpendicular al mismo por su centro) con la horizontal, 6 al angulo que
forma este mismo eje con la direccién Oz del plano horizontal, y ¢ al angulo
girado por el disco alrededor de su propio eje.

Figura 6.6: Movimiento de un disco vertical rodando sin deslizar sobre
un plano. La velocidad del centro del disco vertical tiene las componentes
(—pasen, pacosb) sobre las direcciones horizontales x e y.

Los enlaces son cuatro: dos holénomos,

z=a (altura constante del centro del disco),
1 =0 (disco vertical),

y dos no holénomos,

T = — pasenf

Y = pacos..

En un caso general en que 6(t) no sea constante, éstas tltimas relacio-
nes no se pueden integrar, siendo por tanto enlaces anholénomos. El sistema
queda definido por cuatro parametros (z, y, 0, ¢) y dos ecuaciones de liga-
dura independientes, es decir, tiene 6 — 4 = 2 grados de libertad.

En el caso particular en que fuese 6 = cte., el disco rodaria apoyado
sobre una linea recta, dentro de un plano vertical fijo. Tomando el eje Ox
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segun la direccion 0 = 0, resulta pa = —& = = = —pa. La ecuacién es
integrable y el enlace serfa anholénomo s6lo en apariencia. O

)

Figura 6.7: Disco rodando con 6 = cte; el
movimiento equivale al movimiento plano
de rodadura sobre una recta, con la liga-
dura holonoma x = —a.

EJEMPLO 6.3: Expresar los enlaces de una esfera rodando sin deslizar sobre

un plano, con pivotamiento libre.

Figura 6.8: Com-
ponentes de la ve-
locidad de rota-
cion de una esfera
rodando sin desli-
zar sobre un plano
horizontal, segun
el triedro movil
Ozxyz.

Solucion. Tomamos unos ejes moviles (Oxyz), de forma que O es el centro
de la esfera, Oz es un eje vertical, mientras que Ox y Oy pivotan con la
esfera manteniéndose horizontales en todo momento. Por otra parte, con-
sideramos también el triedro fijo (O'XY Z), en el que podemos expresar
las coordenadas del centro de la esfera (Xo, Yo, Zo). El angulo girado por
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pivotamiento (alrededor de Oz) lo llamaremos . Denominamos ¢ y 0 res-
pectivamente a las componentes de la velocidad de rotaciéon de la esfera
segun los ejes Ox y Oy.

Y

To = ba

Figura 6.9: Proyecciones de la velocidad del cen-
tro de la esfera en el plano horizontal.

X
Los enlaces son:
Zo=a (holénomo)
Xo = pasen) + fa cos Y (anhol6nomo)

Yo = —¢acostp + fasen (anhol6nomo)

La esfera posee por tanto 6 — 3 = 3 grados de libertad, con dos enlaces
anholénomos. O

6.2. Principios y teoremas de la dindamica de
Newton-Euler
6.2.1. Principio de la cantidad de movimiento

Consideramos un sistema formado por un numero finito de particulas,
{mi, 1= 1,N}

Figura 6.10: Fuerzas internas centrales entre dos
F;; particulas m; y m; del sistema.
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Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2 ley de Newton)
a cada particula m; del sistema, siendo F'; la resultante de todas las fuerzas
sobre dicha particula,
d
F, —
’ dt(

Descompondremos las fuerzas en internas y externas al sistema:

miv;) . (6.3)

Fi — fot + Fint’

las fuerzas internas sobre la particula 7, Fﬁ”t, son el resultado de las acciones
del resto de las particulas j # 4:

Fi" =% Fy,
J#i
donde la nomenclatura F;; indica la accion de m; sobre m;. Por la ley de
accion y reaccion 6 3.2 ley de Newton, F;; = —Fj; (figura 6.10). Asi, al
sumar las ecuaciones (6.3) para todas las particulas del sistema, las fuerzas
internas se anulan dos a dos, resultando:

Zpemzzng Z(jmivi)

=1 i#£j i=1
—_————
=0

Llamando F & ZZ | Fert = ZZ 1 F'i (resultante de fuerzas externas sobre

el sistema),y P = o Z ~; miv; (cantidad de movimiento del sistema), resulta

la expresion:

d
Tt

Expresion que se puede considerar como principio bésico de la dinamica de
sistemas, enuncidandose como sigue:

°p. (6.4)

«La derivada respecto del tiempo de la cantidad de movimiento
del sistema es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.»

Podemos obtener otra expresion equivalente para esta ecuacién a partir
del movimiento del centro de masas G. Se define éste como:

N
def D i— T

% ) (6.5)

Siendo M % >, m;, masa total del sistema.
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Figura 6.11: Centro de masas G de un sis-
o tema de varias particulas.

Derivando (6.5) se obtiene:

d N N
a [Z miri] = mei =P
=1 =1

= Mg, (6.6)

donde vg def drg/dt es la velocidad del centro de masas. Sustituyendo en

(6.4), y llamando ag def d?rq/dt? a la aceleracion del mismo, se llega a:

©

Este resultado se denomina «teorema del movimiento del centro de ma-
sa», constituyendo una expresion alternativa para la ecuacion (6.4). Se lee
de la siguiente manera:

«Se puede estudiar el movimiento del Centro de Masas G de un
sistema como si fuera una particula, concentrando toda la masa
del sistema, sometida a la resultante de fuerzas exteriores sobre
el sistema.»

Como corolario se puede deducir el teorema de conservaciéon correspon-
diente:

N N
si F=Y F"=0 = P=)Y» mw;=Mvg=cte (6.8)
=1 =1

«Si la resultante de las fuerzas exteriores sobre el sistema es nula,
la cantidad de movimiento del sistema se conserva, por lo que el
centro de masas sigue un movimiento rectilineo y uniforme.»
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La condicién de conservacion se cumple obviamente para un sistema aislado,
o en cualquier otro que atn sin estar aislado esté sometido a un conjunto de
fuerzas con resultante nula. A estos efectos conviene recordar lo estudiado
para el sistema binario en el apartado 5.1.

6.2.2. Principio del momento cinético

La ecuacion de balance del momento cinético (2.4) aplicada a una par-
ticula m; del sistema se expresa como:

My = —Hp. (6.9)

donde Mb def rANF;y Hb def r; Am;v; (i no sumado). Si sumamos (6.9)
para todo el sistema, realizando la descomposiciéon habitual entre fuerzas
internas y externas:

i
—_—
N N N
ZMi :ZTz‘/\Fgwt—i—ZTi/\ ZFU (6.10)
i=1 i=1 i=1 itj

Figura 6.12: Fuerzas internas y exter-
nas sobre dos particulas cualesquiera
del sistema.

Admitiremos que se cumple la ley de acciéon y reaccion con su enunciado
mas fuerte: no sélo son F;; y F'j; iguales y opuestas, sino que supondremos
que son fuerzas centrales, siguiendo la misma recta de accién que une m;
con mj:

ri T (Tz'j d:ef ”I‘j — T1|) . (6.11)

Fij = Fij(ri) =
ij
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Entonces, para dos particulas cualesquiera:
r; N\ Fij +r; A (_Fij) = (’I“Z' — ’I"j) VAN Fij =0 (’i, j no Sumados)

De esta forma, la suma de los momentos de las fuerzas interiores en (6.10) se
anula, al cancelarse dos a dos los sumandos. Definiendo el momento cinético
del sistema respecto a O:

Hod:efZHi :Zm/\mivi
i i
y el momento de las fuerzas exteriores respecto de O:

_MO¥§:Mf:§:mAFﬁ
i 7

se obtiene finalmente:

d

Mo=—H, (6.12)

dt

Esta expresion, que llamaremos también «ecuaciéon de balance del momen-
to cinético», se puede considerar como principio bésico de la dindamica de
sistemas, con el siguiente enunciado:

«El momento de las fuerzas exteriores de un sistema respecto de
un punto O fijo es igual a la derivada respecto del tiempo del
momento cinético del sistema respecto del mismo punto.»

Como corolario, cuando M o = 0, se obtiene el teorema de conservaciéon
correspondiente:

Mop=0 = Hp=cte. (6.13)
La constancia de H o puede ocurrir en los casos siguientes:

— Sistema aislado, sobre el que no actia ninguna fuerza exterior. El
momento cinético del sistema respecto de cualquier punto se conserva.

— Fuerzas centrales (todas dirigidas hacia un mismo punto fijo), en cuyo
caso se conserva el momento cinético respecto del centro de fuerzas,
aunque no necesariamente respecto de otros puntos distintos.

En lo anterior se ha admitido que las fuerzas internas son todas centrales
(6.11). Las interacciones de tipo gravitatorio o electrostatico cumplen muy
aproximadamente esta condicién, pero otro tipo de fuerzas como las electro-
dindmicas no la cumplen necesariamente. De hecho, en sistemas con cargas
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eléctricas moviles, se puede violar la ley de accién y reacciéon, tanto en su
enunciado fuerte (fuerzas centrales) como en su enunciado més débil. En el
caso de un solido las interacciones entre particulas se deben a fuerzas de con-
tacto, de naturaleza compleja, que tampoco resulta evidente que deban ser
centrales. Sin embargo, en los casos en los que existan fuerzas internas del
tipo mencionado, generalmente se puede encontrar una generalizaciéon de P
6 de Hp que verifica los teoremas de conservaciéon enunciados. Por lo tanto,
en lo que sigue supondremos que, independientemente de la naturaleza de
las fuerzas internas, se verifica el principio del momento cinético expresado
por (6.12). Puesto que esta afirmacion se postula como base de partida, es
més apropiado referirse a ella como «principio» que como «teoremay.

Conviene realizar una aclaraciéon importante, previniendo del grave error
que resultaria de confundir en (6.12) la resultante de los momentos, Mo =
>, ri A FS™ con el momento de la resultante, que si suponemos a ésta
aplicada en G, seria rg A (Zl Ff“) % M. De caer en esta confusion, se
llegaria a contradicciones tan graves como que un sistema sometido a un
par de fuerzas (que tiene resultante nula) no se moveria.

Momento cinético en un punto cualquiera ().— Tanto el momento
cinético de un sistema como el momento de las fuerzas tienen la naturaleza
de campos de momentos, es decir, conocidos el momento en un determi-
nado punto de referencia y la resultante, se puede expresar el momento en
cualquier otro punto a partir de la ecuacién caracteristica del campo de
momentos, con una expresion analoga a la (4.10) del campo de velocidades
del sélido.

En efecto, calculemos el momento cinético en un punto cualquiera (),
no necesariamente fijo, definido por el vector posicion rg. La resultante del
campo de vectores es en este caso P = Mwvg. Operando,

def
Hg = - Z(r —rQ) Amv; = Zrl/\mzvz rQ A (me)

i
PZM’UG
—Ho+PArg. (6.14)

La expresion anterior es generalizable para dos puntos (P, Q) cualesquiera,

HQ:HP+P/\7°PQ.
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Anélogamente, para el momento de las fuerzas las expresiones son

MQ:M0+FATQ
=Mp+FArpg.

Sin embargo, serfa un grave error aplicar la ecuacion de balance del mo-
mento cinético (6.12) en un punto cualquiera; esta ecuacion solo es valida si
O es un punto fijo', ya que la deduccién anterior se hizo basada en que cons-
tituye el origen de un sistema de referencia inercial. En efecto, si derivamos
H dado por la expresion (6.14):

d d dP

“gH-=tH il

T ot g
=Mo+FArg+ P Avg
=M¢g+ Mvg ANvg .

/\TQ—I-P/\UQ

Comprobamos que en la ecuacién de balance aparece un término corrector
Muvg A vg que no tiene porqué anularse en un caso general. Una excep-
cién importante es el caso del centro de masas, como se vera més adelante
(apartado 6.3).

6.2.3. Teorema de la energia cinética

La ecuacion de la energia cinética (2.6) aplicada a cada particula m;

expresa:
’L

aw; ¥ F;dr =d < 2) (7 no sumado)

Al igual que en los casos anteriores, para obtener las magnitudes cinéticas
del sistema conjunto, sumamos para todas las particulas del mismo:

T = def Z mzv2 = dI'=d Z 1mivz

aw & Z F;-dr; = Z FE ar+ Y Z Fy;-dr;,

i i
dWezt sznt

'El significado de «fijo» en esta expresion se debe entender en el sentido de la transfor-
macion de Galileo; cualquier punto que pueda ser el origen de un sistema inercial podra
ser considerado fijo. Si se trata de un punto con velocidad no nula, pero que se mantiene
constante, todo lo dicho es valido, pero referiendo las velocidades para el calculo de (6.9)
a un sistema con origen en dicho punto.
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obteniéndose finalmente:
dT = dWw

En las ecuaciones de la cantidad de movimiento (6.4) y del momento
cinético (6.12), el efecto de las fuerzas interiores desaparecia al sumar para
todo el sistema. Sin embargo, en un caso general el trabajo debido a las
fuerzas interiores no se anula:

dwnt £ .

Merece la pena analizar de forma detallada el trabajo de las fuerzas inte-
riores para comprender mejor el significado de la observaciéon anterior. Sean
dos particulas cualesquiera del sistema, m; y m;, situadas inicialmente en
Ay B (figura 6.13). Suponemos que al cabo de un movimiento elemen-
tal arbitrario estan situadas en dos puntos cualesquiera A’ y B’. Podemos
descomponer el movimiento elemental total en:

m;
B
(1)

AaB" Figura 6.13:

F; y Descomposicion — de — un

™m; (R) movimiento elemental
general  en  traslacion,

: } rotacton y estiramuento.
A/ B ! ( E ) B n

1. Traslacion (T') pasando Aa A"y B a B”:
drl = dr]T

dW? = Fy; - drl + (=Fy;) - dr!

2

=0

2. Rotacion (R) alrededor de A’; en el plano definido por A’B"B’, que-
dando fijo m; y pasando m; a B"":

drf =dtQA(rj—r;); drf=0

7

AW = Fj; - drff = Fji - [AtQA (rj — ;)] = 0

donde se ha supuesto que F;; lleva la direccion de (r; —r;), es decir,
se trata de fuerzas centrales.
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3. Estiramiento (E), quedando fija m; y pasando finalmente m; a B':
E E
d'l"j N d’l"i = 0,

dW? = Fj;-drf #0.

En resumen, los movimientos de traslacién y rotacién son movimien-
tos de solido rigido y no producen trabajo de las fuerzas interiores. Por el
contrario, las deformaciones internas (distorsiones o estiramientos), que no
corresponden a movimientos de sélido rigido, si producen un trabajo neto
de las fuerzas interiores.

En definitiva, se puede escribir:

dT = dW = dWw™ 4 qwest (6.15)

«La variacién de la energia cinética conjunta de un sistema es
igual al trabajo realizado por las fuerzas, tanto internas como
externas.»

La consideracion del trabajo de las fuerzas interiores es imprescindible
para el célculo de estructuras y la mecéanica de los medios continuos defor-
mables, en los que la deformacion viene gobernada por la energia interna de
deformaciéon acumulada. Los métodos y teoremas energéticos proporcionan
algunos de los procedimientos mas potentes de calculo en este caso.

Si todas las fuerzas (tanto externas como internas) provienen de un
potencial independiente del tiempo, se verificara:

AW =Y F;-dr;=—dV,

7

deduciéndose entonces de (6.15) el teorema de conservacion de la energia:

AT +dV =0 = [E=T+V =cte. (6.16)

Conviene recalcar que en esta ecuacion la energia potencial V' corresponde
al la Energia Potencial Total, derivindose de ella tanto las fuerzas interiores
como las exteriores. Como ejemplo, en el caso de las estructuras o de los
medios elasticos deformables, V' debe incluir tanto el potencial de las cargas
externas aplicadas como la energia de deformaciéon debida a las fuerzas
interiores.

Si las fuerzas internas en el sistema son centrales en el sentido de (6.11),
segin se vio en el apartado 5.2.1, provienen de un potencial expresado por
(5.12):

Vij(rij) = — / Fij(p) dp;



6.18 Capitulo 6. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

Vi

Es posible demostrar en este caso que el potencial conjunto de las fuerzas

interiores es
VR =3"N "V (6.18)
i j>i
(La limitacion j > i sirve para no sumar dos veces el potencial de interaccion
entre cada dos particulas.) De esta forma la ecuacion (6.15) se convierte en

d(T + Vint) _ dWeXt.

En este caso, si se trata de un sistema aislado se verificaria

(B =T+ V™= cte.| (6.19)

EJEMPLO 6.4: Potencial de fuerzas internas de un sistema de particulas
discretas, con atracciéon lineal en funcion de la distancia entre cada dos
particulas.

Solucion. Se trata de fuerzas analogas a resortes lineales ideales interpues-
tos entre cada dos particulas, siguiendo el esquema de fuerzas centrales.
Suponiendo en primer lugar que la constante de todos estos resortes es la
misma, el potencial de uno de ellos es

L. o
‘/Z] = 5]43?"” s
siendo r;; la distancia entre la pareja de puntos (i, 7). Teniendo en cuenta
que Or;j/0r; = —r;j/ri;, la fuerza ejercida sobre i por j se obtiene siguiendo
(6.17):
oVi;
F;j = — or, = kry;

La energia potencial total para todo el sistema, segtn (6.18), es
: 1
int __ 2
4 —Zijﬁ%~
i g>i

Un caso particular serfa aquél en que las constantes de atracciéon entre
cada dos particulas son proporcionales al producto de las masas,

Fi]' = amimjrij .
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Sumando todas las fuerzas internas sobre una particula dada,

F; = Z amymj(r; —r;) = am;M(rg — ;)
J#i
siendo M = )", my, la masa total. Se obtiene por tanto una fuerza de atrac-
cién de cada particula hacia el centro de masas del conjunto. El movimiento
de cada particula relativo a dicho centro de masas seria una érbita eliptica

con centro en él (ver apartado 3.2). Es trivial comprobar que la suma de
todas las fuerzas interiores dadas por la anterior expresion se anula. O

EJEMPLO 6.5: Energia potencial de deformaciéon para fuerzas elasticas en
una barra recta, como medio continuo, de longitud L, seccién transversal A
y modulo de elasticidad F.

Solucién. Denominamos x a la coordenada segtn la barra, z € [0, L] (figu-
ra 6.14). Suponemos que cada punto de la barra puede sufrir desplazamien-
tos axiales, definidos por u(x). Si imaginamos una rebanada de la barra,
entre dos puntos x y x + dx, el desplazamiento relativo entre ambas caras
serd (u + du) — u = du. Se denomina deformacion unitaria

 der du
dz

Esta deformacién provoca en el material una fuerza interna recuperadora,

dx
J—

T Ao\ Ao Figura 6.14: Barra recta continua so-
- | . .. . X
Vo metida a deformacion axial y tensiones

mternas o
L

F"t " que se opone a la misma. La magnitud de dicha fuerza por unidad de
area se denomina tension,

def Fint

A
En un material elastico lineal, se admite que la tensiéon depende linealmente
de la deformacion,

o= Fe,

siendo F denominado mddulo de elasticidad o modulo de Young.
Llamemos dU al trabajo realizado por las tensiones para alcanzar una
deformacion € en una rebanada Adz. Este se calcula integrando a lo largo
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del proceso de deformacion de la misma, variando el desplazamiento relativo
entre ambas caras desde 0 hasta du. Para un incremento infinitesimal del
mismo, d(du), el trabajo elemental es

§(AU) = F™§(du) = —EcAd(du)
y en funcién de € puede escribirse

0(dU) = —FEeAo <ju> dz = —Fede Adx .
x

Llamando a la densidad de energia potencial de las fuerzas interiores por
unidad de volumen

~ 1dU
V=--—
A dzx
resulta
0V = Eebe.

Integrando a lo largo del proceso de deformacién de la rebanada,
~ € ~ 1,
V = Eecde = V =-Fe.
0 2
Para el conjunto de la barra, integramos a lo largo de la misma,
. L _ Lq
Vit = / V(z)Ader = / —E?Adzx.
0 0o 2

En el caso particular de que la deformacion sea homogénea, e(x) = AL/L

(cte.), resulta
LEA

, 1
V" =SB’ AL = AL)?
2 € 2 L ( ) )
es decir, la barra se comportaria como un resorte de constante equivalente
EA/L. O

6.2.4. Teorema del virial

Los tres principios anteriores (cantidad de movimiento, momento ciné-
tico y energia cinética) establecen el balance de las magnitudes mediante
ecuaciones diferenciales en el tiempo. En contraste con éstos, el teorema del
virial no se expresa como una ecuaciéon diferencial, sino como una relaciéon
entre valores medios a lo largo del tiempo.
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Comenzamos por definir una funcién escalar GG, caracteristica del movi-
miento en un instante dado:

def
S g
%

donde p; def m;v;, y el sumatorio se extiende a todas las particulas del
sistema. Derivando esta expresiéon respecto del tiempo:

¥:Zﬁi-’m+2pi"viZZFZ"H—FQT

Calculemos ahora la media temporal de esta derivada, que denotaremos por
una raya superpuesta, dG/dt. Para ello integramos sobre un intervalo [0, 7]
y dividimos por la duracién del mismo:

deﬁfl/dt G(r) — G(0)

T

ZF r; + 2T .

Supongamos ahora que el movimiento es periddico, siendo 7 el periodo
del mismo. Se cumplira entonces G(0) = G(7), por lo que resulta:

_ e ——
T = —52 F; r (6.20)

Virial del sistema

La expresion a la derecha del signo = se denomina «wirials. Por lo tanto, la
ecuacién anterior se lee:

«Para un movimiento periédico, la media de la energia cinética
sobre un periodo es igual al virial del sistema.»

Es posible generalizar este resultado para un movimiento que no sea
periodico, con tal de que esté acotado. En efecto, en este caso la media
temporal

4G _ G(1) - G(0)

dt T ’
al tener GG un valor acotado, tiende a cero para valores de 7 suficientemente
grandes. En este caso, se cumplira la relacion (6.20) de manera aproximada,
siendo exacta en el limite.

EJEMPLO 6.6: Aplicar el teorema del virial al caso de una particula some-
tida a la acccién gravitatoria.
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Solucion. El virial es en este caso:

I~— - 1 GMm 1—
32 Fimis ‘2[‘ 2 } =3V

y aplicando (6.20):

_ 1—
T=--V
2

En efecto, segiin vimos en el capitulo 5, aplicando las ecuaciones (5.19) y

(5.22) para la orbita eliptica se obtiene?:
V:_GMm V:_GMm;
r a
M M
r—p_y= GMm, Gim
2a r

GMm GMm GMm 1—
+ = =—-V, O
2a a 2a 2

T

6.3. El sistema del centro de masas

El sistema del centro de masas (S.C.M.) se define como un sistema de
referencia cuyo origen esta en el centro de masas Gy que no experimenta
rotacion. Si se caracteriza mediante un triedro de coordenadas cartesianas,
las direcciones de las mismas seran fijas y paralelas al sistema inercial de
partida (figura 6.15).

r G—/ Figura 6.15: El sistema de referencia
\ del centro de masas (S.C.M.), con ori-
.............................. - gen en G y ejes paralelos al sistema

0O () inercial (I).

2La media temporal de 1/r en una 6rbita gravitatoria eliptica resulta ser, desarrollando
la integral correspondiente, la inversa del semieje mayor, 1/r = 1/a. Sin embargo, si la
media de r resulta ¥ = a(1 + ¢*/2) (consultar nota 3 al pie de la pagina 5.14).
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Las expresiones de posicion, velocidad y aceleracion relativos al S.C.M.
son respectivamente

p=T—Trg,
V=v—vqg,

a=a-—ag.

Para obtener v y a en estas expresiones, se ha derivado directamente de
manera sucesiva la expresiéon de p, sin resultar necesario emplear el término
complementario de derivacion QA p establecido en la ecuacion (4.6). Esto se
debe a que por su definicion el S.C.M. no gira (2 = 0) anulandose entonces
dicho término.

Sin embargo, debe quedar claro que, aunque el S.C.M. no gire, en un caso
general puede tener aceleracion de traslacion (ag # 0), y que por lo tanto,
no se trata de un sistema inercial®. A pesar de esto, su uso posee ventajas
notables, ya que como veremos a continuacién, se siguen cumpliendo los
principios del momento cinético y de la energia cinética, exactamente como
si se tratase de un sistema inercial. El principio de la cantidad de movimiento
queda reducido a una igualdad trivial.

6.3.1. Cantidad de movimiento

En el S.C.M., la expresion de la cantidad de movimiento P es:

SCM def
P :mei:mei— Zmz ’UG:O,
N——

défM

donde se ha empleado (6.6). Asi, resulta la expresion trivial:

6.3.2. Momento cinético

El momento cinético en un punto cualquiera viene dado por la expresion
(6.14). Aplicando esta ecuacion al centro de masas G:

Ho=Hp—rg /N Mug. (6.21)

3Una excepcién a esto seria el caso de un sistema aislado, en el que G se mueve con
velocidad rectilinea y uniforme, ver ecuacion (6.8).
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Conviene resaltar que en esta expresion del momento cinético se emplean
velocidades absolutas.

Sin embargo, para calcular el momento cinético relativo al S.C.M., ade-
més de tomar momentos respecto de GG, debemos emplear también las ve-
locidades v; relativas al S.C.M.:

def
HZM= Z(Ti —ra) Ami(vi —vg)

i

= Zm/\mivi—Zri/\mivg—rg/\Zmivi—i—rG/\MvG

HO TcAMUg T AMUg

=Hp—rg /N Mvug.

Observamos pues que ambas expresiones resultan ser idénticas: H ‘g;CM =
H . Por tanto, a la hora de tomar momentos en (G, no nos preocuparemos
de este aspecto y escribiremos simplemente H . Conviene advertir que esto
no sucede en otros puntos distintos de G.

Derivando (6.21) respecto del tiempo:

d d
EHG: &HO—vg/\Mvg—rg/\MaG:Mo—rg/\F
—_—— ~——
=0 F
pero
M=) (ri—ra) NF{™ = Mo —rg A (ZFfﬂ> :
% %
F
luego:
d
&HG:MG (6.22)

Es decir, se verifica la ecuacion del Momento Cinético (6.12) respecto del
origen G del S.C.M., exactamente igual que si fuese inercial.

Por lo tanto, continuando con la discusion realizada al final del apartado
6.2.2, para aplicar la ecuacion de balance del momento cinético (6.12), se
debe tomar momentos bien respecto de un punto fijo O, o bien respecto del
centro de masas G del sistema; En este tultimo caso, las velocidades pueden
ser las absolutas respecto de un sistema inercial, o las relativas al S.C.M.,
ya que segin hemos visto ambas dan idéntico resultado.
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Por el contrario, si empleamos un punto () cualquiera, que no coincida
necesariamente con G ni sea fijo, derivando la formula (6.14) resulta:

d d
EHQ = Q(HO —’I‘Q/\M’vg) =My —TQAMag—’UQAMUG
MQ
Es decir: q
dtHQ:MQ—’UQ/\M’U(;. (6.23)

Es necesario pues anadir un término complementario vg A Mwv¢ respecto de
las ecuaciones (6.12) 6 (6.22). Por tanto, si se toman momentos respecto de
otro punto ), sblo se verificara la ecuacion de balance del momento cinético
(6.12) cuando se cumpla una de las condiciones siguientes:

= si el punto @ tiene velocidad nula, vg = 0;

= si el punto @ coincide con G, o por lo menos, su velocidad es paralela
ala de G: vq || ve.

También podriamos haber calculado H 5Q empleando las velocidades
en el «Sistema @Q» (S.Q.), definido de forma anéloga al S.C.M. como una
referencia con origen en () y ejes de direcciones fijas:

HgQ = Z(r, —rg) Am;(v; —vq)
i
=Hop—rgN\Mvg—rogNMvg+rg N Mug
ZHQ—F(TQ—Tg)/\M’UQ.

Observamos en primer lugar que H ZQ # H . Derivando,

d_so d d

—H*"=—H — ANM
:MQ—’UQ/\Mvg—l-(’UQ—Ug)/\M’UQ—i-(’I“Q—Tg)/\MaQ
=Mg+ (rg—rg) N Mag (6.24)

Vemos que tampoco se cumple en este caso la ecuacion de balance del mo-
mento cinético (6.12), debido al término complementario (rg —rqg)AMag,
que s6lo se anula si se verifica una de las condiciones siguientes:

= si el punto @ coincide con G: rg = rg;

= siel S.Q. es inercial: ag = 0 (en este caso no basta que sea vg = 0, Q
debe ser un punto fijo, es decir, que esté constantemente en reposo);
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= si, sin ser el S.Q. inercial, la aceleracion de @ esta dirigida hacia G:
(rq—ra) |l aq.

Como resultado de la discusion anterior se extrae una recomendacion im-
portante a efectos practicos:

no conviene nunca aplicar la ecuacién del momento cinético
(6.12) en puntos que no sean o bien fijos, o bien el centro de
masas.

La razén es que los términos correctores que habria que manejar en otro
caso no tienen una interpretacion fisica clara, siendo muy facil que den lugar
a confusiones.

A estos efectos es importante destacar que no es lo mismo un punto fijo
que un punto que tenga velocidad nula en un instante (en este ultimo caso
el punto puede tener aceleracién no nula, con lo que el término corrector en
(6.24) serfa no nulo). Otra posible fuente de error es confundir la velocidad
de un punto definido por un criterio geométrico (velocidad de «sucesiony ),

con la velocidad del punto del sélido que coincide con él en un instante
dado?.

6.3.3. Enmergia cinética

Calculamos primero la relacién entre las medidas de la energfa cinética
T (absoluta) y T5“M (relativa al S.C.M.):

1 1
T= Z imivf = Z §m,~(vG +v;) - (vg + )
1

= Z %mw? + Zmi’/i UG + Z %mwé )

defpsom =0

4Esto ultimo ocurre a menudo cuando se toman momentos respecto del punto de
contacto de dos soélidos, como en la rodadura de un disco sobre una recta. El punto de
contacto entre ambos se traslada sobre la recta al rodar el disco, por lo que su velocidad
no es nula; sin embargo, es el centro instantdneo de rotacién en cada instante, por lo
que la velocidad del punto del disco situado sobre él en cada instante si sera nula. Por
ejemplo, para un sélido plano que rueda sin deslizar sobre una recta, el momento cinético
relativo al punto del so6lido que esta sobre el centro de rodadura es Hg = If?, siendo
Ig el momento de inercia. No se cumple, salvo en algunos casos particulares, la ecuacion
Mg = (d/dt)Hg = IoQ, por ser Q un punto cuya velocidad es instantdneamente nula
pero que tiene aceleraciéon no nula
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es decir:

1
= iné + T5CM (Teorema de Kinig) (6.25)

La energia cinética del sistema se puede descomponer por tanto en la suma
de la de una particula con toda la masa M que se moviera con GG, maés la
energia cinética relativa al S.C.M. El primer sumando se puede interpretar
como el debido al movimiento de traslaciéon del sistema, mientras que el
segundo corresponde al movimiento relativo al centro de masa.

Si se calcula lo mismo respecto al S.Q)., resulta

1
T:TSQ—iMUé—FM'UQ-vG

expresion que se reduce a la anterior para = G. Volvemos a advertir al
igual que ya se hizo para el momento cinético, para evitar posibles errores
en la aplicacién del teorema de Konig, de la inconveniencia de aplicar esta
dltima reduccién a un punto @) distinto de G.

Tomando una variacion elemental (diferencial) de T9¢M

d75¢M = Zmladt v, = Zmzal dp;

Pero:
F,=m;a; = mi(ai + CLG') = mia; = F; —myaqg,

luego
d79°M — Z F;-dp, — (Z m;dp;) -ag = Z F;-dp, .

7 2
— —
=0 defqwsem

Por lo tanto

dTSCM — dWSCM

es decir, se cumple también la ecuacion de la energia cinética (6.15) en el

sistema del centro de masa, a pesar de que no sea inercial.

6.3.4. Aplicacion: sélidos rigidos con movimiento plano

Como aplicacién de los teoremas generales expuestos arriba, resumimos
a continuacién los resultados principales para el caso concreto de soélidos
rigidos con movimiento plano. No se pretende una exposicién rigurosa ni
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detallada de este tema, que se considera ya conocido a partir de cursos
anteriores.

Se entiende por s6lido rigido un sistema en el que la configuracién rela-
tiva de todas sus particulas no sufre variaciéon, no se producen distorsiones
ni cambio de distancia entre las particulas del mismo. La condicién de mo-
vimiento plano indica que las velocidades de todos los puntos pertenecen a
un plano dado II, es decir son perpendiculares a una determinada direccién
k fija (la normal a II). El plano del movimiento se puede caracterizar por
las coordenadas cartesianas (x,y), o bien los versores de la base (¢,7) (que
forman un triedro a derechas con k=1 A j.

Ademas el sélido estara constituido en el caso méas general por una masa
distribuida a lo largo de un cierto dominio B C R?, con densidad mésica p
por unidad de volumen. Considerando la seccion B de B por el plano del
movimiento, es posible también definir una densidad masica por unidad de
area, que llamaremos p para diferenciarla de la volumétrica:

dm = pdV = pdA.

Asi, la masa del sélido sera

M = [ﬁdA. (6.26)
B
El centro de masas se obtiene mediante
1
= — pd A . 6.27
ra= 7 77 (6.27
Magnitudes cinéticas
Cantidad de movimiento.— Se expresa de la misma manera que un
sistema general:
P, =Mz
P= / vjpdA = Mvog = | _° < (6.28)
B P, y = Mya
Momento cinético.— Para expresar el momento cinético debemos in-

troducir una nueva magnitud definida por la geometria de masas del sélido,
el momento de inercia respecto de un punto® O:

Io :/f2 pdA, (6.29)
B

SEstrictamente hablando, seria el momento de inercia respecto de un eje perpendicular
al plano que pasa por el punto dado.
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donde las distancias r estdn medidas respecto al punto O en el que se toman
momentos. Dada la constancia de la geometria de masas de un sélido rigido,
el momento de inercia respecto a un punto dado del mismo es una constante.
El teorema de Steiner permite relacionar el momento de inercia respecto a
un punto cualquiera con el que corresponde al centro de masas:

Ip = I + MOG” . (6.30)

Consideramos en primer lugar el momento cinético respecto de un punto
con velocidad nula, que se toma como origen de coordenadas. La expresion
es

Ho:/rAvﬁdA. (6.31)
B

Teniendo en cuenta que v = Qk A r, la integral resulta
Ho = (/ 7 ﬁdA) Qk . (6.32)
B

Puesto que tanto el vector momento cinético como la velocidad angular
necesariamente llevan la direccién del versor k normal al plano, se puede
prescindir del mismo en las expresiones. Empleando la definicién del mo-
mento de inercia (6.29) resulta

639

Tomando ahora para un caso general el momento respecto a G:

HG:/(r—rg)/\vﬁdA:/r/\vﬁdA—/rg/\vﬁdA
B B B
:HO—Tg/\M’l)G:Ing—Tg/\M(Qk/\Tg)
= (Io — M7r%)Qk; (6.34)

y teniendo en cuenta el teorema de Steiner (6.30),

Hg = HSM = [0, (6.35)

Energia cinética.— Consideramos en primer lugar el caso en que el
origen O tenga velocidad nula:

1 1 1
T:/vzﬁdA:/(Qr)zﬁdA = |T = -Ip0%. (6.36)
B2 B2 2
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En el caso general, haciendo uso del teorema de Konig (6.25), y teniendo
en cuenta que T9M = %1092,

1 1
T = ing + 51(;92. (6.37)

Ecuaciones de la dinamica

Balance de cantidad de movimiento.— Las ecuaciones son las mis-
mas que en el caso general:

F,=M3zi
F=Maz & | ° ¢ (6.38)
F, = Mijq
Balance de momento cinético.— En el caso en que O sea un punto

fijo% las ecuaciones de balance resultan directamente de derivar 6.33,

Mo = Io%. (6.39)

En un caso general se puede derivar el momento cinético respecto a G
(6.35):

Mg = I, (6.40)

Esta tltima expresion es de validez general, siendo posible emplearla en
cualquier caso, con independencia de que exista o no un punto fijo.

Las tres ecuaciones (6.38)1, (6.38)2 y (6.40) se denominan ecuaciones
cardinales de la dindmica, siendo necesarias y suficientes para determinar
en un caso general la dinamica de los tres grados de libertad del s6lido en
movimiento plano (zg,yg, 0).

EJEMPLO 6.7: Un semidisco homogéneo de masa M y radio R se mueve en
un plano vertical fijo, rodando sin deslizar sobre una recta horizontal. Se
pide:
a. Si el semidisco estd en un instante determinado con su diametro de
borde vertical y con velocidad de rotacion Q (figura 6.16), obtener la
aceleracion angular Q) v la reaccion de la recta en el punto de contacto.

b. Mismas cuestiones, pero ahora para el semidisco en una posicién ge-
nérica definida por el dngulo 6 (figura 6.16).

% Es importante remarcar la condicién de punto fijo en O, no bastando con que la
velocidad instantédnea sea nula. Por ejemplo, en un punto de rodadura no es posible tomar
momentos en un caso general, ya que el punto O de rodadura varia con el movimiento, el
momento de inercia /o no corresponderia a lo largo del tiempo al mismo punto material
y por tanto, salvo casos particulares, tendra derivada no nula.
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Figura 6.16: Ejemplo 6.7 . Configuracion con didmetro de borde vertical y
configuracion genérica, definida por el dngulo 6.

Solucion.

a.— Se trata de un sistema rigido y plano, que se puede resolver de
forma general mediante las ecuaciones cardinales de la dindmica, que en
este caso son tres (dos del balance de cantidad de movimiento y una del
momento cinético en G). La condicién de rodadura restringe dos grados de
libertad, por lo que el movimiento tiene un sélo grado de libertad, aunque
ademas debemos considerar las incognitas de las componentes de la reacciéon
en la recta (H,V).

En primer lugar, aplicando el teorema de Guldin calculamos la posicion
del centro de masas:

1 4 — 4R
ond | =7R? ) = -7 R? d= = —,
<2 R ) 3 R = oG 3

Las ecuaciones de la dindmica las aplicaremos tomando momentos en G, por
lo que calculamos el momento de inercia en este punto. (Obsérvese que el
punto de rodadura C' no es un punto fijo, por lo que en general no es valido
tomar momentos en él, aunque la tentacion es fuerte ya que las reacciones
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incégnita no dan momentos en este punto.)

LS T 2 (L1613 3 R
Io = 3MR* I =1Io Md_<2 97r2)MR

Mediante un anélisis elemental del campo de aceleraciones resulta:

io = —Rf: jo=0;
4R 4R ..
= RO — 792 g = ——0
37
Ya podemos escribir las ecuaciones cardinales de la dindmica. En primer
lugar, las de balance de cantidad de movimiento:

H=Mig=-M (R9 + ?)RQQ> (6.41)

4R ..
V — Mg—MyG——M—H (6.42)

La ecuacion del momento cinético es:

HR + V@ =Ig0 = L2100 arr2g, (6.43)
2 972

Entre las tres ecuaciones (6.41), (6.42) y (6.43) se despeja para obtener el
resultado pedido:

o= 9877 (R+62>'

H= -2 (29 — REY): (6.44)
97
_ 32 32

Puede comprobarse que, de haber tomado momentos en el punto de roda-
dura C, los resultados habrian sido distintos (e incorrectos).

b.— En este caso (figura 6.16), las componentes de la aceleracion de
G son:
. AR . AR ..
=—RO - —RGQ sen 6 + —RH cosf

AR . AR ..
o = —R€2 cosf + —Rﬁsene
3 3m
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Las
tan:

ecuaciones cardinales de la dindmica, tomando momentos en G, resul-
. 4R. AR .
H=M (—RH — —6?senf + —0 cos 0)
3 3

AR . AR ..
V-—Mg=M <R920080+Rﬂsen9>
3 3

4 4 (1 16 .
<R—37TCOSQ>—V37TS€H€—<2 971_2) MRH
(6.46)

Con algo més de trabajo podemos despejar de estas tres ecuaciones los
resultados buscados:

i 8(g/R +6?)sen
N 91 — 16 cos 6
- %M (6gm — 3RO?*1 + 8RH? cos § — 8g cos B) sen § (6.47)
3 (91 — 16 cos )
V= Mg+ 1,32 sen? § 4 36w RO? cos 6 — 32RH?(1 + cos? 0)
3 (9 — 16 cos 0)

Como comprobacion, podemos ver que al particularizar § = —7/2 en estas
expresiones se obtienen las mismas del caso anterior (6.44). O
EJEMPLO 6.8: Sea un sistema binario constituido por dos particulas de
masas mi y meg que se atraen con una fuerza central proporcional a su
distancia s, es decir, F' = —ks. Ademas, el conjunto se halla sujeto al campo

gravitatorio simplificado terrestre. Se pide:

a.

Obtener la expresion de la energia (potencial méas cinética) del con-
junto en funcion exclusivamente de las coordenadas de su C.D.M.
(za,ya), su distancia (s), y el angulo (¢) que forma el segmento mq mo
con una direccion fija.

Misma cuestion con la cantidad de movimiento y el momento cinético.

. Obtener las integrales primeras del movimiento para las coordenadas
anteriores.

Obtener la ecuacién diferencial de 2.° orden del movimiento en funcion
exclusivamente de la coordenada s.

. Tomando ahora como coordenadas las cartesianas absolutas de la par-
ticula my que llamaremos (74, 7,) y las relativas de mo que denomi-
naremos (S, sy), obtener las ecuaciones de la dinamica y comprobar
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que las trayectorias relativas de cada particula respecto de la otra son
elipses.

Figura 6.17: Ejemplo 6.8;

my

Solucion.

a.— Al tratarse de fuerzas centrales el movimiento es plano y sélo
se necesita estudiar la configuraciéon dentro de un plano zy fijo, con los
parametros indicados en el enunciado (z¢, yg, s, ¢).

Establecemos unos parametros auxiliares (s, s2) que definen las distan-
cias de las particulas respecto al centro de masas G (figura 6.17). Aplicando
la definicién de centro de masas se tienen las relaciones

ma m1

S1 = S5

6.48
ml + mog ( )

= —"s5
ml 4+ mo
Aplicando el teorema de Konig (6.25), la energia cinética es

1 . . 1 ) . 1 . ,
T = 5(ma+ma) (@G +9¢) + 5ma (31 + s1¢%) + 5ma(33 + s2¢°);

teniendo en cuenta las expresiones (6.48), y llamando

M = (m1 + mg) (masa total) ;
mims

= — masa equivalente) ,
e q )
se llega a:
1 1
T = M (@G + &) + 5u(s* + 5%7). (6.49)

Por otra parte, la energia potencial es
1
V= 5]4382 + Mgyc .
Por lo tanto la energia total resulta

1 1 1
E=T+V= §M(d%~ + &) + 5#(32 + 529%) + §k82 + Mgyg. (6.50)
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b.— La cantidad de movimiento resulta trivialmente
P = (ijg,Myg) . (6.51)
El movimiento es plano, por lo que el momento cinético puede caracterizarse
por el valor escalar Hg:
HA~ = 2 2
G = M1S1p + m283p,
y aplicando las expresiones (6.48) se llega a

Hg = ps*p. (6.52)

c.— Las fuerzas aplicadas son o bien centrales (atraccion elastica) o
paralelas (gravedad simplificada), por lo que el momento de las mismas en
G se anula, de donde se deduce la constancia del momento cinético:

Mg=0 = s’p=C (cte) (6.53)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas, por lo que se con-
serva la energia total, dada por la ecuacion (6.50). Dentro de esta ecuacion
podemos dividir la energia en dos componentes, una correspondiente al mo-
vimiento del C.D.M. y otra al movimiento relativo:

1 1 1
E = 5M(jc%‘; + &) + Mgyg + 5”(52 + 520%) + 5!@32 . (cte)  (6.54)

E1 E2

La energia E; del C.D.M. corresponde a un movimiento parabdlico y es
constante:

d 1 L . .

— By = - MQ2i¢ ic +29¢ i )+ Mgye =0;

dt 2 ~— <~

por tanto podemos establecer como integral primera la constancia de la
energia Fs del movimiento relativo:

1 1
Ey=FE—E, = §,u(52 + 52p%) + 5k32 (cte.) (6.55)

Empleando la otra integral primera (6.53) se puede eliminar ¢ para obtener
finalmente

1 (., C? 1,
E, = e <3 + S2> + ikzs (cte.) (6.56)
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d.— Podemos obtener una ecuacion diferencial de 2.° orden de la di-
namica aplicando directamente la expresion (5.15) valida para sistemas con
fuerzas centrales:

[ (s - Sj) = F(r) = —ks. (6.57)

Esta misma expresién se puede obtener derivando la ecuacién que expresa
la constante de la energia (6.56).

e.— Con los parametros dados (rs, 7y, sz,Sy) se pueden plantear las
ecuaciones fundamentales de la dinamica para cada masa y cada direccion:

mi¥, = kSy ;

miity = —mig + ksy ; (6.58)
ma(iy + 85) = —ksy; '
ma(iy + 8y) = —mag — ks, .

Mediante las ecuaciones (6.58)1 y (6.58)3 se puede elminar #,. Analogamen-
te, mediante (6.58)2 y (6.58)4 se elimina 7. De esta manera se obtienen las
dos ecuaciones reducidas siguientes:

Wy + ks =0;  pdy+ksy=0. (6.59)

(Este razonamiento es analogo al que se aplica en el apartado 5.1 para
realizar la reduccion general del sistema de dos cuerpos.)
Las soluciones generales de las ecuaciones anteriores son

sz(t) = Asen(wot + ¢z);  Sy(t) = Bsen(wot + ¢y),

siendo wy = \/k/pny A, B, ¢z, ¢, constantes que dependeran de las condicio-
nes iniciales. Estas ecuaciones definen paramétricamente una elipse, como
se vi6 en el apartado 3.2. Por tanto, las trayectorias relativas de cada masa
respecto de la otra son elipses. O

6.3.5. Constantes del movimiento en sistemas aislados

En un sistema aislado, todas las fuerzas exteriores desaparecen. Resu-
miendo los diferentes resultados presentados en apartados anteriores (veanse
las ecuaciones (6.8), (6.7), (6.19), (6.25), (6.22)), es posible establecer 10 in-
tegrales o constantes del movimiento:
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P = Mvg = cte. Conserv. cantidad de movimiento
P o
rg(t) — Mt =rg(0) Th. movimiento del C.M.

A 1 .
E=T+ V"™ = §M vd + T5M L Vit Conserv. energia

Ho=Hg+rgNP Conserv. momento cinético

(6.60)

Las magnitudes {P, r5(0), E, Hp} constituyen las diez constantes
clasicas del movimiento del sistema de N particulas aislado.

Es posible demostrar’ que estas diez constantes provienen de la inva-
riancia de las leyes de la mecanica ante las transformaciones méas generales
que convierten un sistema inercial en otro inercial, es decir, que mantienen
invariantes las leyes de la mecénica:

s Rotacion R : r +— ' = Rr, asociada a la conservaciéon de Hp. Al
ser R ortogonal® (RT = R™1), este tensor de rotacién depende solo
de tres parametros.

s Traslacion a : r— v = r + a, asociada a la conservacion de P.

» Transformacion de Galileo® w : r + v’ = r 4+ wt, asociada al Th.
del movimiento del centro de masa.

s Traslacion de tiempo s : t — t' =t + s, asociada a la conservacion de
la energia E.

Un planteamiento similar se puede realizar a partir de la funciéon Lagran-

giana en dindamica analitica, cuestién que se describira en el apartado 7.7.

6.4. Trabajos virtuales

Los principios y teoremas generales expuestos en los apartados 6.2 y 6.3
provienen directamente de las leyes de Newton, aunque deben reconocerse
también algunas contribuciones clave debidas a Euler, como el principio del

"Ver p. ej. F. Scheck: Mechanics—from Newton’s Laws to Deterministic Chaos, (2.2
ed.), Springer-Verlag, Berlin (1990); apartados 1.12 y 1.13

8En el apartado 8.6.4 se discuten las rotaciones rigidas y se analiza la propiedad de
ortogonalidad para las mismas.

9Una version mas simplificada de esta transformacion se presenté en el apartado 1.3.
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momento cinético. Por este motivo los métodos asociados se suelen denomi-
nar de «Newton-Euler».

En este apartado se presentan los principios y métodos basados en des-
plazamientos o trabajos virtuales. Seria posible postular estos principios
bésicos de manera independiente a los principios de Newton-Euler, pudien-
do servir de base para construir sobre ellos toda la mecénica. A diferencia de
las leyes de Newton, formulan directamente las ecuaciones para la estatica
o la dindmica de manera conjunta para todo un sistema, y no particula a
particula, por lo que revisten un especial interés para el estudio de sistemas
de varias particulas.

Comenzaremos por definir el concepto de Desplazamientos virtuales. En
un sistema de N particulas, se denomina asi a un conjunto de desplaza-
mientos infinitesimales arbitrarios de cada particula del sistema, {dr; (i =
1,...N)}. En contraposicion a los desplazamientos infinitesimales reales,
{dr; (i =1,...N)}, los desplazamientos virtuales son una entelequia, que
nos servird para formular el principio de los trabajos virtuales; se trata de
desplazamientos ficticios, inventados, que tienen lugar en un instante dado
(«congelado») de tiempo. Por el contrario, los desplazamientos infinitesi-
males reales {dr;} se producen en el movimiento real, durante un intervalo
dt, y se pueden expresar como diferencial de las funciones que definen el
movimiento, {r;}.

Aunque en principio {d7;} son completamente arbitrarios (pudiendo vio-
lar incluso los enlaces del sistema), en la practica emplearemos desplaza-
mientos virtuales compatibles con los enlaces en la mayoria de los casos.

Imaginemos en primer lugar un sistema en equilibrio, condicién que
queda expresada por ©; = #; = 0, (i = 1,...N). Al ser la aceleracion
nula, la fuerza total sobre cada particula debe ser nula; descomponiendo
ésta como suma de las fuerzas activas (f;) y reactivas (R;),

Fi=f,+R;=0 Vi=i,.. N. (6.61)

El trabajo virtual realizado por las fuerzas F'; para cualquier conjunto de
desplazamientos virtuales {07;} es, por tanto, también nulo:

oWESFori=0  v{or}. (6.62)

7

La equivalencia entre estas dos expresiones funciona también en sentido in-
verso: si se verifica la igualdad (6.62), se ha de verificar a su vez (6.61). Para
demostrar esto bastaria ir tomando sucesivos conjuntos de desplazamientos
virtuales, con una tnica componente no nula; la igualdad (6.62) obligaria a
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la nulidad de la componente de la fuerza correspondiente; al verificarse esta
ecuacion V{or;}, se deduce que todas las componentes de las fuerzas han
de ser nulas.

Por tanto, la ecuacion (6.62), enunciada para {0r;} arbitrarios, es con-
dicion necesaria y suficiente para el equilibrio.

Aunque se podria tomar este enunciado, con {0r;} arbitrarios, como
expresion del Principio de los Trabajos Virtuales, no se suele hacer asi por
la escasa utilidad que tiene un planteamiento tan general. Es preferible
formularlo en funcién de desplazamientos virtuales compatibles, como se
describe a continuacion.

6.4.1. El principio de los trabajos virtuales

Sea un sistema con enlaces lisos (recordamos la definicion realizada en
el apartado 6.1 como aquellos en que las fuerzas de enlace no realizan tra-
bajo para los desplazamientos permitidos por los enlaces), y un conjunto de
desplazamientos virtuales {d7;}, compatible con los enlaces. Al expresar el
trabajo virtual, el término de las fuerzas de enlace se anula:

5W:Zfi'57°i+ZRi'57”i=0, V{dr;} comp.

—_———

=0
Por tanto el trabajo virtual dW se puede calcular a partir tnicamente de
las fuerzas activas (f;), eliminando las fuerzas reactivas del computo del
mismo. El principio de los trabajos virtuales reza entonces:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, es condicién
necesaria y suficiente para el equilibrio que el trabajo de las
fuerzas aplicadas para cualquier conjunto de desplazamientos
virtuales compatibles con los enlaces sea nulo:

oW =Y f;-or;=0,  V{or;} comp.” (6.63)

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que (6.63) se cumple necesariamente si se
verifica (6.61), es decir, se trata de una condicién necesaria para el
equilibrio en el sentido de Newton. Sin embargo, la suficiencia para
garantizar el equilibrio no se puede deducir directamente, como ocurria
en el caso de {0r;} arbitrarias (6.62).



6.40 Capitulo 6. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

= Para una fuerza total F'; sobre un punto dado, se verifica que F';-6r; =
0, Vi (no sumado); sin embargo, para la fuerza activa correspondien-
te f; en general es f, - dr; # 0. Es decir, los términos individuales
del trabajo virtual de las fuerzas activas no tienen porqué anularse,
aunque la suma si es siempre nula (3, f; - dr; = 0).

= Las fuerzas activas f; deben incluir tanto las externas como las inter-
nas, que en un caso general s realizan trabajo virtual. Por el contrario,
f; excluyen a las fuerzas de reaccién, que no desarrollan trabajo vir-
tual.

Estas observaciones justifican la consideracion del enunciado anterior
(6.63) como «principio», que se postula sin necesidad de demostracion. A
pesar de esto conviene mencionar que es posible encontrar algunas demostra-
ciones'? que inciden en la equivalencia del principio de los trabajos virtuales
con la estética.

Por dltimo, conviene notar que la ventaja del principio de los trabajos
virtuales es que plantea las condiciones para el equilibrio global del sistema,
sin emplear las reacciones de los enlaces lisos, que no hace falta calcular en
ningn momento.

También pueden tratarse problemas con enlaces no lisos, agregando a
la expresion (6.63) el trabajo virtual correspondiente a las reacciones de los
enlaces no lisos, como si se tratase de fuerzas activas. Dicho de otra forma,
las tnicas fuerzas de reaccidén que se eliminan de la expresion general del
trabajo virtual son las de los enlaces lisos.

6.4.2. El principio de D’Alembert

Este principio extiende el de los trabajos virtuales a la dindmica. Par-
timos para ello de la segunda ley de Newton para una particula cualquiera
del sistema:

FZ:mzrz Vi:1,...N.

Pasando las «fuerzas de inercia» (—m;#;) al lado izquierdo del signo igual,
resulta una expresion del «equilibrio dindmico», anéloga a (6.61):

Fi—mgi#; =0 Vi=1,...N. (6.64)

Aplicamos ahora el principio de los trabajos virtuales al sistema de fuerzas
nulo F'; — m;7;, anulandose, al igual que antes, el trabajo de las fuerzas de
reaccion, bajo la hipétesis de enlaces lisos. Resulta entonces el enunciado
siguiente del Principio de D’Alembert:

por ejemplo, Appell y Dautheville, en «Précis de Mecanique Rationelley
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“En un sistema material sometido a enlaces lisos, la evolucién
dindmica del sistema esta determinada, como condicién necesa-
ria y suficiente, por la anulacién en todo instante del trabajo de
las fuerzas aplicadas mas el trabajo de las fuerzas de inercia pa-
ra cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles
con los enlaces:

Z f@ . 5’)"1' — Z mm . 57"@' = 0, V{érl} Comp.” (6.65)

N———
ow

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que la condicién enunciada (6.65) es nece-
saria, a partir de (6.64). Sin embargo, no es sencillo demostrar la
suficiencia con caricter general.

» Para una particula dada sera en general (f; — m;#;) - 0r; # 0, es
decir que el sumando individual del trabajo virtual no se anula nece-
sariamente, aunque la suma extendida a todo el sistema si se anula
siempre.

= Aplica la misma observacion realizada arriba para el P.T.V. sobre la
naturaleza de las fuerzas f,.

En consecuencia, el principio de D’Alembert (6.65) debe considerarse como
un principio basico de la dindmica, alternativo a las leyes de Newton y
a los principios de Newton-Euler para dindmica de sistemas. Como caso
particular, el Principio de D’Alembert da lugar al Principio de los Trabajos
Virtuales.

Al igual que en el principio de los trabajos virtuales, el principio de
D’Alembert permite expresar la dindmica global del sistema en forma com-
pacta, eliminando las fuerzas de reacciéon de los enlaces lisos.

Cuando lo que se busca es precisamente calcular el valor de alguna reac-
cién, es posible realizarlo mediante trabajos virtuales empleando un truco.
Para ello, se considera este vinculo «liberado» y la fuerza de reaccién como
una fuerza activa normal, que tendria el efecto precisamente del vinculo.
esto nos permite tomar dr; vulnerando el vinculo. De esta manera, la reac-
cién correspondiente si realiza trabajo virtual, y la expresiéon de los trabajos
virtuales (6.63) 6 (6.65) permite calcular al final dicha reaccion.

La importancia de los métodos basados en los trabajos virtuales radi-
ca en que permiten obtener formulaciones practicas muy generales para la
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estética o la dindmica de sistemas con varias particulas (ecuaciones de La-
grange, apartado 7.2). Asimismo son la base de métodos numéricos, muy
extendidos en la practica, para la resoluciéon de problemas con numerosos
grados de libertad, como el método de los elementos finitos. Estos métodos
son de una gran importancia en la mecanica computacional y en el calculo
de las estructuras.

EJEMPLO 6.9: El sistema de la figura consta de dos poleas, una A fija, de
la que cuelga una masa ms y por el otro lado otra polea B. A su vez de esta
segunda polea cuelgan dos masas meo y ms. Los hilos son inextensibles y las
poleas lisas y sin inercia. Obtener las ecuaciones de la dinamica aplicando
el principio de D’Alembert y las aceleraciones de cada una de las masas.
(Problema de Poggendorf.)

Figura 6.18: Fjemplo 6.9; Problema
de Poggendorf.

¥ R

ms
mso

Solucion. Para definir el sistema se puede emplear la coordenada (absolu-
ta) x, medida en sentido descendente y a partir de una posicion dada de
cada uno de los elementos: (x1,x2, x3,xp). Asi en principio el sistema tiene
cuatro parametros, aunque estos se encuentran ligados por dos ecuaciones
de ligadura, por lo que el namero de grados de libertad es de dos.

Empleando también la coordenada relativa z’, medida a partir de la
posicién del centro de la polea B, las ecuaciones de ligadura son:

I1 = —TB;
Y (6.66)
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Teniendo en cuenta la definicién de las coordenadas relativas:

/ /
Ty =Ty —Xp; Ty=2T3— IR, (6.67)

las ecuaciones (6.66) se convierten en la ecuacion de ligadura siguiente en
términos de (x1, x2, x3):

1
x = —5(@ + xz3) . (6.68)

Esta ecuacion de ligadura nos permitira escribir las ecuaciones en funcion
de las dos coordenadas libres (x1,x2).
La expresion del principio de D’Alembert es:

oW = mygdx1 + magdze + msgdxs
= m1Z10x1 + MoZodxo + m3lzdxs,
V(0x1,0xe,dx3) compatibles. (6.69)
A partir de la ecuacion de ligadura (6.68) se deducen las siguientes dos
expresiones inmediatas:
0x3 = —20x1 — 0m9; T3 = —2%1 — I . (6.70)

Empleando estas ecuaciones en (6.69) y agrupando términos, se obtiene:

(m1g — 2m3g)dx1 + (Mag — m3g)dws
= [mli’l — ng(—zﬁl — .fi'Q)]éxl =+ [mgi‘g — mg(—2ji‘1 — .fg)]dxz,
V(d.%'l, (5.%'2) . (6.71)
Notese que, al ser libres, no hace falta exigir en la expresién anterior ninguna
condicion de «compatibilidad con los enlaces» a (dx1, dx2). Particularizando

para los valores (6x1 = 1,d0x2 = 0) y (0x; = 0,0x2 = 1) se obtienen las dos
ecuaciones de la dinamica:

mig — 2m3g = m1¥1 — 2ma(—2i1 — 2);

i L (6.72)
mag — m3g = maZe — m3(—2%1 — ¥2)
Despejando de estas ecuaciones el valor de las aceleraciones:

. mimg + mimg — dmgmy
xr1 =

! gmlmz + myms + 4dmgmso (6.73)
5 —3mimg + mimsa + 4mzmo '

2 p—

mimeo + mims + dmsmeo
Por ultimo, empleando la expresion (6.70)2 se obtiene la aceleracion de ms:

—3mimg + mims + dmsgms

(6.74)
O

I3 =
mimeo + mims + dmsms
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6.5. Dinamica en sistemas no inerciales.

Las leyes de Newton son validas en los sistemas de referencia denomi-
nados inerciales. Se postula, al formularlas, la existencia al menos de un tal
sistema inercial; por el principio de relatividad de Galileo (apartado 1.3),
sabemos que cualquier otro sistema de referencia que tenga un movimiento
uniforme y rectilineo respecto del primero también seré inercial. En ocasio-
nes llamamos al sistema inercial «fijo», aunque este adjetivo no se emplea
con su significado estricto, sino como contraposicion al caracter general de
un sistema «movil», no inercial.

Los sistemas de referencia que posean, bien aceleracion lineal de su origen
(ap # 0), bien rotacion (£2 # 0), no seran inerciales. En ellos no se cumplen
las leyes de Newton, por lo que no sera posible, por ejemplo, aplicar a cada
particula la ecuacion F' = ma, si la medicién de la aceleracion la realiza
un observador ligado al sistema moévil. Sin embargo, es posible estudiar la
dindmica de estos sistemas aplicando ciertos términos correctores, lo que
puede tener interés practico en algunos casos. De este tema tratamos a
continuacion.

6.5.1. Dinamica de la particula

Sea una particula observada desde dos sistemas de referencia distintos:
(S) = (Qzyz), inercial, y (5") = (0Oz'y'2’), no inercial:

z
2! P Y
p
" 2! Figura 6.19: Coordenadas de la parti-
rOO cula en sistemas de referencia inercial
(Qxyz) y no inercial (Oz'y'2").
Q

Recordemos las relaciones entre posicion (4.7), velocidad (4.8) y acele-
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racion (4.9) en ambos sistemas:

rT=T0+ P,
U:U0+Q/\P+Ure17
N———
varr
a=ao0+ QAP+ QA (QAP)+2Q A Vye] +arel
N——

Aarr Acor

donde (7, v, a) son medidas que denominaremos «absolutas» (mas preci-
samente, relativas a (S)), mientras que (p, Vyel, @re) son relativas a (S').

El término de arrastre es el que corresponde al movimiento del soli-
do rigido, es decir, el que tendria la particula sin movimiento relativo a
(S"). En el campo de velocidades es el tinico término complementario que
aparece. En cambio, para las aceleraciones aparece otro término adicional
denominado aceleraciéon de Coriolis. Expresando el principio de la cantidad
de movimiento (con aceleraciones absolutas, por supuesto):

F =ma= m(aarr + Gcor + CLrel) )

para expresarlo en funcion de las observaciones relativas a (S’) es necesario
pasar los términos complementarios a la izquierda:

F — maay — Meor = MOyl - (6.75)

Por tanto, para aplicar la ecuacién de balance del principio, es necesario
anadir a las fuerzas realmente actuantes F' unas fuerzas de inercia ficti-
cias (—maay) y (—macor), denominadas fuerzas de arrastre y de Coriolis
respectivamente.

Desarrollando su expresion, comprobamos que la fuerza de arrastre es
una funcién de punto, es decir, depende de p ademés de otros parametros
que puedan definir el movimiento del sistema movil (ap, €2, Q)

For © —mlao + QA p+ QA (A p)]
= _mf(p7a07ﬂaﬂ)'

Bajo ciertas condiciones, la fuerza de arrastre se puede expresar como el
gradiente de un determinado campo escalar y, por tanto, resulta una fuerza
conservativa. Por ejemplo, si se verifica que 2 = 0,

Farr = _m[a’O - QQP + (Q : p)ﬂ] )
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multiplicando escalarmente por dp obtenemos el trabajo elemental de esta
fuerza; si suponemos ademas que ap es constante, comprobamos que es una
diferencial exacta:

F. - dP = —maop - dp+mQ2P : dp - m(ﬂ ’ p)(ﬂ : dp)

m m
=d[-maop - p+ EQQ,O2 — E(Q - p)?;
la funcién potencial de la que deriva es un campo escalar constante, —V (p),
por lo que la fuerza es conservativa:

Farr'dp:_dv7

siendo
def m m
V(p) = mao-p— EQQpQ + E(Q -p)*.
Por el contrario, la fuerza de Coriolis no tiene una interpretacién clara,
al depender, no sélo de la posicién p, sino también de la velocidad relativa

Urel-

6.5.2. Dinamica de sistemas de varias particulas

Para un sistema formado por un conjunto de particulas, el estudio en
una referencia no inercial debera hacerse aplicando las fuerzas ficticias (6.75)
descritas en el apartado anterior a cada una de sus particulas. Al ser las
expresiones de estas fuerzas lineales en p y v, parece logico esperar que su
resultante tenga también una expresion sencilla, en funcién del movimiento
del centro de masas G.

> Figura 6.20: Sistema de varias particulas en
gt una referencia no inercial; la posicion de
0 I cada particula es p;.
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Supongamos un sistema de N particulas {m;}, siendo:

def
]\4227%Z
%

La resultante de las fuerzas de arrastre es:
def .
Fur = =) mi(@an)i = —[Mao + QA mip; + QA QA mip;)]
= —[Map+MQApg+MQUA(QApg)],

y la resultante de las fuerzas de Coriolis:

Foor © =" mi29 A (via1)i] = —[M 22 A (v6) 1]

Expresiones que resultan de utilidad para aplicar la ecuacién de la cantidad
de movimiento y determinar la posiciéon del centro de masa. Sin embargo,
las expresiones de la ecuaciéon del momento cinético no son lineales en p vy,
por tanto, no resultan tan ttiles. Volveremos esto més adelante para el caso
del solido rigido (capitulo 9).

6.5.3. Ejes ligados a la superficie de la tierra

Un sistema muy aproximadamente inercial serfa uno con origen en el
centro del Sol y direcciones de los ejes fijas segiin las galaxias mas lejanas.
Este sistema es adecuado para observaciones astrondémicas.

Es posible considerar también un sistema con origen en el centro de la
Tierra y orientacion fija en relacion con las galaxias lejanas. Cometeriamos,
respecto al caso anterior, el error debido a la aceleracion del centro de la Tie-
rra en su movimiento casi circular alrededor del Sol, es decir, la aceleracion
centripeta. El error cometido por este término se ve muy aproximadamente
compensado por la atraccion gravitatoria del Sol:

F + Fsol = magp + May ,

donde ap es la aceleracion del centro de la tierra. Fy, =~ mao, por lo que
eliminando estos dos términos queda:

F =~ Maye] -



6.48 Capitulo 6. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

Es decir, si prescindimos de considerar la atraccion gravitatoria del sol, el
sistema resulta muy aproximadamente inercial.

Sin embargo, para describir movimientos «normalesy, en la superficie
terrestre y a escala humana, los sistemas anteriores poseen una complejidad
a todas luces excesiva. Es conveniente a menudo considerar un sistema de
ejes ligados a la superficie de la Tierra, que giran con la misma, ademas de
acompanarla en su movimiento de traslacién alrededor del Sol. Debido al
movimiento de rotaciéon de la tierra estos ejes no son inerciales. A continua-
cion evaluaremos el error que se comete aplicando en ellos las ecuaciones de
la dindmica, con férmulas aproximadas de correccion.

Figura 6.21: Triedro ligado a
la superficie de la tierra, en un
punto O. La direccion x apun-
ta al este, la y al norte, y la z
segun la vertical ascendente.

Suponemos la Tierra esférica y, en cada punto de su superficie, los ejes
siguientes: z segtn la vertical del lugar, = segtn el paralelo (positivo hacia el
Este), e y segtn el meridiano (positivo hacia el Norte). Estudiamos en estos
ejes en primer lugar el equilibrio de los cuerpos en reposo, y a continuaciéon
la dindmica de los cuerpos en movimiento de caida libre.

Desviaciéon de la plomada.—

Sea una particula estacionaria en relaciéon con la superficie de la tierra,
vrel = 0. La tnica fuerza no inercial es la de arrastre, pues la fuerza de
Coriolis se anula. El vector €2 de rotacion de la Tierra, en funcién de los
ejes que hemos definido es (figura 6.22):

Q = Q(cos \j + sen \k)

El vector posicion (medido desde el centro de la Tierra) es

r=Rk+ p~ Rk,
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A

Figura 6.22: Proyecciones de la velocidad de
rotacion €2 sobre las direcciones Oz y Oy si-
tuadas en el plano del meridiano.

restringiéndonos a puntos proximos a la superficie de la Tierra. Esta tiene
una velocidad de rotacion constante en modulo y direccion (en una primera
aproximacion), siendo € = 27/86 164rad/s''. Teniendo en cuenta que la
aceleracion del origen del triedro movil (punto situado en la superficie de la
Tierra) es ap = QA (A RE):

—MAay = —mlao + LA (Q A p)]
=-—m[QA QA (Rk+p))] = —m[QA (Q2A RE)]
—m[(Q - Rk)Q — Q*REK]
= —mQ? Rcos) (sen\j — cos \k)
—— L

dist. al eje versor perp. eje

Por tanto la plomada seguira la direccion de una gravedad aparente g’
(figura 6.23) definida como:
g def g — Q*Rcos A(sen A\j — cos \k) .

El efecto de modificacién aparente de g, en mddulo, es méximo en el
Ecuador. Alli, la disminuciéon de g vale:

2w 274 %107
O°R = = 2
R <86 164) < . > 0,03367 m/s

Lo que representa alrededor de un 0,3 % del valor medio de g = 9,81 m/s.
Fuera del Ecuador, se ve también alterada la direccién de g, no estando
dirigida exactamente hacia el centro de la Tierra, aunque la modificacion
en moédulo es progresivamente menor.

"La tierra efecttia una vuelta completa (27) en un dia sidéreo (86164s). En un dia
solar (86400s) la rotacion efectuada es algo mayor que 2w, siendo ésto necesario para
volver a enfrentarse al sol al desplazarse la tierra en su orbita.
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Figura 6.23: Desviacion de la
plomada por efecto de la fuer-
za de arrastre (—magay), 0b-
teniéndose la «gravedad apa-
rente» g'.

Desviacién por la aceleracion de Coriolis.—

Si el cuerpo esta en movimiento respecto de la superficie terrestre (v, #
0) es necesario ademaés considerar la fuerza de Coriolis. Hemos visto antes el
efecto de modificacion de la gravedad aparente (g’) por virtud de la fuerza
de arrastre. La ecuaciéon de la dindmica se puede expresar como:

F
r=—+g —2Q A v
m

En el desarrollo que se realiza a continuacion, admitiremos que el desplaza-
miento sobre la tierra es pequeno, por lo que se mantiene aproximadamente
constante la latitud () asi como la direccion de g’, que como hemos visto
antes sufre una desviacién muy pequena respecto a g, dependiendo de la la-
titud. Tomamos los ejes de forma que k coincida con esta vertical aparente,
definida por g’:

i J k
2 AN v =20| 0 cosA sen A
Ty Z

=2Q[(2cos A — ysen \)i + & sen \j — @ cos Ak];
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si llamamos a las fuerzas aplicadas por unidad de masa F/m = Xi+Yj +
Zk, resultan tres ecuaciones escalares:

=X —2Q(Z2cos A — ysen \)
J=Y — 2Qisen A (6.76)
2=7— g+ 2Qxcos A

Estas ecuaciones son de aplicaciéon general para el caso de proyectiles o
cuerpos moviles de corto alcance, en que son validas las hipoétesis realizadas
arriba. En caso contrario seria necesario considerar la variaciéon de A en el
movimiento.

EJEMPLO 6.10: Caida de un cuerpo sometido tnicamente a la gravedad
terrestre, partiendo del reposo, desde una altura h.

Solucion. Al no existir otras fuerzas sera X =Y = Z = 0. Las condiciones
iniciales son

1'0:0, yozo, Zth,

0=0, =0, 2 =0.
Integrando las ecuaciones, para lo que suponemos A = cte., se obtiene:

&= —=2Q[(z — h)cos A\ — ysen )|
Y= —2Qxsen A
Z=—gt+ 2Qxcos A

Sustituimos estos valores calculados para ¢ y Z de nuevo en la ecuacion
(6.761). Para ello consideramos que, puesto que  es pequenio, se pueden
despreciar los términos de segundo orden (O(0?)):

&= —=2Q[(—gt + 2Qx cos A) cos A + 2Qx sen Asen A]
~ 2Qgt cos \ (6.77)

Las desviaciones en jj y # son infinitésimos de segundo orden (O(92?)), por
lo que su efecto frente a & se puede despreciar:

i = —2Qsen \M{—2Q[(z — h) cos A — ysen ]} = O(Q?)
5= —g+2Qcos \{—2Q[(z — h) cos A — ysen A} = —g + O(Q?)
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Por ultimo, integrando dos veces la expresion aproximada (6.77):
i = Qgt® cos \,

Q
T = §gt3 cos \.

Este tltimo valor indica una desviacion hacia el Este (sentido positivo de
z). En funcion de la altura de caida, se puede escribir como

Q /8h3
T = —4[—— COSA.
3\/ g

En las otras direcciones las desviaciones son pequenas. ]
EjEMPLO 6.11: Circulacion atmosférica en zonas de bajas presiones.

Solucion. En una zona de baja presion (lo que los meteordlogos llaman
borrasca) las particulas de aire tienden a desplazarse hacia el punto de
presién minima, por efecto del gradiente de presion. La velocidad generada
por este movimiento da lugar a una fuerza de inercia de Coriolis:

—2mQ A v = 2mQu[sen \(sen ai — cos aj) + cos A cos ak]

: ; Figura 6.24: Lineas isobaras y cir-
' ' B ‘ ‘ culacion del aire en una borrasca por
: ': efecto de la aceleracion de Coriolis
(hemisferio Norte).

El primer término de esta fuerza es horizontal, y origina una desviacion
consistente hacia la derecha en el sentido del movimiento, siempre que sea
sen A > 0 (es decir, en el hemisferio Norte). Eventualmente, se produce una
circulacion estacionaria alrededor del centro de bajas presiones, a modo de
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v =v(cosat+senaj
( J) Figura 6.25: Fuerza de

Coriolis horizontal de-

bida a la wvelocidad en

\\? la superficie de la tierra
T (hemisferio Norte).

(Feor)mr = 2mQusen A(senat — cosa j)

remolino, cuando el gradiente de presiones es contrarrestado por la fuerza
de Coriolis y por la propia fuerza centrifuga del movimiento circular. Este
efecto produce una circulacion en sentido antihorario en el hemisferio Norte.
En el Sur es sen A < 0, por lo que la circulacién de las borrascas serd en
sentido horario. O

6.6. Sistemas de masa variable

6.6.1. Sistema puntual: ecuacién fundamental

En la mecénica clasica la masa de una particula, o de un conjunto dado
de particulas, es constante. Por tanto, un sistema mecanico que no pierda
ni gane particulas mantiene su masa invariable.

La variaciéon de masa en un sistema procede de la pérdida o ganancia de
particulas. Esto puede ocurrir cuando el sistema quede definido por ejemplo
por el criterio de las particulas contenidas dentro de un recinto determinado.
Como veremos en lo que sigue, la variaciéon de masa produce a su vez una
variacién de la cantidad de movimiento del sistema, interpretable a partir
de una fuerza ficticia equivalente.

Consideramos en primer lugar un sistema asimilable a una particula (es
decir, un sistema del que sélo interesa estudiar el movimiento de su centro
de masa G). En un instante ¢, el sistema posee una velocidad v y una
masa m. Supondremos que la masa de este sistema varia, por efecto de la
incorporacion o pérdida de particulas, de forma que a lo largo de un intervalo
infinitesimal dt¢ se incorpora la masa dm con velocidad u (en caso de pérdida
de masa, serd dm < 0). En un instante inmediatamente posterior, ¢ + dt,
el sistema tendrda una masa m 4+ dm y una velocidad v + dv. De forma
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esquematica la variacién de cantidad de movimiento se plantea como:

instante t instante ¢t + dt
=
mv +dmu (m + dm)(v + dv)

dm . L .
0O Figura 6.26: Variacion de masa en un sistema
— . .. L3 .
u por incorporacion o pérdida de particulas.
T
v

La resultante de todas las fuerzas externas (resistencias pasivas, grave-
dad, etc.) la representaremos por F'. Expresando el balance de la cantidad
de movimiento en ese intervalo infinitesimal:

Fdt = (m +dm)(v +dv) — (mv +dmu)
=mdv +dm(v —u) + dmdv,

y despreciando infinitésimos de segundo orden, resulta:

dv dm
— = —(u— F.
my gr (u—v)+
Definiendo: v,¢; dof o — v, velocidad relativa de la masa que se pierde o

incorpora; q def dm/dt, tasa de incorporacion de masa (serda de pérdida si
dm/dt < 0), se obtiene la siguiente ecuaciéon fundamental:

md—qtj = qU,q + F. (6.78)

En definitiva, la variacién de masa produce un término adicional a las
fuerzas, de valor qu,.;. Por ejemplo, en el caso de movimiento segin un
eje, la pérdida de masa (¢ < 0) producird un empuje neto en direccion de
la marcha, siempre que la masa perdida salga despedida «hacia atrés» (es
decir, si (u — v) lleva sentido opuesto a v).

6.6.2. Sistema con masa distribuida

Para el caso general de un sistema de varias particulas, {m;, i =
1,... N}, es preciso aplicar las ecuaciones generales de la dindmica de sis-
temas, junto con la ecuacion fundamental (6.78) a cada parte del sistema
asimilable a una particula.
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Cantidad de Movimiento

Suponiendo constante la velocidad relativa de la masa que se incorpora
o pierde, v, = u; —v;, y efectuando la suma para el conjunto de particulas,

Zmz Z [dm’vrez + F]

es decir

dM
Mag = TS
por lo que el efecto sobre el movimiento del centro de masa coincide con lo
visto para el caso de una particula (6.78).

Supongamos ahora un caso mas general en el que la velocidad relativa
de incorporaciéon de masa no sea necesariamente constante para todas las
particulas, pero si lo sean la velocidad absoluta de la masa incorporada o
perdida wu, y la tasa especifica de incorporaciéon de masa 3, definida por

Vel + F, (6.79)

def 1 dm,z
B m; dt
Entonces: d AM
mz
1Y M - T34
i =p Z miv; = fMve = v
dt N T T ¢

7

Por lo que, llamando v, dof 0 — Vg, se obtiene la misma expresiéon que
antes (6.79).

Momento Cinético

Para expresar el balance del momento cinético del sistema es necesario
considerar el momento de las fuerzas debidas a la variacién de masa:

*HO—Z% [ “(Vret)i +FZ}

s
= Mo+ Y ri A —(Vret)s
:

dt

no es posible simplificar més esta ecuacién para establecer una expresion
analitica general. Por ello, en cada caso particular seré necesario tener en
cuenta el momento debido a cada uno de estos sumandos.



6.56 Capitulo 6. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

6.6.3. Aplicaciones
Propulsién a Chorro en el Vacio

Un cohete o nave espacial en el vacio no puede impulsarse mediante
hélices o turborreactor, ya que falta un medio en el que «apoyarse».

Figura 6.27: Propulsion a chorro por expulsion del com-
bustible quemado.

La propulsién se produce por la pérdida de la masa de combustible
quemado, que sale expulsada con una velocidad menor que la del cohete
propulsado (u < v, siendo v positivo en la direccion de avance). Si el empuje
se produce de forma simétrica, la resultante estara alineada con la direccién

axial:

F d
dv = —dt + —mfvrel
m m

Integrando entre el instante inicial (¢t = 0) y un instante genérico t:

Si v = w (cte.), entonces:

t
v — vy = —dt —wln
o m

mo
m

Examinando esta expresion, se desprende que para optimizar la propulsiéon
sera conveniente:
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1. Que la relacion (mg/m) sea maxima, lo que se consigue minimizando
el peso muerto;

2. Disminuir las resistencias pasivas (incluidas en F');

3. Aumentar la velocidad relativa a los gases de salida, w.

Turborreactor

En un turborreactor se produce una tasa de admision de aire q,, que es
expulsado una vez ha reaccionado con el combustible, cuya tasa es g..

Figura 6.28: Propul-
o + € da s10n en un turblorreac—
\ tor; el empuje neto
[ oo | v . ': proviene de la admi-
! sion de aire (qq) y de
> la expulsion de pro-
ductos de combustion
— (de + qa)-

Por lo general, g. < q,. En la direccion del eje, el empuje es:
€= _(QC + Qa)(.u — U,) + qa(o - U)
<0 Vpe1 <0

Se define el impulso especifico como el cociente entre el empuje y el peso
de gases expulsados por unidad de tiempo:

I d:ef € _ Urel . da B
r (QC + Qa)g g Gct 429

Si ¢c < qa, entonces ¢a/(ge + ¢a) = 1. Asi,

1 U (Upel
Iesp g(vrel U) q ( v 1) .
EJEMPLO 6.12: Sea un cohete de masa total M, incluyendo el combustible
eM (0 < e < 1)y carga tutil («payload») mg. El gasto de combustible
es i = kM, que se ve expulsado por la tobera con velocidad relativa c.
Calcular la condiciéon para que se pueda efectuar el despegue, y la velocidad
final una vez consumido el combustible.
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Solucion. En un instante ¢, la masa es m(t) = M + my — kMt. Suponien-
do la gravedad constante g, y despreciando resistencias pasivas, resulta la
ecuacion dindmica:
dv (—c)(—kM)
— =— 6.80
At~ 9T Mt me — kM1 (6.80)
De esta ecuacion, observamos que el cohete ascendera (dv/dt > 0) en el
instante inicial (t = 0) tan sélo si keM > (M + mg)g.
Integrando:

kMt
v—voz—gt—cln<1 >

_M-i-mo

La velocidad final es, para t = €/k, una vez quemado todo el combustible:

v=—cln 1—i .
N M + mg gk

Si el cohete tuviese varias fases seria necesario hacer la integracion de (6.80)
para cada tramo de tiempo por separado, tomando como condiciones ini-
ciales para una fase las finales de la fase anterior con la nueva masa. ]

EJEMPLO 6.13: Sea una gota de lluvia esférica cayendo a través de una
nube. Se admite que acumula masa con una tasa temporal proporcional a
su seccion transversal y a la velocidad de caida. Calcular la aceleracion.

Solucion. Al ser la gota esférica, en funcién del radio r y de la densidad p,
la seccién transversal y la masa total valen:

43
5
La acumulacién de masa, segiin la condiciéon dada, es

A=nr?, m=p

dm 9
prae kAv = k(mr®)v;

Aplicando la ecuacion fundamental (6.78) y teniendo en cuenta que la in-
corporacién de masa se realiza precisamente a la velocidad de caida v,

dv_ _vdm
a YT m
=g— %kmﬁv
p§7r7"
3k v?
pr— —_— — . D
g 4p r
~—

cte
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6.7. Problemas propuestos.

Problema 6.1. Una granada que se mueve por el aire se rompe en dos
partes de masas my y me por la accién de su carga explosiva, incrementando
la energia total de los fragmentos en E. Se pide
a. expresar la energia F en funcion de las velocidades de los fragmentos
relativas al centro de masa, en el instante inmediatamente posterior a
la explosion;

b. calcular la velocidad relativa entre los fragmentos en dicho instante.
(Examen final, 17/9/93)

Problema 6.2. Un punto material Q de masa m esta sometido al campo
gravitatorio terrestre simplificado (esto es, con intensidad uniforme igual
a g) v a la accion de n fuerzas producidas por un conjunto de n puntos
materiales P;, tal que

F; = kim;d;,

siendo m; la masa de cada punto y d; la distancia entre @ y F;. las k; son
constantes dadas que pueden ser, todas o cualesquiera de ellas, positivas o
negativas. Se pide:
a. Estudiar el movimiento general de (), haciendo todas las hipétesis
sobre las constantes k;.

b. Determinar las condiciones iniciales para que describa una circunfe-
rencia de radio R, estableciendo las condiciones que deba cumplir ésta
para que el movimiento sea posible. Como en el caso anterior, se ten-
dran en cuenta todas las hipotesis que quepa hacer sobre las k;.

Problema 6.3. Un conjunto de p puntos materiales de masas m;, (i =
1,...p) estd obligado a permanecer en un plano liso II;, y otro conjunto
de ¢ puntos de masas M;, (j = 1,...q) esta obligado a permanecer de la
misma forma en otro plano Ils paralelo al anterior. Ambos planos son fijos.
Entre dos puntos cualesquiera existe una fuerza de atraccién

Fij = k:mimjdij,

siendo m; y m; las masas (tanto de IIy como de IIy), d;; el vector que las
une y k una constante dada. Se pide:
a. estudiar el movimiento de los puntos en la hipotesis que II; y Il sean
horizontales.

b. lo mismo si no son horizontales.
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c. Condiciones iniciales para que, siendo los planos horizontales y p =
q = 1, las trayectorias sean circunferencias.

Problema 6.4. En un punto de la superficie de la tierra de latitud A se com-
prueba que la distancia entre dos isobaras con diferencia de 4mb [1mb =
100N/m?] es de N grados de arco maximo. El viento circula siguiendo las
isobaras cuando el gradiente de presion es contrarrestado por la fuerza de
inercia de Coriolis (componente horizontal). Se sabe:
a. Que la fuerza ejercida por la diferencia de presiones es f = —gradp
por unidad de volumen;

b. que la densidad del aire se puede tomar constante e igual a
1,293 kg/m?;

c. que se puede despreciar el rozamiento con el suelo y la curvatura de
las isobaras.
Se pide hallar la velocidad v del viento.

Problema 6.5. Una placa cuadrada de masa M, lado b, y vértices ABC'D
esté colgada de un punto fijo O mediante un hilo inextensible O A de longitud
b, atado al vértice A. Se abandona la placa en reposo, estando contenida
en un plano vertical y con el hilo tenso en la direccién de la diagonal AC,
formando un édngulo S # 0 con la vertical. Se pide:
a. Demostrar que durante el movimiento no podra mantenerse alineado
el hilo con AC.

b. Encontrar las ecuaciones diferenciales del movimiento.

(Examen final, 10/1/94)

Problema 6.6. Una particula P de masa 2m puede moverse sin rozamiento
sobre una circunferencia vertical de radio R. A su vez P esti atada a un
hilo flexible inextensible y sin masa, que pasa por una pequeia polea sin
rozamiento situada en el punto superior de la circunferencia (A), en cuyo
extremo opuesto hay otra particula de masa m obligada a moverse segiin
la vertical de A. En el instante inicial la particula P esti en reposo en el
punto B situado sobre un didmetro horizontal y se abandona a la accién de
la gravedad. Se pide:

a. definir el movimiento dejandolo expresado mediante una integral pri-

mera (ecuacion diferencial de 1°" orden) en funcién de ¢;

b. tension en el hilo y reaccion de la circunferencia sobre P para el ins-
tante en que esta situada en el punto méas bajo de la circunferencia
(p =0).
(Examen parcial, 29/1/97)
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O
B
b
B A
Figura 6.29: Problema 6.5;
situacion inicial
M b
C D

Figura 6.30: Problema 6.6

Pe

Problema 6.7. Una particula de masa m se halla ensartada en un aro
circular de radio R, pudiendo deslizar libremente sobre él, sometida a su
propio peso. A su vez, al aro se le comunica un movimiento impuesto de
rotacién respecto a un diametro vertical, con velocidad angular constante
w. Se pide:
a. Expresar la ecuacién diferencial del movimiento, en funciéon de la po-
sicion de la particula sobre el aro;

b. Teniendo en cuenta que el sistema de referencia relativo al aro no es
inercial, expresar las fuerzas de inercia de arrastre y de Coriolis;

c. Demostrar que la fuerza de inercia de arrastre proviene de un potencial
y calcularlo;
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d. Obtener una integral primera del movimiento;

e. Expresar la energia total (T'+ V') de la particula. jse conserva?

P

Figura 6.31: Problema 6.7

Problema 6.8. Una aro de masa M y radio R se mueve en todo momento
en un plano vertical con un punto de su periferia O fijo. Ensartada en el aro
se mueve una particula de masa m. Por otra parte, la particula estd unida
a uno de los extremos de un cable inextensible y sin masa, que pasa por
O a través de una pequena argolla. En el otro extremo del cable se aplica
una fuerza F'(t) dada. No existe rozamiento entre ninguna de las partes del
sistema. Se pide:

a. Momento cinético en O del sistema formado por el aro y la particula.

b. Expresion del principio del momento cinético del sistema aro-particula
en O.

c. Expresion del principio de la cantidad de movimiento de la particula.

d. Justificar razonadamente la existencia o no de integrales primeras del
movimiento.

e. Expresar la reaccion del aro sobre la particula en un instante genérico.

Problema 6.9. Un aro de masa m y radio R rueda sin deslizar sobre
una recta horizontal, manteniéndose vertical en todo instante. Sobre él se
mueve sin rozamiento una particula de masa m con ligadura bilateral que
no estorba la rodadura. Aplicando los teoremas de Newton-Euler, se pide:
a. Calcular la reaccién que la recta ejerce sobre el aro y la reacciéon que
el aro ejerce sobre la particula, en funcién de los grados de libertad y
sus derivadas.
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Figura 6.32: Problema 6.5

b. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema en
funcién dnicamente de los grados de libertad y sus derivadas, sin que
en ellas aparezcan las reacciones.

(Examen parcial, 31/1/2000)

Figura 6.33: Problema 6.9

Problema 6.10. Una barra AB de longitud [ y masa m tiene su extremo A
fijo, mientras que su extremo B se apoya en un plano rugoso vertical OY Z
(ver figura adjunta). Se pide:
a. Suponiendo que la barra esta deslizando, con un coeficiente de roza-
miento dado p, obtener la ecuacion diferencial del movimiento.

b. Calcular el coeficiente de rozamiento p necesario, en funcion de la
posicién, para que la barra se encuentre en equilibrio.

(Examen final, 31/1/2000)

Problema 6.11. Una varilla AB de masa m y longitud total [ se mueve
en un plano vertical de forma que el extremo A desliza sobre la vertical y
el extremo B desliza sobre una recta horizontal. Asimismo, una particula P
de masa m puede deslizar libremente sobre la varilla sin abandonarla (ver
figura adjunta). No existe rozamiento entre ninguna de las partes moviles.
En el instante inicial el sistema parte del reposo con § = 30° y s = 0. Se
pide, en funcién de s, 8 y sus derivadas:
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il Mo Y Figura 6.34: Problema 6.10
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Expresion de la velocidad absoluta de la particula P.

IS

Expresion del momento cinético del conjunto varilla+particula en O.

Ecuacion del momento cinético en O.

& o

Ecuaciones de la cantidad de movimiento de la varilla AB

e. Ecuaciones de la cantidad de movimiento de la particula P

s}

Expresar las ecuaciones del movimiento como dos ecuaciones diferen-
ciales en las que intervengan exclusivamente s, 6 y sus derivadas.
Nota: Expresar todas las magnitudes pedidas en el triedro fijo (Oxyz) de
la figura.

Y
A
S
7
Figura 6.35: Problema 6.11
P
O X
z B

Problema 6.12. Una cadena pesada y perfectamente flexible, de longitud
ACB = 2a se encuentra en situacién de equilibrio inestable alrededor de
una pequena polea en C, estando AC vertical y BC' sobre un plano liso de
inclinaciéon «. Al separarla ligeramente hacia la derecha, la cadena desliza
hacia abajo. Determinar la velocidad de la cadena en en instante en que el
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extremo A pasa por C.
(Examen final, 15/6,/92)

o C

Figura 6.36: Problema 6.12

B

Problema 6.13. Una varilla de longitud [, masa m y espesor despreciable
se encuentra en reposo en posicion vertical de equilibrio inestable sobre
un plano horizontal rugoso. La varilla es desplazada ligeramente hacia la
derecha y cae. Suponiendo que el extremo inferior de la varilla no desliza,
se pide:
a. Velocidad angular de la varilla en un instante genérico en que ésta
forme un angulo € con la vertical.

b. Angulo a que forma la reaccién del plano con la vertical en ese ins-
tante.

c. Valor de 6 para el que la reacciéon del plano tiene su inclinacién maxi-
ma hacia la derecha, y coeficiente de rozamiento minimo para que el
extremo inferior de la varilla no deslice hacia la izquierda.

Problema 6.14. Consideramos un cilindro circular homogéneo de radio R
y masa 2m, que puede girar libremente alrededor de su eje que es vertical,
sin desplazamiento segin el mismo. En dicho cilindro existe una acanaladura
en forma de hélice de inclinacién 45° por la que puede moverse sin roza-
miento un punto material pesado de masa m, con una ligadura bilateral.
Inicialmente cilindro y particula estan en reposo. Se pide:

a. Ecuaciones que definen el movimiento del sistema y su integracion.

b. Tiempo que tarda la particula en desplazarse el primer paso sobre la
hélice.

c¢. Angulo girado por el cilindro en este tiempo.

Problema 6.15. Un disco de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre
una recta inclinada un édngulo «, dentro de un plano vertical. El disco lleva
adherida una masa puntual de valor M en el borde, pudiéndose considerar
que ésta no estorba la rodadura. El conjunto parte del reposo en la situaciéon
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de la figura, en que la masa puntual estd a una distancia R de la recta
inclinada. Se pide
a. Ecuaciones del movimiento en ese instante;

b. Valor necesario del coeficiente de rozamiento p para que no deslice.
(Examen final, 20/6/94)

Figura 6.37: Problema 6.15

Problema 6.16. Una particula pesada de masa m se mueve unida mediante
una varilla AB rigida, sin masa y de longitud [/, a una rétula A de masa
despreciable. A su vez, esta rétula A esta obligada a permanecer en todo
momento sobre una circunferencia horizontal fija de radio R. La rétula A
acttia obligando a que la varilla se mueva contenida el plano vertical tangente
por A a la circunferencia. Se pide:

a. Obtener las ecuaciones del movimiento mediante los métodos de New-

ton y Euler.

b. En el caso de que A se mueva con velocidad de modulo constante
|lva| = wR, expresar el potencial de la fuerza de arrastre correspon-
diente a un sistema de referencia movil con origen en A, con el eje z
vertical y cuyo plano yz contiene en todo momento a la varilla AB.

c. Para la situacién del apartado anterior, expresar posibles integrales
primeras del movimiento e interpretarlas fisicamente.

Problema 6.17. Se considera el sistema representado en la figura. En él,
la masa mj se mueve sobre el plano inclinado con un coeficiente de roza-
miento p, mientras que la masa mg, que se considera puntual, estd unida
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Z

¥ ~ Figura 6.38: Problema 6.16

al carril circunferencial mendiante un vinculo liso. Las masas de la polea y
del hilo inextensible que une m; y ms se consideran despreciables. Se pide
determinar, por aplicacién del Principio de los Trabajos Virtuales, el valor
de p necesario para asegurar el equilibrio en funcién de la posiciéon de mg,
considerando asimismo todos los posibles valores de m; y ma.

(Examen final, 16/9/94)

Figura 6.39: Problema 6.17

Problema 6.18. Un semiaro de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre

una recta horizontal, manteniéndose dentro de un plano vertical. Sobre el

semiaro desliza una particula de masa m con ligadura bilateral lisa. Se pide:
a. Ecuaciones del movimiento;

b. Reacciones en un instante genérico;

c. Integrales primeras, caso de haberlas.
(Examen final, 20/6,/94)
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Figura 6.40: Problema 6.18

Problema 6.19. Un hilo AB (flexible, inextensible y de masa despreciable)
de longitud 3b pasa a través de un tubo CD (fijo, horizontal y liso) de
longitud b. En los extremos del hilo estan sujetas sendas particulas, de masa
M la que se encuentra en A, y de masa m la que se encuentra en B. En la
situacion inicial se cumple:

» El hilo sobresale por igual por ambos extremos del tubo (con lo que
AC =CD = DB =b)

= Todo el hilo se encuentra situado en un plano vertical DY Z, colgando
verticalmente el tramo AC, mientras que el tramo DB esta desviado
30° de la vertical descendente

= La particula M estd en reposo, mientras que la particula m tiene
velocidad horizontal vy > 0, dirigida segin el eje X

Se pide:
a. Expresar para un instante genérico, el momento cinético del sistema
y el momento de las fuerzas respecto del punto D

b. Expresar las ecuaciones diferenciales necesarias para definir comple-
tamente el movimiento, mediante los teoremas generales de Newton-
Euler.

c. Integrales primeras del movimiento.
d. Demostrar que no es posible que m alcance el extremo D.

e. Calcular el valor de vy que hace que la masa M permanezca en reposo.
(Examen final, 26/01/1998)

Problema 6.20. Un semiaro de masa m y radio r se halla en un plano ho-
rizontal, con su punto medio @ fijo. Sobre él se mueve con ligadura bilateral
lisa una masa puntual m (igual a la del semiaro). Inicialmente el semiaro
estd en reposo y la masa puntual en un extremo del mismo, con velocidad
vg. Se pide
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D, Figura  6.41:
Problema 6.19

A .Z\/[ m

a. Ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema.

b. Integrales primeras.
(Examen final, 19/01,/1996)

Figura 6.42: Problema 6.20

Problema 6.21. El péndulo doble de la figura esta formado por las masas
ma y mp, unidas entre si y a un punto fijo O mediante barras rigidas
sin masa de longitud [.Obtener las ecuaciones de la dindmica a partir del
principio de D’Alembert, respondiendo a las siguientes cuestiones:

a. Obtener los desplazamientos virtuales 074, édrp en funcion de dp; y

dpo.
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b. Obtener las aceleraciones de A y B en funcion de (1, p2) y sus deri-
vadas.

c. Expresar el trabajo virtual de las fuerzas activas (pesos).
d. Expresar el trabajo virtual de las fuerzas de inercia.

e. Plantear las ecuaciones de la dinadmica, en funcion de (¢1,¢2), me-
diante la aplicacion del principio de D’Alembert.

f. Calcular las reacciones externas (en O) e internas (tensiones en ba-
rras), en funcion de (o1, ¢2) y sus derivadas.

g. Obtener las ecuaciones de la dinamica mediante la aplicacion de los
teoremas generales de Newton Euler y comprobar que coinciden con
las obtenidas mediante D’Alembert.

Figura 6.43: Problema 6.21

Problema 6.22. Un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin
deslizar sobre una recta r, manteniéndose vertical. De su centro cuelga,
mediante una articulaciéon, una varilla de masa m y longitud [ < R. En
el extremo inferior de esta varilla acttia una fuerza horizontal, de valor
f = AsenQt. El conjunto esté sometido ademaés a la acciéon de la gravedad.
Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento a partir del Principio
de D’Alembert.
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Asen(Qt)

Figura 6.44: Problema 6.22
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Capitulo 7

Dinamica analitica

La dindmica analitica comprende una serie de métodos cuya caracteris-
tica principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sis-
temas mecéanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones
fisicas y geométricas necesarias para definir el movimiento, de las puramen-
te matemaéticas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son
necesarias para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas
de un sistema dado; una vez realizada definicién de un sistema mediante la
adecuada selecciéon de las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica
analitica permiten obtener las ecuaciones de la dindmica (o las condiciones
de la estatica en su caso) de forma casi automatica.

El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la
publicacion de su obra Mécanique Analytique' en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecéanica y en las matemati-
cas: formulé las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; colocod
sobre bases sélidas el calculo de variaciones; fue el inventor de las palabras
derivada y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecanica analitica fue William Rowan Hamilton,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra busco una gran generalidad,
desarrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la
«busqueda y diferenciacion de una sola funcion» (la integral de la accion
S). El punto de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando basico para
otros campos como la mecénica cuéntica, desarrollada posteriormente en el

siglo XX.

'En ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habia ninguna figura, como botén de
muestra de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topolo-
gica.

7.1



7.2 Capitulo 7. DINAMICA ANALITICA

7.1. Coordenadas generalizadas

Un planteamiento basico de la mecanica analitica es la descripcion de
los sistemas mediante «coordenadas generalizadasy.

DEFINICION: Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cual-
quiera de parametros {q;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de
manera univoca la configuracion del sistema.

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la eleccién de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccién los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el niimero de parametros es menor que
el correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas.
Por otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {¢;} se denomina «libres cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {0g;}, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea
asi, serd porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas,
bien de tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se debera a que
subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el nimero de grados de libertad es
en realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su
nimero es precisamente el namero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 7.1, al tener una
articulacion, basta con una tunica coordenada angular (n = 1; ¢ = 6).
En esta eleccion ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto
los internos (ligaduras de sélido rigido) como los externos (articulacion). El
sistema tiene un grado de libertad.

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un ntmero finito
de particulas (N), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera
posible su descripciéon mediante un conjunto més reducido de n = 3N —m
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Figura 7.1: El movimiento del sélido ar-
ticulado de la figura queda descrito por
una unica coordenada generalizada, el
dngulo 0. De esta forma se engloban todos
los enlaces, tanto internos (ligaduras de
sélido rigido) como externos (rétula ci-
lindrica en O).

pardmetros o coordenadas generalizadas. Esqueméticamente:

{mi, T, 1= 1,...,N}
+
m enlaces holénomos

+
k enlaces anholénomos

0

{m;, i=1,...,N}, {qgj, 7=1,...,n}.
+

k enlaces anholénomos

Esta reducciéon en el nimero de coordenadas se efectiia gracias a la elimina-
cién de los m enlaces holénomos, que quedarén implicitos en la eleccién de
las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k enlaces anholénomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.

Un caso extremo de reduccién en el nimero de coordenadas es el del
solido rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente sub-
divisible, teniendo por tanto un ntmero infinito de particulas y por tanto
de coordenadas. Sin embargo, recordemos (apartado 6.1) que los enlaces
internos del solido (distancia constante entre dos particulas cualesquiera)
permiten reducir el nimero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existirdn unas relaciones entre los vectores de posiciéon de
cada particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

’I“Z‘Z'I'i<qj‘,t) (i:1,...,N; j=1,...,’n) (7.1)

A los vectores de posicion de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes
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a definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte,
éstas sblo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier
otro caso, no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordena-
das generalizadas (7.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas
moviles, o bien cuando haya enlaces méviles.

A partir de las relaciones (7.1), las velocidades se obtienen derivando:

or; dq] 81“@
Z 94, TR (7.2)

, ) , . dgj
llamandose por extension «velocidades generalizadasy a los términos ditj =
4aj-

EJEMPLO 7.1: Se considera un sistema formado por dos masas puntuales
(m1, mg) unidas entre si por un hilo sin masa de longitud ¢, estando m; a su
vez unida a un punto fijo O por un hilo de igual longitud (péndulo doble). El
conjunto se mueve en un plano vertical. Obtener los grados de libertad y las
las coordenadas libres del sistema asi como la expresion de las coordenadas
cartesianas en funcién de ellas.

Figura 7.2: Definicion de coorde-
nadas y grados de libertad en un
péndulo doble

Solucion. El sistema tiene dos particulas en un plano, cuya configuraciéon
en principio estard fijada por sus coordenadas (x1,y1) y (z2,y2). Existen
dos enlaces holonomos que definen la distancia fija ¢ entre m; y O y entre
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moy mq:

2 =23+ a3,

52 = (xg — .%'1)2 + (.ZCQ — .%‘1)2 .

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Al tratarse de un sistema
con enlaces holénomos es posible encontrar un conjunto de 2 coordenadas
generalizadas libres. En efecto, podemos considerar para ello los angulos
(61,02). En funcién de ellos las coordenadas cartesianas se expresan como:

x1 = £senb, y1 = —Lcosb;

To = £senfy + £senby, yo = —Lcosfy — Lcosby.
O

EJEMPLO 7.2: Se considera ahora dos masas mg y m; unidas por un hilo
sin masa de longitud constante £. La masa mg se mueve segin una recta ho-
rizontal con velocidad impuesta v, mientras que m; permanece en el mismo
plano vertical. Obtener los grados de libertad y las las coordenadas libres
del sistema asi como la expresion de las coordenadas cartesianas en funciéon
de ellas.

Figura 7.3: Definicion de coordenadas

Mo, y grados de libertad en un péndulo cu-
a base tiene un movimiento prescri-
To + vt y P

to, con velocidad constante v. Se con-
stdera que en el instante inicial la po-
stcion de mo es xg.

Solucion. El sistema consta en principio de dos masas, aunque la primera
tiene su movimiento totalmente prescrito, por lo cual no es objeto de estudio
mediante las ecuaciones de la dinamica. La otra masa tiene dos coordenadas
cartesianas (1, y1) sujetas a un enlace holénomo, £? = x% +x§, por lo cual el
sistema posee un solo grado de libertad. Podemos tomar como coordenada
libre el d4ngulo 0, expresandose:

r1 =x9+ vt +Lsen; 1y = —Lcosh.
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Se observa en la ecuacion anterior que la expresion de x; depende explici-
tamente del tiempo. Esto es debido al enlace moévil (movimiento impuesto)
de myg. Asimismo, podemos considerar que el sistema de coordenadas (ge-
neralizadas) para definir la posicion de m; es movil, ya que el origen de las
coordenadas polares esta en my. ]

EJEmMPLO 7.3: Establecer los grados de libertad, coordenadas generalizadas
y enlaces de un sistema formado por dos particulas A y B, unidas por una
varilla rigida sin masa de longitud /. El conjunto se mueve sobre un plano
horizontal liso, existiendo en A un pequefio cuchillo que obliga a que ese
punto se mueva segun la direccion de la varilla (figura 7.4).

Figura 7.4: Sistema de dos particulas A y
B, unidas rigidamente, con cuchillo en el
apoyo de A que materializa un enlace an-
holdonomeo.

Solucion. Al estar en un plano, se precisan en principio 4 coordenadas carte-
sianas para definir la configuracion, {x 4,y4,zp,yp}. Estas se hallan sujetas
a 2 condiciones de enlace. Primeramente, el enlace holénomo correspondien-
te a la varilla rigida entre A y B
(x5 —2a)*+ (yg —ya)? = 1%

Por otra parte, la condicién de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A
resulta en imponer que la velocidad de este punto lleve la direccién de la
varilla, lo que constituye un enlace anholénomo:

—&A(yp —ya) + yalzp —xa) =0.

El sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coorde-
nadas generalizadas que eliminen el enlace holénomo (aunque no el anholé-
nomo). Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (z,y) y el
angulo 8 formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcion de
éstas, la velocidad de A se expresa como v 4 = (33—1—%0 sen 0)1’—!—(?)—%9 cosf)g,
y la normal a la varilla es n = —sen 61+ cosf j. La condicion del enlace es
v, - 1 = 0, resultando

—isen@—kycos@—éézo. (7.3)
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De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacion de enlace anholonomo. A pesar de que tiene dos
grados de libertad, debido a la naturaleza de este enlace no es posible definir
explicitamente un conjunto de dos coordenadas libres. O

7.2. Ecuaciones de Lagrange

7.2.1. El principio de D’Alembert en coordenadas generali-
zadas

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert
(6.65) expresa:

Z(fi —m;;) - or; =0, V{dr;} compatibles. (7.4)
i=1

En esta expresion f; incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reac-
ciones de los enlaces lisos.

Considerando una variacion «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (7.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:

" Ir;

— Jg;
J=1

or; = =045, i=1,...,N. (7.5)

v
a—;ét, ya que 0t = 0 para
un desplazamiento virtual. La variacién § se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos

infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que serian

Notese que en esta expresion no existe término

8ri d 8’!’1'

dry =S Pigg, 4+ 20
4 ¢, "% B

J=1

dt.

Sustituyendo (7.5) en (7.4) y reorganizando el orden de las sumas i, j:

Z Z fl Zmlrl . 5qj =0, V{dg;} compatibles. (7.6)

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresion. El primero define unos coeficientes escalares que
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llamaremos «Fuerzas generalizadas»:

e 87’1’ .
QGENfi-5L j=1...n (7.7)

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en
la expresi()n del trabajo virtual 6W:

n N
W = Zfz or; = Zfz a” = Z; (2 fi gg) 5q;.  (7.8)
J=1 \i=

El segundo término de (7.6) se puede expresar como:
N

or; . d [0r;
mm . mlh — m;r; - — 7.9

Para lo que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia
funcional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables
independientes (gj,q;,t). Esta aclaracion precisa el significado de las de-
rivadas parciales. Asi, 0/0q;(-) indicara la derivada parcial respecto de la
coordenada ¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas gy, (k # j)
asi como las velocidades ¢; y el tiempo ¢.

Para continuar el desarrollo de la expresion (7.9), establezcamos antes
dos igualdades que serd necesario emplear:

" 94, 9q,

Demostracion. En efecto, desarrollando el primer término,

T
67'“1 a”'z . arl arl T
i = O
dq;  9g; [Z 8% ] Z 8qk 0q;

9 i 6ri i (9’)"‘1'
Cdt Oqj N aq]'.

Demostracion. En efecto, desarrollando ambos términos por separado:
4 <87‘> z": Oy | O
t \ 0g; aq]aqk 8q]8t

87"’1 81"1 . & BQ’Pi . 827"1‘
p— — + ,
dq;  Og; [Z g, ] ; 0ar0g; " Dt
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siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas

cruzadas. O

. L f

Empleando estos dos resultados y la definiciéon de energia cinética, T def
SN $m;Z, la ecuacion (7.9) resulta:

N N N
or; d . 0r; or;
m;mT; = — m;T; - m;T;
; 0q; dt¢ <; Gq]> ; 0q;
d /0T oT
=— (=) - = 1
it (56,) ~ oy (710

Finalmente, empleando (7.7) y (7.10), el principio de D’Alembert (7.4) que-
da expresado en coordenadas generalizadas como:

“~[d foT\ oT .
Z [dt (&b) T g Qj:| dq; =0, V{0g;} compatibles (7.11)

J=1

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser conside-
rada por tanto como ecuacion fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (7.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningin
término. Tan s6lo entran los coeficientes Q;, fuerzas generalizadas, calcu-
ladas directamente a partir de la expresion (7.7) o como coeficientes del
trabajo virtual JW (7.8) segun se ha dicho. Al igual que en el principio
de D’Alembert, en la definicién de @); tampoco intervienen las fuerzas de
reacciéon de los enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual.

7.2.2. Forma basica de las ecuaciones de Lagrange

La expresion (7.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
caso en que todos los enlaces sean holonomos, sera posible siempre establecer
un conjunto de coordenadas libres {g;}, en el que las variaciones {dg;} se
puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con
los enlaces. En este caso, (7.11) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {dg;} ha de anularse:

d (OT\ oT .
(ﬂ(aqj)_aqj_cgj, G=1,...,n). (7.12)

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma
bésica.
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OBSERVACIONES:

En (7.12) existe una ecuacion por cada grado de libertad, por lo que
la elecciéon de coordenadas generalizadas libres conduce directamente
al minimo nimero de ecuaciones dindmicas.

Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir deri-
vadas temporales de los términos 07'/0¢;, que dependen, a su vez, de

Gj)-

De las ecuaciones (7.12) han quedado eliminadas todas las reacciones
de enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enla-
ces lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas

Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también es-
tas reacciones.

Una vez evaluadas las expresiones de Ty de @}, las ecuaciones de
Lagrange se pueden obtener de forma automatica sin méas que apli-
car las reglas analiticas de derivacion correspondientes a (7.12). Es
posible incluso automatizar su obtencién mediante una programaciéon
adecuada de sistemas de mateméatica simbélica, como MAPLE, MAT-
HEMATICA, MACSYMA, etc.
- . ... dfor

El significado fisico del término @ <0q> en (7.12) es el de las fuerzas
de inercia. Para comprobarlo, tomemos] como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

aror\ dflo (&1 d, . .
)3 (Bt -
=1

Por tltimo, los términos 07/0q; pueden interpretarse como fuerzas
ficticias procedentes de la eleccion de coordenadas generalizadas {g;}.
En caso de que éstas sean simplemente las componentes cartesianas de
los vectores {r; }, desaparecerian. Estas fuerzas se anaden a las fuerzas
generalizadas @); en la direccion de g;.

7.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial.
Funcién Lagrangiana
Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V',

ov
8ri ’

fi=—grad,V =



Aptdo. 7.2. Ecuaciones de Lagrange 7.11

las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:

N N
def 8TZ' oV 87% oV
AZE ,.7:_5 - . = ——, 7.13
@ =1 i 044 = ori 04 945 i

En lo que sigue, admitimos la hipétesis de que el potencial V' depende de
las coordenadas y posiblemente del tiempo?, pero no de las velocidades®:

V =V (g, t) =V(rit).

Sustituyendo (7.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange
(7.12) se pueden escribir como:

d <8T> AT V)

il =0 =1,... .

Se define la funcién Lagrangiana como:

. def .
L(qjaQJat) = T(qjaq]at) - V(QJat)a

al no depender V' de las velocidades, se verifica 0T'/0¢; = OL/0q;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /0L oL
— (=) - == = i=1,....n). .14
dt (8%) dq; 0, e ) (7.14)

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma estan-
dar, aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funciéon Lagrangiana L en
la caracterizacién dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,qj,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dinamicas
(7.14); toda la informacion dindmica del sistema esta por tanto contenida
en la estructura de L(qj, 4;,t).

EJEMPLO 7.4: Sea el problema de Poggendorf (ver ejemplo 6.9). Resolver
por los métodos de la dindmica analitica, obteniendo las ecuaciones de La-
grange.

2Ya se ha comentado (apartado 2.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (7, t)/0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

3En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposiciéon no es vélida, ya
que las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga.
Es posible definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso, y
establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui
este aspecto para no complicar el desarrollo.
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Figura 7.5: Ejemplo 7.4; Problema
de Poggendorf.

b B - ma
¥

ms
mo

Solucion. El sistema es conservativo, ya que las poleas son lisas y solo actua
la gravedad. La funcion Lagrangiana es:

1 1 1
L=T-V = §m1w% + §m2x§ + imgzc% +migx1 +magre +magrs. (7.15)

El sistema tiene en realidad dos grados de libertad sélo, ya que existe un
enlace holonomo (6.68), que permite escribir:

r3 = —2:171 — T2; i’g = —2:&1 — Zi?z. (7.16)

Eliminando &3 de (7.15), se expresa la Lagrangiana en funcién de coorde-
nadas libres:

1 . 1 . 1 . .
L= _—ma%+ §m2$§ + 3™M3 (201 + d9)* + Mgy +magre —mag(2T1 + 9).

2
(7.17)
Las ecuaciones de Lagrange se obtienen calculando las derivadas de L:

d (0L oL
at <ax1> = gay = (Mt dma)d+ 2mas = mug —2mag;  (7.18)
d (0L\ oL ) )

at <3x2 > = ggy = (M2t ma)dy+ 2mady = mag —myg. (7.19)

Estas ecuaciones coinciden con las que se obtuvieron antes (6.72) mediante
la aplicacién directa del principio de D’Alembert. O
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EJEMPLO 7.5: Para el problema del semidisco calculado anteriormente me-
diante las ecuaciones de Newton-Euler (6.7), obtener la Lagrangiana y la
ecuacion de Lagrange en funcion del grado de libertad 6 (figura 7.6).

== o o = H=

Figura 7.6: Ejemplo 7.5 . Semidisco que rueda sin deslizar en una configu-
racion genérica, definida por el dngulo 0. La distancia del centro de masas

G valedzg—f.

Solucion. El sistema es conservativo, ya que no se produce deslizamiento
en la base y las dnicas fuerzas que trabajan son las de la gravedad. Esta
definido por un tnico grado de libertad (), ya que la condicion de rodadura
restringe dos grados de libertad de los teéricos tres que tendria un sélido
rigido en movimiento plano.

La funcion Lagrangiana es

1 1. .
L=T-V = 5Mvg+ 5IG92 — Mgye,

siendo

1 16
Ig=|=—-— | MR?
¢ <2 97T2> o

4
yg =R — —RCOSG;
37

. 4R
Uév = R202 + (371’

2
) AR .
) 6> —2R—R€2 cosf.
3T

(La expresion de v se obtiene considerando que es la suma del arrastre del
centro del aro R y la rotacion de G alrededor del mismo df.)
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Figura 7.7: Ejemplo 7.6.

Desarrollando la expresion resulta

1/3 8 0o 4
L= 5 <2 ey cos@) MR“0* — M Rg (1 37r> . (7.20)

Realizando las derivadas se obtiene la ecuacién de Lagrange:

a oLy _or
dt \ 9§ /) 00
§—§m%0_MR%+fQWWWsm9——MR4i%n9(7%)
2 3r 3 - Igr 207 A0
De esta ecuacion se puede despejar la aceleracion,
8 (92 + g/R) sen 0

0=- 97 — 16

(7.22)

Se trata de la misma ecuacion obtenida antes (6.47), aunque ahora de forma
mucho mas sencilla. O

EJEMPLO 7.6: El péndulo doble de la figura esta formado por dos varillas
rigidas y sin masa, con sendas masas (mi,mz) en los extremos. Las varillas
estan unidas mediante articulaciones entre si y a un punto fijo. El movimien-
to se desarrolla en un plano vertical, sometido al peso propio. Determinar las
ecuaciones de la dinamica, empleando como coordenadas (libres) los &ngulos

(01,02) (ver figura 7.7).

Solucion. El sistema es conservativo y descrito mediante coordenadas li-
bres. La velocidad de mq es [0 y la de mo se halla como suma de los dos
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vectores (figura 7.7) 16, y 165 que forman un angulo (62 — #1). Con todo, la
Lagrangiana resulta:

1 . 1 . . ..
L=T=V =m0 + Smol? [9% 462 4 26165 cos(0 — 91)]
+ miglcos @y + mag(lcosy + lcosbs). (7.23)

Derivando la Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Lagrange:

afory_o

(m1 + m2)12§1 + mol?6, cos(fy — 01) — m2l203 sen(fy — 01)

+ (m1 +ma)glsenty =0 (7.24)
4oLy _oL
dt 692 a 00,

TTL2l2é1 COS(eg — 91) + m2l2é2 + m2l2c9? sen(GQ — 91)
+ maglsenfy = 0. O (7.25)

Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccién de una funcién Lagrangiana para representar un sistema no
es Unica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto, que
difiera en una constante aditiva (V' =V + cte.), lo que, como sabemos, es
equivalente por completo. Por tanto, dos Lagrangianas que difieran en una
constante también son equivalentes. Este resultado se puede generalizar,
ya que es posible comprobar que dos Lagrangianas que difieran entre si
en una derivada total de alguna funcién que dependa exclusivamente de
coordenadas y tiempo, son equivalentes®.

En efecto, sean L y L' tales que

., def . d

siendo F'(gj,t) una funcién cualquiera de ¢; y t pero no de las velocidades
;- Por la definicién funcional de F', desarrollando la derivada temporal:
dF ~O0F _  0OF

==+ 4
dt P 6quk+ ot’

4Las transformaciones que ocasionan una variacién de L de este tipo se denominan
«transformaciones de gauge», término proveniente del inglés, aunque la traduccién directa
en castellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:
d[ o (dF d [OF . 0’F N PF
dt |9g; \'at )|~ at [ag;| ~ &= 9g;00 W Bq;0t

[]-Eiie &
Bq] 8qk8q] Btaqj

Como se ve, al restar ambos términos en (7.14) se anulan entre si, y el
resultado neto, de emplear L', son las mismas ecuaciones dindmicas que
para L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial
(Q}/ = —0V/0q;) y otras que no (Q;V)

ov
Qj :Q}/+Q§V:—?+Q§Va
a;

es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V, resultando entonces

las ecuaciones:
d /0L oL N

donde s6lo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qév .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Supongamos un cambio de coordenadas definido mediante una funcién
. . ~ =4 . —
biunivoca G : {q;} + {§;}, suave’. Llamaremos a su inversa g = G~ 1.
Entonces,

9

—| # 0.

’3%’

Para simplificar las expresiones en lo que sigue, definimos la derivada va-
riacional de L respecto a gj como

BL_oL 4o,
5Qj 8(]]' dt aq]

(7.28)

Ses decir, con derivadas continuas hasta el orden que sea preciso
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En funcion de ella, las ecuaciones de Lagrange (7.14) quedan expresadas
simplemente como

Estas ecuaciones son equivalentes a 5L /0q, = 0, siendo L=Lo g, es decir
L(qj,q;,t) = L(gj,dj,t), es la Lagrangiana expresada en las nuevas coorde-
nadas.

Demostracion. Desarrollando los términos de 6L /dk,

oL Z [aL oq 0L 8ql}

— |99 Oy, A1 Oy,

Q0L (000) <4 (0100
dt 8qk ;dt <8QZ &jk Zd 0q; O

=1

_z”:[d <8L>6ql+aL8ql]
dt \0qi) Ogr ~ Odqi O

0L [oL d dqi 5L dq
64k z; [5% <(9Ql>] ik Z g1 0dr,”

Oq
y al ser | 5- O

7.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento
Energia cinética y momentos generalizados

La energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades. Esta
propiedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. En efecto,
desarrollando la expresion,

2
N N n
1 1 ar; or;
TN 22 =N 2o ori. o 9T
2 gmiti =2 gm Z_:aqjqfr ot (7.29)
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siendo T3, T1 y Tp términos homogéneos en las ¢; de tipo cuadratico, lineal
e independiente respectivamente. Sus expresiones son

n

1 .. def ari

T = kgll S @kidkd, siendo ay; = zE 1 8% . a4 (7.30)
T, = En axq siendo aj % g m; ri, Iri (7.31)

1= kqk, k — laqk ot .

N 2
1 81“2-

To=Y smi 32

0 i12m<8t> (7.32)

En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la de-
finicion de las coordenadas generalizadas (9r;/0t = 0), la expresion de la
energfa cinética serd cuadratica homogénea en las ¢;:

n

1.
T=T,= E §aqukql. (7.33)
k,l=1

Esto sucedera si no se emplean sistemas de coordenadas méviles ni hay
enlaces rednomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

p. der 0L
admitiendo que el potencial no depende de las velocidades, a partir de las
expresiones (7.29,7.30,7.31, 7.32),

pj = aq] Z%kaJraj (7.35)
k=1

Forma general de las ecuaciones

En funcién de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange
(7.14) pueden reescribirse como

: oL .

Derivando (7.35) se obtiene

pj = ZagkqﬁZ aijl(Jk+Z 5 qu_Z@aJ aaﬂ

l,k=1
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por otra parte, teniendo en cuenta las expresiones (7.29), (7.30) y (7.31),

oL 10ay . . dag . Ty OV
i + -_r .
9q; 1;1 2 0qj g, I Z dg; ™ " 9q; ~ g,

Teniendo en cuenta la igualdad siguiente,

" Oaji, "1 Oaji, Ga]l .
Z 2a. Qdr = Z 5 < 9q + D4k Q1

k,l=1 k=1
resulta
oa;k 8ajl 3akz . Odaj  Oay )\ .
zajkqﬁz ( ﬂ WZ Doy _ Do
=2\ Oa o dgr  Igj

+ L=+ —=0. (7.37)

8ajk, 861]' 8T0 oV
T Ty et g, g,

Esta expresion se puede simplificar introduciendo los coeficientes

def Oa; ik da il 8akl>
kl,j| = = CLAN T e LA , 7.38
(k] < dq  Oq  Oq; (7.38)

que denominaremos «simbolos de Christoffel de primera especie»®, aplicados
a la forma cuadratica que define T5. Por otra parte, podemos definir unos
coeficientes hemisimétricos

def da; Oa .
Vik = —Vkj = a—q;—a—qf (j,k=1,...,n), (7.39)

que daran lugar a fuerzas giroscopicas como veremos méas adelante. De esta
forma, las ecuaciones (7.37) pueden escribirse como

ak oa; oT; oV
Z%k%‘i‘zkl]%(ﬂ‘f‘z%k%‘FZ J 3715]_87(')4_?:0'
Lk=1 4qj 4q;

(7.40)

5Esta definicion es la misma que se realiza en geometria diferencial de superficies, en
la que para una superficie definida mediante coordenadas curvilineas 7(g;) se emplean
los términos ax = (0r/dqk) - (0r/0qi), correspondiendo a los coeficientes de la métrica
asociada, que es una forma cuadratica.
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Teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes [a;;] no puede ser sin-
gular, al ser la energia cinética definida positiva, podrian eliminarse las
aceleraciones de las ecuaciones (7.40), quedando

g = fi(a,q,1) (j=1,...,n). (7.41)

(Hemos empleado los simbolos q, ¢ para denotar a los conjuntos de coorde-
nadas o velocidades generalizadas respectivamente).

7.2.5. Integrales primeras
Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (7.36),
si la funcién Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordena-
da g; —es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacion del momento
generalizado correspondiente:
oL

si—=0 = p;=cte. 7.42
aCIj J ( )

Se dice entonces que g; es una <«coordenada ciclica» o ignorable. Las ex-
presiones (7.42) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son
ecuaciones en las que intervienen sélo derivadas primeras de las coordena-
das.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas consideran-
do que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (g;) por (g; +C),
siendo C una constante, y las ecuaciones no varfan. Esto se debe a que L
no depende de gj, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el
contrario, hacemos notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no
quiere decir que su valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada
correspondiente.

Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, sera posible eliminar de las
ecuaciones la velocidad correspondiente ¢;, empleando la integral primera
(7.42). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden
a coordenadas ciclicas, se podran eliminar éstas y quedar descrito el mo-
vimiento mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones
(7.42) para las coordenadas ciclicas, y (n — k) ecuaciones (7.14) para las
demaés coordenadas. El problema se ve considerablemente simplificado, pro-
cediéndose en primer lugar a resolver estas ultimas (n — k) ecuaciones; una
vez resueltas, se obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas. Mas adelan-
te veremos un método general de proceder a esta reducciéon, el método de
Routh (apartado 12.7).
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Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en
que las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento
generalizado en direccién j como

det OT'

La condiciéon de coordenada ciclica serd entonces:

oT
si—=0yQ;,=0 = p;=cte.
aq] J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado
esta relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién La-
grangiana. Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del
tiempo es

d .
L5 t) = 2.5 q] + Z

Sustituyendo a partir de (7.14), OL/0q; = %(8L/8qj), y operando:

dL_id(@L)q+i8Lq+8L d | an L oL
3 T\ o |4 o 4T T T Y YR o
dt = dt \ 9g; = 04, ot dt = 04, ot
Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d oL
dt Za U T

de donde se obtiene la expresion de la llamada «integral de Jacobi»:

oL j, def
si i =0, Z 24, q] = cte (7.43)

OBSERVACIONES:
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» En el caso en que 9r;/0t = 0, segtin vimos, la energia cinética es una

expresion cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (7.29,
7.30):

oL
=1 A Ak
y por tanto
“~ 0L
j=1"%

por lo que h (7.43) coincide en este caso con la energia total, T+ V.

Pudiera darse el caso de que dr;/0t = 0 y, por tanto, T +V = h =
pjq; — L, pero que esta expresion no se mantenga constante por ser
OL/0t # 0. Esto ultimo ocurrira si 9V (g;,t)/0t # 0, siendo en este
caso el sistema no conservativo desde el punto de vista fisico aunque
las fuerzas procedan de un potencial.

Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas
moviles se verificara, como se ha dicho, dr; /90t # 0 y por tanto h =
pj¢; — L # T+ V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi
(si OL/0t = 0), aunque su significado fisico no seré en este caso la
conservaciéon de la energia. Un ejemplo tipico de esta situacion es
el de una referencia mévil pero inercial, con velocidad de traslacién
constante y rectilinea (cf. ejemplo 7.10)

Conservacion de la energia.— Otra manera —mas directa— de obte-
ner una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas
conservativas, la energia se mantiene constante (6.16). En este caso, basta
con expresar dicha ecuacién en funciéon de las coordenadas generalizadas
para obtener, en el marco de la dinAmica analitica, la integral primera de la
energia, equivalente a (7.43). Recordemos que para que las fuerzas sean con-
servativas, ademas de provenir de un potencial, éste debe ser estacionario
(0V/0t = 0). En funciéon de las coordenadas generalizadas, esta condicién
se impone de la siguiente forma:

ov(g;,t) . ov o .
qu, siendo T Oy atrl(q],t) =0
Y

E=T+V = cte.

si AV tal que Q; = —
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Figura 7.8: Ejemplo 7.7.

Hacemos notar que, en la expresién anterior, para establecer la constancia
del potencial V', ha sido necesario anadir la condicién (0r;/0t)(g;,t) = 0,
es decir, que no existan sistemas de coordenadas moviles. Otra manera méas
compacta de expresar la constancia de V serfa en funciéon de las coordenadas
vectoriales, mediante la condicion OV (r;,t)/0t = 0

Por el contrario, en el caso en que el potencial V' no sea constante,
aplicando el principio de la energia cinética (6.15),

oV (r;,t B oV (r;,t)
}: &% dry = —dV + o0 dt

por lo que
OV (ri,t)
ot

es decir, no se conserva la energia 7'+ V. Hacemos la observacion de que
en la expresion anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo
en relacion con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general
distinta de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (po-
siblemente relativas o moviles):

AT +V) = dt # 0,

ot ot

EJEMPLO 7.7: Sea el sistema formado por la masa mj1 que puede deslizar
libremente sobre una recta horizontal, y ms unida mediante una varilla
rigida y sin masa a m1, pudiendo girar libremente en un plano vertical.
a. Considerando los parametros (libres) (x,#) (ver figura 7.8), obtener
las ecuaciones de Lagrange e integrales primeras que hubiere.

+

b. Considerando ahora que se impone una velocidad constante v a myq,
discutir la existencia de integrales primeras.

Solucion.



7.24 Capitulo 7. DINAMICA ANALITICA

a.— Desarrollando la funcién Lagrangiana resulta:
L9 1 2 1242 iy
L=T-V = gmd + 5me (93 +170° + 2126 cos 9) + maglcosf. (7.44)

Observamos que no depende explicitamente de x, por lo que ésta es una
coordenada ciclica:

oL oL _ o
T = 0 = p,= a5 = Mt + ma (& + 16 cos 0) = (cte.) (7.45)

La ecuacién de Lagrange en la otra coordenada es:

d (0L oL -
— (=) = = = mal?0 + modlcosl + maglsend = 0. (7.46
dt(ae) a0 2070 4 My + mag (7.46)
En esta ecuacion aparece tanto 6 como la coordenada ciclica x. Es posible
eliminar esta ultima para obtener una ecuacién diferencial funcién exclusi-
vamente de las coordenadas no cglicas. Para ello, en primer lugar se despeja
derivando (7.45)
mo

r=——"— (—lécos@ + 162 sen@) ,
mi + ms

y sustituyendo en (7.46) resulta finalmente:

. 2 .
molf <1 S M2 o2 0> + — ™2 20%5en@cosd + maglsenf = 0.
mi + mo mi + mg
(7.47)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas luego la energia total F
se conserva:

E=T+V
1 1 . .
= §m1j:2 + 3m2 <:'U2 + 126% 4 2136 cos 0> —maglcosf (cte.). (7.48)
También puede razonarse que la Lagrangiana no depende del tiempo expli-
citamente, por lo que la integral de Jacobi h (7.43) es constante, y ademés
coincide con la energia E al no haber coordenadas méviles.

b.— El sistema queda ahora con el tnico grado de libertad 6. La la-
grangiana es:
1

1 ) )
L= §m11)2 + §m2(1)2 + 126% 4 2010 cos 0) + magl cos 0. (7.49)
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Ahora la energia total no se conserva, ya que se realiza un trabajo externo
para mover m; con la velocidad impuesta v. Sin embargo, L no depende
explicitamente del tiempo por lo que existe la integral de Jacobi:

oL =0 = h= 8—L9 L
ot Bl
= —§m1v2 + §m2(—v2 +126% 4 2010 cos §) — maglcosf (cte.). O

(7.50)

7.2.6. Teorema de Noether

Sea un sistema auténomo’, con Lagrangiana L(gj,q;). Suponemos que

existe una familia de transformaciones g; — h*(g;), funciéon de un parametro
continuo s € R, de forma que L es invariante frente a ellas, y provienen de
forma continua de la identidad h*=Y(g;) = ¢;. Existe entonces una integral
del movimiento,

(g, 4;) Z oL d ax) (7.51)

s=0

Demostracion. Sea q;(t) la solucion del movimiento. Por la hipotesis hecha,
q;(s,t) = h*(g;(t)). Derivando:

d , " [0L d oL d .
0= &L(Qj(svt)a%('s?t)) = ; |:6qdeQk(5>t) + aqdeQk(sat)] .

Por las ecuaciones de Lagrange, dL/0q;, = (d/dt)(OL/0qx);
d d oL d oL d
O0=L= Z [dté?d K(s,t) + 9 ds —qk (s, t)]
d [\~ 9L d d -
= & [Zl 8q'kdsqk(s’t)] = &I(ij%)a

luego I(gj, ¢;) es una constante del movimiento. O

EJEMPLO 7.8: Sea un sistema invariante frente a movimientos de traslacion
segin una direccién determinada e. Demostrar que la componente de la can-
tidad de movimiento segtin esa direccién es una constante del movimiento.

"es decir, aislado, lo que implica OL /0t = 0
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Solucion. En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje x segtin
la direccion dada (es decir, tomamos ¢ = e). Podemos definir una transfor-
macion que cumple los requisitos del teorema de Noether mediante

h* :ris 1 +si, i=1,...,N
d N ) N
) = i1 = Zlmzz— Zlmx =P,. O

EJEMPLO 7.9: Sea un sistema invariante frente a rotaciones alrededor de un
determinado eje (O, e). Demostrar que la componente del momento cinético
segln ese eje es una constante del movimiento.

Solucion. En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje Oz segiin
la direccion indicada (es decir, tomamos k = e). La transformacion es

ri = (T4, Yi, 2i) — T'; = (xé,yg,zé)

/
T; =T;COSS+ y;sens

Y; = —T;sens -+ y; Cos s
zl =z
d d
&hs(ri) 0 = &T{L 0 = (yia _xh()) =r;\Nk
N N
1= mg; (rink) =Y (miiAry) - k=-Ho k=-H, O
i=1 i=1

7.2.7. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (7.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (9L/0t = 0) y la energia cinética sea funcion
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T' = T5).

Como se ha comentado antes (apartado 7.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energfa total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando
conservativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las
ecuaciones (7.31, 7.30) cumplen a; = 0 y Ja;;/0t = 0, las ecuaciones del
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movimiento tienen una expresion considerablemente mas sencilla que en el
caso general (7.40), resultando

SIS GOV .
> ajrdn + Y [kl ldd + 90 =0 (j=1...,n). (7.52)
k=1 k=1 4

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Gnicamente en términos cuadréticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en
el que fuese T} = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy
similares a (7.52), ya que Ty puede considerarse agrupado con la energia
potencial V|

Vi =V Ty,

de forma que la energia cinética restante es una expresién cuadratica ho-
mogénea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.

EJEMPLO 7.10: Sea un sistema formado por una masa y un resorte lineal,
capaz de moverse en una direcciéon, unido en su base a un punto que se
tiene un movimiento impuesto con velocidad uniforme vg. Sea [y la longitud
natural del muelle, k su constante, y x la elongacién respecto de la natural.
Discutir la existencia de una integral primera de la energia.

l() +x
Figura 7.9: Sistema formado por una ma-

sa m y un muelle de constante k y longitud

J\/\/\w m natural ly, capaz de moverse en direccion x,

v I cuya Ibase tiene un movimiento impuesto de
— velocidad constante vg.

Solucion. La energia cinética es

1
T = Sm(vo + i)

por lo que sus componentes homogéneas son

1 1
T = §mj;2; T, = muvpx; To= §mv3.

La energia potencial es
V = —kz”.
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Se comprueba inmediatamente que 9L/t = 0, por lo que existe la integral
de Jacobi, que vale
h=T,—Ty+V = lmiQ - 1mvg + 1kav2.
2 2 2

En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservaciéon de h conduce
también a la conservaciéon de 15 + V, aunque ambas constantes tengan
distinto valor.

Otro procedimiento para analizar este ejemplo seria, considerando que
el sistema de referencia movil con la base es inercial, realizar los célculos
relativos a él:

1

T = —mi?;
2
1

V' = ~ka?.
i

En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la
energia total 7" 4+ V’. Observamos que ésta coincide con T + V relativa al
sistema fijo inicial, que ya habiamos visto se conservaba. O

7.2.8. Sistemas giroscopicos

En el desarrollo explicito de las ecuaciones de Lagrange para un sistema
holénomo dado anteriormente (7.40),

da Oa; 01y OV
et Sl + Y+ Y- ks G- G S <0
k=1 7 J

(7.53)
los términos ;1 gy se denominan términos giroscopicos, dando lugar si apare-
cen a un sistema giroscopico. Se trata de coeficientes hemisimétricos, dados
por (7.39),

def 8(Zj oag, .
Yk = — Vi = —L — —2 5L k=1,...,n),
J T Oqe Ogj ( )

donde a; son los coeficientes definidos en (7.31),
N

61"1 61",’

Por tanto, para que los a; no sean nulos, al menos una de las ecuaciones de
la relacion de coordenadas r; = r;(g;,t) debe ser funcion explicita tanto de
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g; como de t. Ademas, para que existan términos giroscopicos -;;, algunos
de los coeficientes a; deben ser funciones explicitas de las coordenadas g;,
como ocurre cuando hay un enlace movil.

Una caracteristica importante de los sistemas giroscopicos es el acopla-
miento del movimiento entre dos o més coordenadas. En efecto, la fuerza
giroscopica asociada en la ecuacion (7.53) es

QF == Yjudn- (7.54)
k=1

Al ser vj; = 0 (j no sumado), la fuerza Q?ir puede deberse a todos los
componentes de las velocidades generalizadas excepto a ¢;, lo que produce
necesariamente un acoplamiento.

Por otra parte, el trabajo realizado por estas fuerzas es

dweir n - n N
— = 2 Q=D vikdyde =0, (7.55)

al ser ~yj; hemisimétricos. Es decir, cualquiera que sea el movimiento, las
fuerzas giroscopicas no realizan trabajo. En esto difieren de las fuerzas di-
sipativas viscosas que pueden aparecer también en las ecuaciones del movi-
miento, que serfan también términos proporcionales a ¢;, pero que por su
propia naturaleza desarrollan un trabajo neto necesariamente negativo.

Las fuerzas giroscopicas aparecen en sistemas fisicos que contengan al-
guna referencia movil de tipo rotatoria para la definicién de coordenadas.
Estas fuerzas pueden servir para estabilizar el movimiento de ciertos siste-
mas alrededor de trayectorias dinamicas estacionarias, como es el caso de
la peonza simétrica para su movimiento de precesiéon uniforme o la brajula
giroscopica (capitulo 9).

EjeEMPLO 7.11: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizon-
tal, tiene un movimiento de rotacién impuesto alrededor de su centro con
velocidad constante w. En su perimetro esté anclado un muelle, de longitud
natural rg, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones
del movimiento e identificar los términos giroscopicos.

Solucion. Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velo-
cidad del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al
disco,
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Figura 7.10: Disco que gira con
velocidad constante w, con un
resorte fijado en su perimetro,
al cual estd sujeta a su vez una
particula de masa m.

UPZUA+UP|A

= [—awsen(wt) — r(w + ¢) sen(wt + ) + 7 cos(wt + )] @
+ [aw cos(wt) + r(w + ) cos(wt + p) + 7 sen(wt + ¢)] 7
La expresion de la Lagrangiana es

k
L= % [a2w2 + 72w+ @) + 72 + 2arw(w + @) cos ¢ + 2awr sen ] —5(7‘—7“0)2.

Las ecuaciones de Lagrange resultan

mr — mrc,bz — 2mrwy — mrw? — maw? cosp + k(r—rp) =0

mr2<,b + 2mrro 4 2mrwr + marw?® sen p=0
En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscopico es —2mrwe,

y en la segunda ecuacién —respecto a ¢— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

0 —2mrw
bvig) = <2mrw 0 > '
Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energia cinética,
T="Ty4+ T+ Tp;
T, = s + ),

Ty = m(r?wp + arwg cos ¢ + awr sen @),

1
Ty = imwQ(CLQ + % 4 2ar cos ),
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de donde se deduce

8T1 8Tl 2
a = szawrseng@ Gy = a— = mr°w + marw cos g;
T ¥
_ Oay B day,
=00 T or

= —Q'rn'rw7 Yor = —Vro = 2mrw O

7.3. Potencial dependiente de la velocidad

En las ecuaciones de Lagrange (7.14) y en la discusion posterior se admi-
ti6 como base de partida que el potencial V' no dependia de las velocidades.
Sin embargo, esta restriccién no es siempre necesaria, pudiendo existir casos
en que se defina un potencial dependiente de las velocidades y se mantenga
la forma estandar de las ecuaciones de Lagrange.

Recordemos la forma bésica de las ecuaciones de Lagrange (7.12),

d /0T oT
— | — | = =— =0); i =1.... . .
4 <8q.j) 5 =@ (=l (7.56)

Supongamos ahora que las fuerzas generalizadas (); provienen de un poten-
cial dependiente de la velocidad U(gj, 4;,t), de acuerdo con

d [oU ou
= =] === i=1,...,n). 7.57
Comprobamos inmediatamente que, llamando L =T — U,
d (0L oL
(=)= =0 i=1,...,n). 7.58
" (8%) o " (G=1...,n) (7.58)

Aplicacion: fuerzas electromagnéticas

Como ejemplo bésico de potencial dependiente de la velocidad conside-
raremos las fuerzas electromagnéticas actuando sobre una particula cargada.
Si la carga eléctrica es e y la velocidad v, estas fuerzas son

F =c(E+vAB), (7.59)
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donde E es la intensidad del campo elecrico y B el vector de inducciéon
magnética. Estos se obtienen respectivamente de un potencial escalar ¢ y
de un potencial vector A de acuerdo con

0A 0A
E=—gradé¢— 22— vp- 22 .
gradg - 0 = -Vo - 2, (7.60)
B=1r0tA=VAA, (7.61)

donde tanto ¢ como A son en general funciones del tiempo. En funcién de
éstos, la fuerza vale

F:e<v¢%;‘+vA(VAA)>. (7.62)

Veamos como puede obtenerse esta fuerza de un potencial U, dependien-
te de la velocidad. Sea (z,y, 2) la posicion de la particula en coordenadas
cartesianas. De entrada el término —eV ¢ corresponde a la energia potencial
ordinaria V.

Las componentes cartesianas del término v A (V A A) son

~ OAm
WA (VAA), = Z 6ijkﬁlmkvjaiﬂtl; (7.63)
k,l,m=1

consideremos —por ejemplo— la componente x (indice de coordenada 1):

WA (VA A), =0, <8Ay _ an> . (61495 B 8AZ>

ox oy 9z Ox
7U8Ay+v aAZ—l—v 8Aw_08Ax_08Ax_ 0A,
Y ox ? ox T Ox T ox Y oy g,

donde se ha anadido y restado v;(0A;/0z) en el ultimo término. A su vez,
A es funcion de coordenadas y tiempo, por lo que

A, A OAs . OA | 0A
T o T ey YT e F T e
(7.64)
_d Q( A)
—at o Y
Resulta por tanto
0 dA,  0A,
[v/\(V/\A)]xf%(v‘A)— g + T (7.65)
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Generalizando para una componente genérica x;, la fuerza electromagnética
es por tanto

8¢ dA;
F; = A .
¢ [ ox; 83:z (U ) dt ] (7.66)
y considerando asimismo (7.64) generalizada segin una direccion z;, se ob-
tiene
0¢ 0 d /0
F,=e¢|— cA)— — A . .
€ |: 8%‘2 + 8.7}1 (U ) dt (8.% (U )>:| (7 67)
Tomando ahora
U=e(p—v-A) (7.68)
se obtiene finalmente
d [oU ou
F,=— — ) .

i (ox) - o (69
de acuerdo con (7.57). Resulta por tanto una funcion Lagrangiana de la
forma )

L:T—UzimUQ—e(qS—'v-A). (7.70)

Esta forma de la Lagrangiana permite observar que el momento de una
particula cargada en un campo electromagnético es

p= % = mv + eA. (7.71)

Este resultado llama la atencién, ya que indica que una parte del momen-
to esta asociado al propio campo electromagnético. En el caso en que una
coordenada z; sea ciclica (es decir, 0L/0x; = 0), es la componente corres-
pondiente de este momento generalizado, en lugar del momento mecéanico
—cantidad de movimiento—, la que se conserva.

La representacion de las fuerzas electromagnéticas debidas a la induccion
magnética, ev A (V A A), es similar a las fuerzas giroscopicas descritas ante-
riormente (apartado 7.2.8). En efecto, la expresion (7.63) se puede escribir
como

[v A (VA A, Z’y i, (7.72)

donde se han empleado los coeficientes

0A,,
em def Z eewkelmk . (7.73)
k,l,m=1
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Se comprueba inmediatamente que ’yfj = —'y]em Por tanto, esta represen-
tacion es analoga a la de los términos de fuerzas giroscopicas en (7.53). Al
igual que entonces, debido a la hemisimetria de los coeficientes, las fuerzas
debidas a la induccién magnética no desarrollan trabajo,

n

dwem
Z Vij did; = 0. (7.74)
i,j=1

7.4. Sistemas con ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {g;} no
libres, gobernado por la ecuacion fundamental de la dinamica (7.11). Si el
sistema admite potencial V' se puede escribir esta tltima ecuacién en funcién
de la Lagrangiana L:

n

d /0L oL
— | == 6q; =0, V{dq;} compatibles. 7.75
jzl[dt (57) 5| =0, 000} comp (7.75)

Las variaciones {dg;} no son libres, sino que estan sujetas a restricciones o
enlaces, por lo que no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.

No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen
enlaces anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Restringiremos nuestra atencién a las ligaduras anholénomas denominadas
catastdsicas, caracterizadas por una expresion lineal en ¢;:

> Ajgi+C=0.
j=1

De forma equivalente, en funcién de variaciones infinitesimales:

n
D Ajdg;+Cdt =0 (7.76)
j=1
En la expresién anterior tanto A; como C' seran a su vez funciones de g; y
de t; en caso de que fuesen constantes, admitiria una integral directa dando
lugar a una expresién holénoma, por lo que la ligadura seria anholénoma
sb6lo en apariencia:

A;,C constantes = ZA o)+ C(t—ty) =0
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Ademas de los sistemas con ligaduras anholénomas, en que forzosamente
se han de formular los enlaces de forma explicita, en ocasiones nos interesara
formular de esta manera una ligadura, aunque sea holénoma. Como veremos,
asi sera posible calcular la reaccién de enlace, que de otra manera no entraria
en las ecuaciones. De esta manera, una ligadura holonoma ®(g;,t) = 0 es
equivalente a

7.4.1. Meétodo de los mUltiplicadores de Lagrange

Supongamos un sistema mecanico, descrito mediante una funcién La-
grangiana L(qj, ¢;,t), con:

= n coordenadas generalizadas {¢;, j =1,...,n}
= k ecuaciones de ligadura ®; = 2?21 Aijg; +C; =0, (i=1,...,k)

El sistema posee (n — k) grados de libertad, por lo que las n coordenadas
{gj} no forman un conjunto libre. En cualquier caso, se verifica la ecuacion
fundamental de la dindmica (7.75).

Los desplazamientos virtuales se toman en un instante fijo, sin variaciéon
del tiempo (0t = 0). Las condiciones de compatibilidad de éstos con los
enlaces se obtienen sustituyendo (dg;, 6t = 0) en (7.76):

> Aydg; =0, i=1,...k (7.77)
j=1

En sentido estricto no se puede decir sin embargo que los desplazamien-
tos {dg;} que cumplan (7.77) sean compatibles con los enlaces, al estar éstos
altimos definidos en funcién de velocidades que implican necesariamente una
variacion del tiempo. Sin embargo, las {dg;} que cumplen (7.77) no produ-
cen trabajo virtual con las fuerzas de enlace, que es lo que en realidad nos
interesa.

Introducimos ahora unos multiplicadores {\;}, i = 1,...,k, de valo-
res en principio arbitrarios. Multiplicaremos por ellos a cada una de las k
expresiones (7.77), que seguiran valiendo cero:

i ZAijéqj =0, i=1,...,k (nosumado) (7.78)
j=1
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Sumamos ahora para las k expresiones anteriores (la suma seguird va-
liendo cero) e introducimos esta suma en (7.75), que no se vera alterado:

" oL\ 0L &
) -

j=1 i=1

5q; =0 (7.79)

donde para sacar factor comin dg; se ha intercambiado el orden de los
sumatorios en i y j. Las expresiones (7.79) obtenidas dependen pues de
(n + k) parametros: k multiplicadores {\;} y n desplazamientos virtuales,
{0g;}-

Puesto que los multiplicadores A; son arbitrarios, podemos elegirlos de
forma que se anulen k de los coeficientes del sumatorio en (7.79). Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que éstos son los k primeros:

d (0L
— (= NAii =0, j=1,...k; 7.80
dt <8qj> 8qj ; g J ( )

restan pues en el sumatorio (7.79) tan solo (n — k) coeficientes no nulos.
Puesto que el sistema posee (n — k) grados de libertad, sera posible elegir
de forma libre los (n — k) desplazamientos virtuales correspondientes, de
manera que se deberan anular los coeficientes respectivos:

k
d /0L oL
S22) % N4 =0, j=k+1,....n. 7.81
dt (a(jj) ‘ Z / J * " (7.81)

Asi, por un motivo o por otro, han de anularse los n coeficientes en-
tre corchetes en (7.79). El sistema queda entonces planteado con (n + k)
ecuaciones,

d /0L
— (= NAi; =0, j=1,. 7.82
t(a%> dq; ;; ! 7 (752
@:Z&m+@ﬂ)ﬁLm$ (7.83)
j=1

siendo las (n+ k) incognitas {q1,...,qn}, {A1,..., A\x}. Este planteamiento
define las ecuaciones del movimiento en un caso general.

Sin embargo, en la practica no suele ser aconsejable abordar directamen-
te el problema de (n + k) ecuaciones (7.82), (7.83) con (n + k) incognitas.
Normalmente es posible eliminar de las ecuaciones los k multiplicadores A;,
dejando un sistema de n ecuaciones con n incognitas.
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Si las fuerzas no provienen de un potencial, el desarrollo seria entera-
mente anédlogo, pero partiendo de (7.11) en lugar de (7.75). Al final, las
ecuaciones equivalentes a (7.82) serian:

k
d [oT or
— =] —-=— = P+ )‘ZA’La ':1,...,7’1/.
dt <6q]'> aqj' Qj zzl ! J

Esta expresion permite interpretar el significado fisico del término
Yo Aid . Se trata de la reaccion en el enlace, en la direccion de la coor-
denada ¢;. Esta se suma a las fuerzas generalizadas ()j, que recordamos
provenia tinicamente de las fuerzas activas.

EJEMPLO 7.12: Sea un aro de radio r y masa m que rueda sin deslizar,
dentro de un plano vertical, sobre una recta inclinada un angulo a. Obtener
las ecuaciones dindmicas y la reacciéon tangencial de la recta sobre el disco
que asegura la rodadura.

T T

\ Figura 7.11: Aro rodando sin

N \

deslizar por un plano inclina-
do. (nota: al resolver el pro-
blema la reaccion R, resul-
ta con valor negativo, lo que
quiere decir que tiene sentido
opuesto al dibujado)

Solucion. La ligadura impuesta por la rodadura es:
rdf —dx = 0.
En realidad esta ligadura es holénoma, pues se podria integrar, quedando
rd = x;

sin embargo, deseamos mantener la ligadura de forma explicita, lo que nos
permitird obtener después la reacciéon del enlace.
En funcién de las coordenadas (z,6) (no libres), la Lagrangiana vale

1 1 .
L=T-V= §m¢2 + i(mrz)ﬁz + mgx sen «
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Introducimos un multiplicador A; siguiendo la notacion de (7.78)
A (Am:'v + Agé) =0, siendo A, =-1, Ay=7r
Resultan pues de (7.82) y (7.83) tres ecuaciones con tres incognitas:

mx —mgsena+ A=0

26— N — 0 } Lagrange

rd =%  Ligadura

Es posible eliminar A de estas ecuaciones, derivando la ecuacién de ligadura
y entrando en la segunda ecuaciéon de Lagrange:

=3 = mri=\ = \=mi

Deduciéndose finalmente:

mgsen o . gsen«o o gsen«
2 2 2r

La fuerza tangencial sobre el disco es por tanto:

(1) =

mgsen o
2

mgsen

R 2

Hacemos notar que el signo negativo para R, indica que tiene el sentido
contrario al considerado positivo para z (descendiente segin la recta en la
figura), es decir, tiene sentido ascendente.

Podemos obtener también:
mgsen o
Ry = )Ay = mgsena 5 T,

que no es sino el momento debido a R”.
Como comprobacién, realizamos el mismo céalculo por los métodos de
Newton-Euler:

cantidad de movimiento: mi = mgsena + R,
momento cinético: (mr?)% = —Ryr
Es decir,

1
R, =-mi = Rm:—imgsena

1
= — . U
z 2gsena
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Figura 7.12: Sistema de dos particulas A
y B, unidas rigidamente, con cuchillo en
el apoyo de A que materializa un enlace
anholonomo.

EJEMPLO 7.13: Para el sistema descrito anteriormente en el ejemplo 7.3,
Suponiendo que la masa de cada particula vale m, obtener las ecuaciones
del movimiento, y demostrar que el multiplicador de Lagrange representa
la fuerza transversal de restricciéon en ese punto.

Solucion. La ecuacion de ligadura anholéonoma (7.3) era
l.
—&senf + gcosh — 50:0. (7.84)

Los coeficientes son

l

Ay = —senf; A, =cost); Ag = —5

La lagrangiana, correspondiente en este caso Unicamente a la energia ciné-
tica, vale

1 .
L =m(i®+9%) + Zmz292.

Las ecuaciones de Lagrange, empleando un multiplicador A\ para la restric-
cibén, resultan

2mi = — A sen 0, (7.85)
2mij = A cosb; (7.86)
1 2" l

Estas tres ecuaciones, junto con la de la restriccion (7.84), sirven para re-
solver las cuatro incognitas (x,y, 60, \). Es posible eliminar el multiplicador
A, cuyo valor a partir de (7.87) vale A = —ml#, en las otras dos ecuaciones:
24 = 10 sen 0; (7.88)
24 = —16 cos 0; (7.89)
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de esta forma, el problema queda planteado mediante estas dos ecuaciones,
junto con la restriccion (7.84), para las incognitas (z,y, 0).

Las ecuaciones de Newton /Euler correspondientes al balance de cantidad
de movimiento y momento cinético en G, funcién de la reacciéon R normal
a la cuchilla, resultan:

2mi = —Rsenb; (7.90)
2mg = R cos 0; (7.91)
1 2" l
il = _—R-. .92
Smi*i = R (7.92)

Se aprecia inmediatamente que coinciden exactamente con las ecuaciones

(7.85-7.87) con A = R. O

7.5. Introducciéon al cilculo de variaciones

7.5.1. Los principios variacionales

Los principios de Newton-Euler (apartado 6.2) dan como resultado ecua-
ciones diferenciales, es decir, relaciones entre funciones del movimiento y sus
derivadas en un instante dado. Segin vimos, el principio de los trabajos vir-
tuales y el de D’Alembert globalizan el planteamiento de las ecuaciones
para sistemas de varias particulas, definiendo una condicién que se ha de
verificar para todo el sistema (la nulidad del trabajo virtual para conjuntos
arbitrarios de desplazamientos virtuales). El principio de D’Alembert per-
mite formular, para sistemas de N particulas sujetos a enlaces, un conjunto
de ecuaciones diferenciales por lo general mucho mas reducido que las que se
obtendrian de aplicar directamente los principios Newtonianos a cada una
de las N particulas.

En cualquier caso, los procedimientos arriba comentados se basan en el
planteamiento y resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales, que se
han de cumplir para cada instante de tiempo. Al basarse en relaciones que
se han de verificar para cada «punto» de tiempo, a esta formulacién cabria
llamarla «puntual» o «local».

Una alternativa a la formulacién local de la dindmica es la ofrecida por
los principios variacionales. Estos se basan en establecer una propiedad
global del movimiento a lo largo de todo un periodo de tiempo. En lugar de
originar un sistema de ecuaciones diferenciales para cada instante, plantean
una caracteristica global del movimiento, es decir, una medida integral que
lo caracteriza desde el instante inicial hasta el final.
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El empleo de principios variacionales en la fisica proviene histéricamente
del campo de la 6ptica. El llamado principio de Fermat (1608-1665) permitio
establecer las leyes basicas de la 6ptica de manera muy elegante. Establece
este principio que la luz va de un punto a otro por el camino por el que tarda
menos tiempo, incluso si sufre reflexiones y refracciones. De este principio se
obtienen otras propiedades fundamentales como la igualdad de los dngulos
de incidencia y reflexién en un espejo, o la ley de Snell de la refraccion.
Todo se deduce de una condicion de extremo (minimo) para una magnitud
dada: el tiempo recorrido por el rayo de luz en su trayectoria.

En la mecéanica, se plantea el problema de si es posible definir un fun-
cional, en relacién con la trayectoria dindmica de un sistema, que juegue
un papel analogo al principio de Fermat. Asi, la trayectoria real que segui-
ria el sistema, para unas condiciones iniciales determinadas, ocasionaria un
extremo de este funcional.

Este funcional existe de hecho, como veremos en el apartado 7.6; se trata
de la integral a lo largo del tiempo de la funcién Lagrangiana L, denomi-
nada accidon Hamiltoniana. En el apartado mencionado desarrollaremos el
principio, verificando su equivalencia con las formulaciones dinamicas ya
conocidas.

Este principio de extremo o variacional tiene una gran potencia: puede
ser generalizado a la mecénica de medios continuos (sistemas con infinitos
grados de libertad), a sistemas cuanticos o relativistas. Por lo tanto, me-
rece la pena detenerse, antes de presentar el principio de Hamilton, en la
justificacion y aplicacion general de este planteamiento variacional nuevo.

7.5.2. El problema fundamental del calculo de variaciones

El planteamiento del problema consiste en encontrar una funcion y(x),
de variable real z, de forma que un funcional determinado I[y] de esta
funcién sea extremal. Sea el funcional con la estructura general siguiente,

1% [ s @) e cony@ L 199

donde f es una funcion dada de las variables (y, ¢/, x), a la que supondremos
los requisitos de continuidad y diferenciabilidad necesarios, y (1, x2) los dos
puntos extremos, dentro de los que interesa el estudio de y(x). El problema
es determinar las funciones y(z), que toman valores dados en los extremos
y1 = y(z1) e y2 = y(x2), y que hacen del valor del funcional I[y| extremal,
es decir, un méaximo o un minimo.
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Para ello, estudiaremos la variacion del funcional, que llamaremos 41,
para variaciones arbitrarias de y(x) que cumplan las condiciones de borde
dadas. Esta variacion debe ser nula, como expresion de la condicion de extre-
mal. Como primer paso, investigamos la familia uniparamétrica de funciones
variadas

y(w,a) = y(x) + an(x). (7.94)

siendo o € R un parametro continuo y 7(z) una funcién real dada arbitraria,
a la que Gnicamente exigiremos que tenga condiciones de borde homogéneas,
es decir n(z1) = n(x2) = 0. Es decir, «enmarcamos» la soluciéon buscada
y(z) dentro de un conjunto de curvas de comparacion y(x, @) que cumplan
todas ellas las mismas condiciones de borde que y(x).

De esta manera el valor del funcional depende de a:

I(a) = / Py o).y (2, ), ) da.

La primera variaciéon de este funcional® para una variacién arbitraria do es
def df "2 [of oy | Of 0y

0l = —da = — =+ ==t dadz. 7.95

da’® /x1 {8y8a+8y’ da [ 04 ( )

Claramente,

)

Oo _817804:%

por lo que integrando por partes el segundo sumando en (7.95),
“Oor 9 (dy dx__/”d OF N9y 4, 9T Oy
2 0y 0z \ Do N » dz \ 0y ) Oua oy O«

1
El segundo sumando en la expresion anterior (términos de contorno) no
contribuye, puesto que segun (7.94) es dy/da = n(x), que desaparece en x;

y To. Asi,
— $2 -2 _ i 7f 7y —
ol = /z [ ) dn ( y/)] dadx = 0. (7.96)

1

oy %y o [0y
foJe

x2

x1

=0

En esta expresion (0y/0a)da = n(z)da se pueden interpretar como va-
riaciones de la curva y(z). Estas variaciones, que llamaremos dy(z), son
arbitrarias, puesto que n(x) es una funciéon cualquiera con la tnica salvedad

8Es decir, la variacién suponiendo do infinitesimal y despreciando los términos del
desarrollo en serie de orden 2 o superior, O(5a?).
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de las condiciones de borde homogéneas. En la ecuacién anterior, el término
entre corchetes, en consonancia con la denominacion establecida en (7.28),
se denomina «deriwada variacionaly:

0f aet OF _ d <3f>.

== oy

Sy Oy dx (7.97)

Puesto que §I = 0 para variaciones arbitrarias dy, el teorema fundamen-
tal del calculo de variaciones establece que la derivada variacional en (7.96)
se debe anular en todos los puntos del intervalo:

o _0r_ 4 (31

U 5y

T > =0, Vz €]z, xs (7.98)

Esta expresion se denomina la ecuacion de Euler del cdlculo variacional.

Es posible observar la similitud de la ecuacion de Fuler con las ecua-
ciones de Lagrange de la dindmica (7.14), sin mas que sustituir f(y,y’, x)
por L(q,q,t), en un hipotético sistema de un grado de libertad. Este re-
sultado seré el punto de partida para el principio variacional de Hamilton
(apartado 7.6).

EJEMPLO 7.14: Obtener la curva a lo largo de la cual una particula, some-
tida al campo gravitatorio, realiza el descenso entre dos puntos dados en un
tiempo minimo (problema de la «braquistécronas ).

1 (0,0)

Figura 7.13: Una particula so-
metida a su propio peso debe
descender del punto 1 al 2 en
la trayectoria por la que tarde
un tiempo minimo (denomina-
da braquistécrona,).

2 (a,B)

Solucion. Tomando como punto de partida el 1 = (0,0) y de llegada el
2 = (o, f), se plantea obtener la curva y(x) tal que la duracion

2 ds
1 v

T:
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sea minima. En la expresién anterior ds es el elemento diferencial de arco,
v v la velocidad:

ds = y/1+ (y/)2dx, siendo ¢ = dy/duz,
v = 4/2¢gz,

suponiendo v = 0 en el punto 1. Asi,

Planteado de esta forma, el problema es formalmente idéntico al expresado
en (7.93), siendo f = \/[1 + (¥)?]/z, por lo que se podra aplicar la ecuacion

de Euler (7.98):
of A (of)_,
oy dx \oy /)

En este caso, df /0y = 0, luego la ecuacion anterior se reduce a la integral

primera
of
Ty/:C (Cte.)
Particularizando:
a /
0o [
o~ allt )] En—

Para facilitar la integracion de 3/, realizamos el cambio de variable y de
constante siguiente:

1 —_ . _ -l .
@—27‘, x=r(l——cosyp);
resultando
% _ ydx T

dgo_y@_ QT_:Ersengo:r(l—coscp).

Esta expresion se integra directamente, teniendo en cuenta las condiciones
iniciales (y1 = 0,1 = 0), obteniéndose

y=r1r(p —seny).
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Por lo tanto, la ecuaciéon paramétrica de la curva buscada es
x=r(l—-cosyp),
y=r(p —senyp),

que corresponde a una cicloide’, con cispide en 1 = (0,0). El parametro r
de la misma se hallaria obligando a que el punto 2 = («, ) pertenezca a la
curva:

a=r(1l—cosyp);
B =r(p— senp).

Este constituye un sistema de ecuaciones no lineal para las incognitas (r, ),
que se resolveria por métodos numéricos iterativos. O

7.6. El principio de Hamilton

Sea un sistema conservativo y holénomo con n grados de libertad, en el
que se ha definido una funcion Lagrangiana (L). El principio de Hamilton
establece que:

«entre dos instantes t1 y to, caracterizados por las configuracio-

nes respectivas {qgl)} y {qZ@)}, el sistema evoluciona de forma

que la integral
to

S = L(q,-,q'i,t) dt (7.99)
t1
adopta un valor estacionario (es decir, extremal) para la trayec-
toria real del sistema.»

Esta estacionariedad se refleja en un minimo de S, denominada accion Ha-

miltoniana. Al principio de Hamilton también se le llama principio de la

minima accion®V.

9La cicloide es la curva que traza un punto del perimetro de una circunferencia cuando
ésta rueda sin deslizar sobre una recta.

10Fxiste otro principio también llamado de la minima accién, formulado histéricamen-
te antes que el de Hamilton, debido a Maupertuis (1744), y clarificado posteriormente
por Euler. En éste, se define la accién como f:f 2T dt, siendo T la energia cinética, y
la propiedad de minimo se verifica para variaciones en las trayectorias del sistema que
mantengan constante la integral de Jacobi h (7.43). Una exposicién concisa de este ul-
timo principio puede encontrarse en J.B. Griffiths: The Theory of Classical Dynamics,
Cambridge U.P., 1985. La mayor generalidad de las variaciones posibles en el principio
de Hamilton lo hacen preferible desde un punto de vista practico, aunque si se quiere
evitar confusiones conviene diferenciar ambos enunciados, precisando «minima accién
Hamiltoniana» o «minima accién Maupertuisiana.»
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El principio de Hamilton se puede considerar como un postulado basico,
siendo posible deducir a partir de él toda la dinamica, de forma alternativa
a las leyes de Newton o al principio de los trabajos virtuales. De hecho,
se trata del planteamiento mas «elegante»: constituye una tnica expresion,
con un enunciado preciso, y permite definir la evoluciéon dindmica global
a lo largo del tiempo por contraposicién a la descripciéon local instante a
instante.

En lo que sigue, comprobaremos la equivalencia del principio de Hamil-
ton con las ecuaciones de Lagrange, que anteriormente se habian deducido
a partir del principio de D’Alembert.

7.6.1. Las ecuaciones de lagrange a partir del principio de
Hamilton

Suponemos que la trayectoria real que sigue el sistema es {¢;(t)}. To-
mamos una familia de variaciones {dg;} a tiempo constante, de la forma:

0qi(t) = a;(t)oc,

donde da € R es una variacion arbitraria, y a;(¢) son funciones dadas del
tiempo, arbitrarias salvo por la restriccién de tener condiciones de borde
homogéneas a;(t1) = a;(t2) = 0. De esta forma, todos los caminos variados
qi(t) + d¢;(t) tienen el mismo origen y final. Expresando la condicion de
extremal de la acciéon Hamiltoniana S al variar «, y teniendo en cuenta que
las variaciones no afectan a los limites de la integral,

ds t2 (9L oL .
0S = @60[ = /t1 ((aqiai + 8q’iai> dardt.

En esta expresion, asi como en el resto de este apartado 7.6 se sobreentiende
el convenio de sumacion de indices repetidos, salvo en el caso en que estos
indices afecten a vectores. Integrando por partes el segundo sumando dentro
del paréntesis resulta

2 9L | oL | [tz d (oL
—a;dt = —a;| — — | == | a;dt
t1 8(]2' 8(]2' t t1 dt aqi
N——
=0

El término de contorno desaparece, puesto que dL/da = a;(t), que se anula
en ty y to. Asi, se llega a

279L d (0L

1
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Considerando que a;(t) son funciones independientes para cada coordenada
i (recordemos que se hizo la hipotesis de que el sistema era holénomo por
lo que esto siempre serd posible), con valor arbitrario salvo la condicion de
borde homogénea, la expresion anterior obliga a

oL d <3L) oL =0, i=1...,n;t€|t1,ta] (7.100)

“oa _ai\og) ag "

Estas relaciones son precisamente las ecuaciones de Lagrange deducidas an-
teriormente (7.14), y constituyen para este caso las ecuaciones de Euler
correspondientes al principio variacional (7.99). Por este motivo, se deno-
minan también ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Hemos comprobado que del principio de Hamilton se deducen las ecua-
ciones de Lagrange. Reciprocamente, es inmediato comprobar que si se cum-
plen las ecuaciones de Lagrange, se sigue la estacionareidad de (7.99). Por
tanto, queda demostrada la equivalencia.

El principio de Hamilton explica con gran claridad algunas propiedades
que habfamos demostrado anteriormente, como la invariancia de las ecuacio-
nes de Lagrange respecto a transformaciones «de galga» (7.26). En efecto,

al sumar a L el término %F(qi, t), el efecto sobre la accion S en (7.99) es
to d
/ LGP0 dt=Fg® 1) - Flg”, 1) = cte. (7.101)
t1

El anadir una constante no altera la estacionareidad de .S, por lo que queda
comprobada la «neutralidad» dinamica de este tipo de transformaciones.

7.6.2. Generalizacion del principio de Hamilton

Es posible obtener una generalizaciéon del principio de Hamilton, para
considerar fuerzas no conservativas o sistemas anholénomos, que no puedan
definirse mediante coordenadas libres.

Supongamos un sistema definido con coordenadas {g;} no libres, en el
que existen fuerzas generalizadas (), posiblemente no conservativas. Ade-
mas, las coordenadas estan sujetas a k ecuaciones de ligadura,

®i(q5,q5,t) =0, i=1,....k

Low 0%
- qu 4 ot
=1 ~~

Aij Ci
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o en funcién de desplazamientos virtuales
n
> Aydg; =0. (7.102)

Las ecuaciones de la dindmica serian

" [a sor\ or K

6QJ = 07 v{(SQj}comp.
j=1 94;

Tomaremos variaciones {d¢;} compatibles con los enlaces, a tiempo
constante (6t = 0), de forma que cumplan la condicion de contorno
0qi(t1) = dqi(t2) = 0. El principio generalizado afirma que se ha de ve-
rificar

to N k
/ 0T+ (Qj + ZAZ-Aij> 6gj| dt=0  Y{6q;} eomp.. (7.103)

t1 j=1 i=1

Empleando la ecuacion (7.102), al tratarse de desplazamientos compatibles,
en la expresion anterior se anulan los términos de los multiplicadores, que-

dando
to n
/ 0T+ Qjoq;| dt=0  V{5¢;}comp. (7.104)
t1 j=1

En el caso en que las fuerzas provengan de un potencial, es inmediata
la equivalencia de esta expresion del principio generalizado con el principio
de Hamilton expresado en (7.99):

0T+ Qjdq; =0T — gvaqj =4L.
j=1 j=1
——
2%

En un caso general, la justificacion del principio generalizado se realiza
como sigue. La variacién de la energia cinética se puede desarrollar como

0T = Z 5(11 + Z 5(11,

con la definicién realizada de las variaciones, se verifica

d
—0q;;

56 =
4= 1
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siguiendo ahora un procedimiento similar al expuesto en el apartado 7.6.1,
la integral respecto del tiempo del primer sumando se realiza por partes:

to
2 80T N 2 d (0T
O sidi =S sl — / () 5q; dt.
/tl 04¢; P 04q; — ;dt 0q;

i=1
N————
=0

Sustituyendo estas expresiones en (7.103) resulta

ta & d aT) oT }
—— | = |+ =— +Q;| dg;dt = 0.
/t1 ;[ de (3%‘ Jq; @i 04

Puesto que esta relacion se verifica para d¢;(t) de evolucion arbitraria en el
tiempo (con la tnica restriccion de las condiciones de borde homogéneas),
el integrando ha de anularse:

" [d /0T oT
Zﬂa(w)‘mJQJM‘Q

expresion que concuerda con la ecuacion fundamental de la dindmica o prin-
cipio de D’Alembert en coordenadas generalizadas (7.11). A su vez, si {¢;}
es un sistema libre, {d¢;} se pueden escoger de forma independiente entre
ellas, por lo que se obtienen finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange

(7.12):
agory ot _,
dt \ 9¢; o "

7.7. La dinamica a partir del principio de Hamilton

Como ya se ha mencionado, el principio de Hamilton puede servir de
sustento a todo el desarrollo de la dindmica, admitiendo como postulados
adicionales tnicamente las propiedades del espacio y del tiempo y el prin-
cipio de relatividad de Galileo, expuestos en el capitulo 1 (apartados 1.2 y
1.3).

Este planteamiento es el seguido por algunos textos de mecanica clési-
ca teorica, resultando interesante por la elegancia formal de su desarrollo,
asi como por la fundamentacion solida de las leyes de conservacion de la
mecénica.

Expondremos aqui de manera resumida tan sblo algunos resultados ba-
sicos y su relacién con las leyes y teoremas de conservacién conocidos de
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la dinamica. El enfoque seguido es similar al propuesto por Landau'!, cuya
obra se recomienda al lector que desee profundizar en este tema.

7.7.1. Estructura de la funcién Lagrangiana

Lagrangiana de una particula aislada.— Para empezar consideremos
el problema mecanico més simple, consistente en una particula aislada. La
funcién Lagrangiana L correspondiente, por la homogeneidad del tiempo,
no debe depender de t; por la homogeneidad del espacio, no podra depender
de la posicion r, y por la isotropia del espacio tampoco se vera influida por
la direccién de la velocidad v. Por lo tanto, serd una funcién tnicamente
del modulo de la velocidad, L(v?).

Imponemos ahora la invariancia de las leyes dinamicas con respecto a
una transformaciéon de Galileo. Para ello estudiemos una traslacion con ve-
locidad uniforme w, por la cual la velocidad pasa a ser v = v — w. La
Lagrangiana en este nuevo sistema, L(v'?), para ser equivalente a L(v?)
debe diferir de ella en una derivada temporal total de una funcién de coor-
denadas y tiempo (7.101). Esta condicion se verifica Gnicamente por una
funcion de la forma

L = kv?.

En efecto, se puede comprobar que al hacer la transformacion v = v’ + w,
se obtiene
L(v?) = k(v +w)? = kv + 2kv’ - w + kuw?,

lo que se puede poner como

d
L(v?) = L(v'*) + 3 2k w + kth),
F(r',t)

relacion que prueba la equivalencia.
La masa de la particula se define en funcién de la constante k£ de su La-

grangiana, como m def 2k; de esta forma, la Lagrangiana del punto material
aislado resulta finalmente )
L = —mv?.
2

Es inmediato comprobar que la masa asi definida no puede ser negativa.
Si asi lo fuese, la accién S correspondiente a un trayecto entre dos puntos

M1, Landau y E. Lifshitz: Curso Abreviado de Fisica Tedrica; 1-Mecdnica y Electro-
dindmica, ed. Mir, 1971.
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dados 1y 2,
to 1
S = —mu? dt,
t1

no tendria un minimo; basta para ello considerar distintos movimientos, en
que la particula parte de 1, primero se aleja rdpidamente de 2, para después
acercarse a ¢l. Cuanto mas rapido sea este movimiento, menor (mas nega-
tiva) serfa la accion. En este caso no existiria un extremal, contradiciendo
al principio de Hamilton.

Lagrangiana de la unién de dos sistemas aislados.— Se consideran
ahora dos sistemas aislados A y B, con lagrangianas respectivas La y Lp,
que no ejercen ninguna interaccién entre si. La Lagrangiana del sistema
conjunto es

Larp=Ls+ Lp.

En efecto, supongamos que el sistema A posee unas coordenadas libres
{gi, i = 1,...,p}, mientras que el B posee otras {¢;, j = p+1,...,n}.
Asi, la suma de las Lagrangianas es

L(gi,q5,4di,45,t) = La(q, Gi,t) + Lp(gj, 45, t).

Puesto que ambas partes del nuevo sistema conjunto no tienen ninguna
interacciéon, debemos obtener las mismas ecuaciones de Lagrange con la
Lagrangiana conjunta para ¢; que si toméasemos tan sélo L 4. En efecto:

d (OLayp\ _ d (OLa)
dt dq; St 9q; '

OLarp  OLa
o 0gq;’

como querfamos demostrar.
Si se tienen dos particulas a y b que no interaccionan entre si, la La-
grangiana del sistema conjunto es

mavg mbvg

2 2

L:

Si las dos particulas se mueven a la misma velocidad v, = vy, se puede

considerar la masa conjunta como mgyyp def mg + mp, lo que justifica la
propiedad de aditividad de la masa.
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Funcién de interaccion.— Si las particulas interaccionan entre si, pos-
tularemos que la Lagrangiana conjunta diferird de la correspondiente a las
particulas aisladas en una funcién de interaccion V(r,,7,) que dependa
tnicamente de las coordenadas de cada particula'?:

2
m;v;
L=>%" 5t~ V(ram). (7.105)

i=a,b

Supondremos por otra parte que las dos particulas a y b estan aisladas
respecto del resto del universo, constituyendo un sistema cerrado. En este
caso, por la homogeneidad del tiempo, L no podra depender de ¢: 9L /0t = 0,
por lo que la funcién V' tampoco puede depender de ¢.

Lagrangiana de un sistema de N particulas El razonamiento anterior

se puede extender a un sistema cerrado (es decir, aislado) de N particulas,
2
mivi

. .. . def
descritas por sus posiciones vectoriales 7;. La suma T = se deno-

T2
mina energia cinética del sistema, y V(r;) se denomina energia potencial.

La expresion de la Lagrangiana es
miviz
L:T—V:ZT—V(W). (7.106)
7

En funcién de esta Lagrangiana y del principio de Hamilton, siguiendo
un desarrollo similar al expuesto en el apartado 7.6.1, y escogiendo como
coordenadas generalizadas las coordenadas vectoriales r;, se obtiene la ex-
presion:

d /0L oL .
; [dt (f)r,) - %] -or; =0, V{dr;} compatibles. (7.107)

Notese que en la expresion anterior, en general no serd posible eliminar los
desplazamientos virtuales dr; y garantizar la nulidad de los términos entre
corchetes. En general dr; no seran libres salvo que garanticemos que no
existan enlaces internos de ningtn tipo.

12Conviene notar que esta hipotesis implica que si se produce una variaciéon de las
coordenadas, su efecto se nota de manera instantanea a través de la funcién V', por lo
que las interacciones se propagan con velocidad infinita, posibilidad que no admite la
mecénica relativista.
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7.7.2. Teoremas de conservacion

En lo anterior se ha establecido la estructura de la funcién Lagrangiana
(7.106) y su equivalencia con el principio de D’Alembert (7.107), a par-
tir inicamente del principio de Hamilton y de las propiedades béasicas del
espacio y tiempo.

Se puede igualmente deducir los teoremas de conservacion para sistemas
aislados (apartado 6.3.5), empleando las propiedades bésicas del espacio y
tiempo de la mecéanica clésica.

Conservacion de la Energia.—

La homogeneidad del tiempo tiene como consecuencia la conservaciéon de
la energia en un sistema aislado.

Demostracion. En efecto, si el sistema esta aislado, hemos visto antes que
la Lagrangiana no puede depender explicitamente del tiempo. La derivada
temporal (total) de L(7;,7;) se puede desarrollar como

dL oL . oL .

[ — 7 + —

dt ; 87“1' ! i a’l'i ’
Empleando las ecuaciones (7.107) para un conjunto de desplazamientos vir-

tuales que coincida con las velocidades reales del sistema (que obviamente
cumplen la condiciéon de compatibilidad con los enlaces) se obtiene

d (0L . oL .
Za (81'“1-) ',ri:;am $T

%

Sustituyendo en la expresion anterior queda

dL d (0L . oL . d /[OL .
i~ () X - X ()

d oL .

Es inmediato comprobar que la magnitud entre paréntesis en la ecuaciéon
anterior coincide con la suma de energia cinética y la potencial definidas en
(7.106); a esta suma la llamaremos energia total del sistema, y al anularse
su derivada temporal, la energia se mantendra constante:

por lo que

def oL .
E:T+V:Zi:8h-ri—L:cte. O
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Conservacion de la Cantidad de Movimiento.—

La homogeneidad del espacio da lugar a otro teorema de conservacion.
Debido a dicha homogeneidad, las propiedades mecanicas de un sistema
aislado no deben variar si dicho sistema, en su conjunto, experimenta un
desplazamiento paralelo (traslaciéon) en el espacio.

Demostracion. Sea un sistema aislado de N particulas, con coordena-
das (vectoriales) {r;, i = 1,...,N}, y Lagrangiana L(r;,7;). Se verifica
OL/0t = 0 debido a que el sistema es aislado, por el mismo razonamiento
que se hizo anteriormente. Tomaremos por tanto una traslaciéon arbitraria
infinitesimal €, e imponemos la invariancia de la Lagrangiana. Debido a la
traslacion, las posiciones de las particulas varian como r; — r; 4+ €, mientras
que las velocidades no cambian:

Z arl Z 87“1

y al ser € arbitrario se deduce que ), 9L/0r; = 0.

En funcién de las ecuaciones (7.107) particularizadas para un desplaza-
miento virtual € (que obviamente es compatible, por tratarse de una trasla-
cion uniforme de un sistema aislado que no puede tener vinculos externos),

se verifica
Z OL
- or;

y al ser € arbitrario, se llega a

De esta manera llegamos a la conclusién que la magnitud vectorial

def
P= Z 87‘2

que se denomina cantidad de movimiento del sistema, se mantiene constante
para un sistema cerrado.

Conservacion del momento cinético.—

Debido a la isotropia del espacio, un sistema aislado sometido a un cam-
bio de orientaciéon no deberia variar su comportamiento dinamico.
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Demostracion. Para ello, imaginemos que se efectiia un giro infinitesimal
0. Las variaciones en posiciones y velocidades son respectivamente

or; =0p Ar;
0r; = dp A7y

Con estas variaciones de las velocidades, el moédulo de la velocidad de cada
particula se conserva, por lo que la energia cinética 1" no varia. Por lo tanto la
diferencia entre las Lagrangianas sera tiinicamente funciéon de las posiciones.
Imponiendo la invariancia de la Lagrangiana,

5L:Z§fl (dp ATy +Z@ (dp A7) = 0.

Permutando el producto mixto en esta expresion,
oL oL
e - =0
¥ Z:PZ o, TN am]

y teniendo en cuenta que d¢ es arbitrario,

oL oL
E:Py &’+m 8h}:o. (7.108)

%
Expresamos ahora las ecuaciones (7.107), particularizadas para desplaza-

mientos virtuales d7; = d¢ A 7; (compatibles siempre en un sistema aislado
libre de enlaces externos, ya que representan una rotacion rigida infinitesi-

mal):
> [ (57) -] venra=o

y permutando el producto mixto,

oL oL
o ZTZ [ <87"Z> _81"7;] =0

y al ser d¢p arbitrario,

Zm (87'1) ZTZ -
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empleando la ecuacion (7.108) esta expresion queda convertida finalmente

en
d (0L . oL d oL
Zi AT (am) _Zi RN TRT [Zi "N o

Hyo

=0.

Es decir, se conserva el momento cinético, definido como la suma de los

. . def . def
momentos de las cantidades de movimiento: Ho = >, i Ap;, siendo p; =

OL /07y, la cantidad de movimiento de cada particula. O

7.8. Problemas propuestos.

Problema 7.1. En un tridngulo rectangulo isésceles de masa m, que puede
deslizar sin rozamiento dentro de un plano vertical sobre una recta horizon-
tal, apoyandose sobre un cateto, se coloca un disco homogéneo, de radio
r y masa 2m, que puede caer rodando sin deslizar por la hipotenusa del
tridngulo, desde el punto mas alto de ésta. Se pide:
a. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento, discutiendo la
existencia de integrales primeras.

b. Obtener la reacciéon del triangulo sobre el disco para un instante ge-
nérico, en que el disco aiin no haya llegado a tocar la base.
(Examen final, 16/9/1994)

Figura 7.14: Problema 7.1

Q Q Q

Problema 7.2. Un sistema formado por dos masas de valor m unidas por
una varilla rigida sin masa de longitud [ se mueve sobre un plano horizontal.
Cada masa esta apoyada sobre el plano mediante un pequeno cuchillo que
impide totalmente el desplazamiento en direcciéon de la varilla, quedando
libre el movimiento en direccién normal. El sistema tiene un movimiento
impuesto de rotacién con velocidad angular w constante, teniendo su centro
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en el instante inicial una velocidad vy segin una determinada direccion. Se
pide:
a. empleando las coordenadas cartesianas de cada particula, expresar las
ecuaciones de los enlaces y determinar el n.° de g.d.l.;

b. escoger coordenadas generalizadas que eliminen los enlaces holéno-
mos y en funcién de ellas obtener las ecuaciones de Lagrange de la
dinadmica;

c. integrar completamente dichas ecuaciones y obtener de forma explicita
la trayectoria del sistema;

d. calcular de forma explicita la reacciéon de enlace en los cuchillos.

wi
- Figura 7.15: Problema 7.2

8

Problema 7.3. Un disco de masa M y radio R puede girar libremente
alrededor de su eje de revolucion vertical Oz. En el disco existe una aca-
naladura radial lisa por la que desliza una rétula cilindrica A, que a su vez
es el punto de suspensiéon de un péndulo simple de longitud [ y masa m.
La rotula A actia obligando al péndulo a moverse en el plano vertical que
contiene a la ranura OA. Se pide:

a. Obtener las ecuaciones del movimiento de la masa puntual, utilizando

métodos de la dinamica analitica.

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento del sistema
e interpretarlas fisicamente.

Problema 7.4. Una particula pesada de masa m se mueve unida mediante
una varilla AB rigida, sin masa y de longitud [, a una rétula A de masa
despreciable. A su vez, esta rotula A estd obligada a permanecer en todo
momento sobre una circunferencia horizontal fija de radio R. La rotula A
acttia obligando a que la varilla se mueva contenida el plano vertical tangente
por A a la circunferencia. Se pide:
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Figura 7.16: Problema 7.3

a. Obtener las ecuaciones del movimiento mediante los métodos de la
mecanica analitica.

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento, e interpre-
tarlas fisicamente.

c. En el caso de que A se mueva con velocidad de modulo constante
|lva| = wR, expresar el potencial de la fuerza de arrastre correspon-
diente a un sistema de referencia moévil con origen en A, con el eje z
vertical y cuyo plano yz contiene en todo momento a la varilla AB.

d. Para la situaciéon del apartado 3, expresar posibles integrales primeras
del movimiento e interpretarlas fisicamente.
(Véase problema propuesto 6.16, empleando métodos de Newton y Euler)

A
Ol..
B% 1 Figura 7.17: Problema 7.4
l &
B/ Y
m

Problema 7.5. Un aro de masa M y radio R se mueve en todo momento
en un plano vertical con un punto de su periferia O fijo. Ensartada en el aro
se mueve una particula de masa m. Por otra parte, la particula estd unida
a uno de los extremos de un cable inextensible y sin masa, que pasa por
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O a través de una pequena argolla. En el otro extremo del cable se aplica
una fuerza F(t) dada. No existe rozamiento entre ninguna de las partes del
sistema. Se pide:
a. Calcular las fuerzas generalizadas asociadas a los grados de libertad
indicados en la figura.

b. Calcular la energia cinética y potencial del sistema.

c. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento a partir de las
ecuaciones de Lagrange.

d. Justificar razonadamente la existencia o no de integrales primeras del
movimiento y su interpretacion fisica.

e. Calcular la reacciéon del aro sobre la particula en un instante genérico
mediante la técnica de multiplicadores de Lagrange.
(Véase problema propuesto 6.8, empleando métodos de Newton y Euler)

Figura 7.18: Problema 7.5

Problema 7.6. Un semiaro homogéneo de radio R gira con velocidad angu-
lar w constante alrededor del eje Z vertical, estando obligado a permanecer
en todo momento en un plano vertical, tal y como se muestra en la figura
adjunta. Una particula pesada de masa m puede moverse sin rozamiento
ensartada en el semiaro. En el instante inicial la particula se encuentra si-
tuada en el punto B y se lanza con una velocidad vy relativa al semiaro. Se
pide:
a. Ecuacion del movimiento.

b. Velocidad vy minima necesaria para que la particula alcance el punto

A.

c. Reaccion del aro sobre la particula en un instante genérico para una

vg cualquiera.
(Examen final, 27/6,/1997)

Problema 7.7. Una varilla AB de masa m y longitud total [ se mueve en
un plano vertical de forma que el extremo A desliza sobre la vertical y el
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A

Ow = cte.

A
Figura 7.19:
Problema
7.6

O

extremo B desliza sobre una recta horizontal. Asimismo, una particula P
de masa m puede deslizar libremente sobre la varilla sin abandonarla (ver
figura adjunta). No existe rozamiento entre ninguna de las partes moviles.
En el instante inicial el sistema parte del reposo con 8 = 30° y s = 0. Se
pide, en funcién de s, 0 y sus derivadas:

1. Expresion de la lagrangiana del sistema formado por la varilla y la
particula.

2. Ecuaciones de Lagrange.
3. Integrales primeras del movimiento.

4. Si § = w (cte), calcular mediante la técnica de los multiplicadores de
Lagrange la reacciéon de la varilla sobre la particula en un instante
genérico.

(Véase problema propuesto 6.11, empleando métodos de Newton y Euler)

Problema 7.8. El dispositivo de la figura consta de un aro de masa M y
radio R con un didmetro obligado a permanecer vertical, alrededor del cual
puede girar sin rozamiento. Una particula de masa m se halla ensartada en
el aro pudiendo deslizar libremente sobre él, sometida a su propio peso y sin
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Y
A
S
7
Figura 7.20: Problema 7.7
P
0) X
Z B

rozamiento. Se aplica al aro un momento N (t) respecto al didmetro vertical
que hara girar al sistema alrededor de este eje. Se pide:
a. Expresar la ecuacién diferencial del movimiento, en funcion de la po-
sicion de la particula sobre el aro (¢), la rotacion del aro respecto a
la vertical (¢)) y sus derivadas;

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento en el caso de
que el momento aplicado sea nulo (N (t) = 0);

c. Calcular el momento N (t) necesario para que el aro se mueva con una
velocidad angular constante ¢ = w;

d. Expresar posibles integrales primeras del movimiento para este tltimo

caso.

Figura 7.21: Problema 7.8

Problema 7.9. Un sistema esta formado por dos particulas de masas M
y m. La particula M se encuentra unida a un punto fijo O a través de una
varilla sin masa de longitud a. Ademas, esta particula esta sujeta mediante
un resorte de constante k£ y longitud natural nula a una recta vertical fija
(r) que pasa por O. La particula m se encuentra unida a la particula M
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mediante otra varilla sin masa de longitud a. Todo el conjunto de particulas,
varillas y muelle se mueve en todo momento contenido en un plano vertical
que gira con velocidad angular w constante alrededor de la recta vertical r.
Se pide:
a. Deducir razonadamente el namero de grados de libertad del sistema y
seleccionar de forma justificada unas coordenadas generalizadas ade-
cuadas.

b. Expresar la funcién Lagrangiana del sistema en funcién de las coor-
denadas del problema.

c. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

d. Discutir la existencia de integrales primeras del movimiento y expre-
sarlas en su caso.

e. Expresion de la reaccidon ejercida sobre la particula m.

T w

| M

Figura 7.22: Problema 7.9

@)

Problema 7.10. En un plano vertical fijo se mueven dos particulas iguales,
de masa m, que se encuentran unidas entre si por un resorte elastico de
constante k y longitud natural b. Una de las particulas debe permanecer
sobre una recta horizontal fija y lisa. Se abandona el sistema en reposo,
estando las particulas a una distancia b y a la misma altura. Se pide:
a. Empleando como coordenadas los pardmetros (z,s,0) de la figura,
discutir si se trata de parametros independientes o si por el contrario
se hallan sujetos a alguna ecuacién de ligadura.

b. Expresion de las fuerzas generalizadas correspondientes a estos para-
metros.

Expresion de la energia cinética del sistema.

/e o

Expresién de su energia potencial.

®

Ecuaciones de Lagrange.

[}

Caso de existir integrales primeras, escribirlas e interpretarlas.
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g. (Se modifican estas ecuaciones (las de los dos apartados anteriores),
si la distancia inicial entre las particulas es inferior a b?

Figura 7.23: Problema 7.10

Problema 7.11. Un aro de masa m y radio R puede oscilar en un plano
vertical en torno a un punto O de su perimetro que esta fijo. A su vegz,
otro aro de masa m y radio r = R/3 rueda sin deslizar dentro del primero.
Obtener las ecuaciones de Lagrange de la dindamica del sistema.

(Examen parcial, 9/6/1997)

Figura 7.24: Problema 7.11

Problema 7.12. Dos masas puntuales (pesadas) m estan unidas por una
varilla rigida de longitud 2a y masa despreciable, estando obligadas a mo-
verse dentro de un plano vertical Oz’z, de forma que una desliza sobre un
eje vertical Oz y la otra desliza sobre una recta horizontal Oz’ del mismo,
ambas sin rozamiento. A su vez el plano vertical Ox’z puede girar alrede-
dor del eje Oz, no poseyendo otra masa que la correspondiente a las dos
particulas antes citadas. Se pide:
a. En la hipotesis de que el giro del plano alrededor de Oz es libre sin
ninguna resistencia ni momento aplicado segiin este eje, obtener las
ecuaciones diferenciales (de 2.° orden) del movimiento.
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b. Supuesto que se parte de unas condiciones iniciales dadas
(0o, 00, @0, $0), intedrales primeras (ecuaciones difereciales de 1% or-
den) que existan y su interpretacion fisica.

c. Calcular el valor del momento M que debe aplicarse segin el eje Oz
para obtener un movimiento de rotaciéon uniforme (¢ = w) del plano.
(Examen parcial, 29/1/1997)

N
Il
N

Figura 7.25: Problema 7.12

Problema 7.13. Un disco de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre un
plano inclinado un angulo « respecto de la horizontal. Del centro del disco
cuelga un péndulo simple constituido por una varilla sin masa de longitud [
con una masa puntual m en su extremo. El centro del disco esta unido a un
punto fijo mediante un amortiguador viscoso de constante ¢ que se opone
al movimiento con una fuerza proporcional a la velocidad (ver figura). Para
considerar la resistencia del aire, se supone que sobre la masa puntual actia

una fuerza viscosa F = —cw, siendo v la velocidad de dicha masa. Se pide:
a. Expresion de las fuerzas generalizadas correspondientes a las fuerzas
viscosas.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento. Discutir la existencia de in-
tegrales primeras.
(Examen parcial, 9/2/1996)

Problema 7.14. Una placa semicircular homogénea, de masa m y radio r,
puede girar libremente en su propio plano vertical II alrededor del centro
O de su borde diametral. A su vez el plano II (que no tiene masa) puede
girar libremente alrededor de un eje vertical que pasa por O. Se abandona la
placa en reposo respecto de 11, con su borde diametral formando un dngulo
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c
S5
R e
////
// Figura 7.26: Problema 7.13

fo con la horizontal, mientras que II tiene una velocidad angular 1/1(0) = wy.
Se pide:
a. Expresion, en un instante genérico, del momento cinético respecto de
O y de la energfa cinética.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento de la placa.
c. describir el movimiento resultante, en concreto:

1. ley ’QZJ(I'I) de la velocidad angular del plano;
2. demostrar que el movimiento (t) es pendular, obteniendo la lon-

gitud del péndulo simple equivalente.
(Examen final, 28/6/1996)

Problema 7.15. Dos particulas, de masas respectivas m y Am, estdn unidas
mediante un hilo inextensible de longitud 2b. Este hilo pasa por un pequeno
agujero existente en el vértice A de una superficie cénica S fija, lisa, de
eje vertical y semidngulo «. Mientras m permanece sobre la superficie S
por debajo de A con ligadura unilateral lisa, la otra particula Am pende
libremente, permaneciendo en el volumen interior determinado por S. Se
pide:

a. Suponiendo que el movimiento comienza con unas condiciones iniciales

generales,

1. Escoger unos parametros adecuados para estudiarlo y determinar
el n.° de grados de libertad;

2. Obtener las integrales primeras que pudiera haber e interpretar-
las fisicamente;
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vl

Figura 7.27: Problema 7.14

3. Obtener las ecuaciones diferenciales de segundo orden del movi-
miento.

b. Suponemos ahora que inicialmente Am parte del reposo, a una distan-
cia b en la vertical por debajo de A, y m tiene una velocidad vy con el
hilo tenso. Encontrar los valores entre los que debe estar comprendido
A asi como el valor adecuado de vy para que Am permanezca en reposo
y m no se separe de S.

(Examen final, 31/1/2001)

Problema 7.16. Un disco pesado de masa M y radio R con centro en C'
esta contenido en un plano vertical fijo y apoyado sobre la recta horizontal
OB. A su vez, una varilla pesada de masa M y longitud 4R tiene un extremo
articulado en el punto fijo O y se apoya sobre el disco en A. El contacto
del disco con la recta horizontal en B es perfectamente rugoso (rueda sin
deslizar), mientras que el contacto con la varilla en A es perfectamente liso
(desliza libremente). Se pide:

a. Definir el nimero de grados de libertad del sistema y obtener las
expresiones cinematicas de la velocidad y aceleracién del centro del
disco C, asi como de la velocidad y aceleracién angular del disco, en
funcién del dngulo « y sus derivadas.

b. Analizando ahora la dinamica del sistema, obtener las ecuaciones que
definen el movimiento del disco, asi como las reacciones en A y B,
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Figura 7.28: Problema 7.15

empleando los teoremas generales de Newton y Euler.
(Examen final, 14/6,/2001)

A

C° Figura 7.29: Problema 7.16

B

Problema 7.17. Una barra homogénea AB de masa m y longitud [ se
mueve en un plano horizontal. En el extremo A tiene un apoyo en forma
de pequena cuchilla, que impide el movimiento de dicho punto en direccién
perpendicular a la varilla. Se pide:

a. Expresar la ecuacién de ligadura anholénoma.

b. Usando (x,y,6) como coordenadas, obtener las ecuaciones diferencia-
les del movimiento. Emplear para ello el formalismo de la dindmica
analitica, haciendo uso de la técnica de multiplicadores de Lagrange
para eliminar la citada ligadura.

c. Demostrar que el multiplicador de Lagrange A\ representa la fuerza
transversal de restricciéon en ese punto.
(Examen final, 30/1/1999)
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Figura 7.30: Problema 7.17

Problema 7.18. Un semiaro pesado de masa M y radio R puede deslizar
y girar sin rozamiento a lo largo de una recta horizontal fija r por su didme-
tro AB. Ademas, una particula pesada de masa m desliza sin rozamiento
ensartada en el semiaro. Se pide:
a. Expresiones de la energia cinética y potencial del sistema formado por
la particula y el semiaro.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento.
c. Expresar las posibles integrales primeras e interpretarlas fisicamente.

d. Expresion de la reaccion entre el aro y la particula en funcién de las
coordenadas generalizadas seleccionadas y sus derivadas.
(Examen final, 14/6/1999)

Figura 7.31: Problema 7.18
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Problema 7.19. Dos poleas A y B pueden rodar sin deslizar sobre una rec-
ta horizontal, manteniéndose verticales en todo instante y unidas mediante
un hilo sin masa que se enrolla en el perimetro exterior de las mismas, con
un resorte lineal de constante k£ en su centro. La masa de la primera polea
es m4 y su radio 1,5 R, mientras que la masa de la otra es mp y su radio ex-
terior 2R. La rodadura de la polea B sobre la recta se produce mediante un
pequerio saliente de forma circular y radio R. Al ser este saliente pequeno,
ambas poleas se pueden considerar como discos homogéneos. Considerando
que el hilo se mantiene tenso en todo instante y que es suficientemente largo
para que el resorte central no llegue a tocar las poleas, obtener las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento del sistema.

(Examen parcial, 26/1/1998)

1.5R

Figura 7.32: Problema 7.19

Problema 7.20. Un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin
deslizar sobre una recta r, manteniéndose vertical. De su centro cuelga,
mediante una articulacién, una varilla de masa m y longitud I < R. En
el extremo inferior de esta varilla acttia una fuerza horizontal, de valor
f = Asen Qt. El conjunto esta sometido ademaés a la acciéon de la gravedad.
Se pide:
a. Tomando como coordenadas el giro del disco 6 y el angulo de la varilla
con la vertical ¢, expresar el trabajo W para un desplazamiento
virtual arbitrario.

b. Fuerzas generalizadas segtn las coordenadas anteriores.
c. Ecuaciones de Lagrange del movimiento.

d. Discutir la existencia o no de integrales primeras y obtenerlas en su
caso.
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e. Reaccion tangencial de la recta sobre el disco, empleando multiplica-
dores de Lagrange.
(Examen parcial, 25/1/1993)

Figura 7.33: Problema 7.20

Problema 7.21. Un aro homogéneo de masa 3m y radio R se mueve en un
plano vertical colgado de un punto O de su perimetro que se halla fijo. Sobre
este aro desliza una bolita de masa m que no puede separarse del mismo, y
que se halla sujeta por un resorte elastico de constante k = mg/R al punto
del aro diametralmente opuesto a O. Obtener las ecuaciones diferenciales
(de Lagrange) del movimiento e integrales primeras si las hubiere.

(Examen final, 11/9/1991)

Figura 7.34: Problema 7.21

Problema 7.22. Un aro de masa M y radio 2a puede oscilar en un plano
vertical en torno a un punto O de su perimetro que esta fijo. A su vez,
un disco de masa m y radio a rueda sin deslizar dentro del aro. Existe
un resorte de constante k y longitud natural 2a, uno de cuyos extremos
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estd unido al centro del disco. El otro extremo est4d unido a una varilla de
longitud a sin masa, soldada al aro en el punto O en direccién normal al
perimetro, y que se mueve por tanto solidariamente con el aro (ver figura).
Obtener las ecuaciones de Lagrange del movimiento, y discutir la existencia
de integrales primeras.

(Examen parcial, 24/5/1993)

Figura 7.35: Problema 7.23

Problema 7.23. Un sistema binario formado por dos particulas de masas
ma y mp se mueve sin resistencias en un plano vertical fijo, atrayéndose las
particulas entre si con una fuerza proporcional a su distancia de constante
k, actuando asimismo sobre ellas la gravedad terrestre. Empleando como
coordenadas del sistema la posicién de su centro de masas G, la distancia
s entre particulas, y el angulo que forma el segmento AB con la horizontal,
se pide:
a. Lagrangiana del sistema;

b. Ecuaciones del movimiento e integrales primeras;

c. Reducir el movimiento relativo a G a una ecuacion diferencial en fun-
cion de s tan solo.

d. Tomando ahora como coordenadas generalizadas las coordenadas ab-
solutas de m4 que denominaremos (r,,7,) y las coordenadas relativas
de mp respecto a m4 que denominaremos (sg,Ssy), obtener la La-
grangiana; comprobar que las coordenadas (r,7,) son ciclicas y las
integrales primeras correspondientes expresan la conservacién de la
cantidad de movimiento del sistema; obtener las ecuaciones de Lagran-
ge para las otras dos coordenadas, eliminar en ellas las coordenadas
ciclicas, y comprobar que definen trayectorias relativas elipticas.
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(Examen final, 20/6,/1994)

Problema 7.24. Una placa cuadrada ABCD, de masa m, estd colgada
de un carretéon de masa M, mediante dos varillas inextensibles de masa
despreciable y longitud [, articuladas en sus extremos (ver figura). La placa
solo puede moverse en su plano y el carretéon puede desplazarse en el mismo
plano sobre la recta horizontal en que se apoya, sin rozamiento y con un
amortiguador viscoso de constante c. Se pide:

a. Ecuaciones diferenciales del movimiento. ;jExisten Integrales Prime-

ras?

b. En el caso particular en que ¢ = 0, si la placa se suelta estando el
sistema en reposo con las varillas horizontales, calcular:

1. Desplazamiento del carretén cuando la placa llega al punto mas
bajo de su trayectoria.

2. Velocidad del carretéon en dicho instante.
(Examen parcial, 28/1/1994)

C

. alx
L/
o ——!
D 5\: §\: Figura 7.36: Problema 7.2/
I .
=
A B

Problema 7.25. Un semiaro de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre

una recta horizontal, manteniéndose dentro de un plano vertical. Sobre el

semiaro desliza una particula de masa m con ligadura bilateral lisa. Se pide:
a. Lagrangiana del sistema y ecuaciones de Lagrange del movimiento;

b. Integrales primeras, caso de haberlas.
(Véase problema propuesto 6.18, empleando métodos de Newton y Euler)
(Examen final, 20/6/1994)

Problema 7.26. El sistema de la figura esté formado por dos discos iguales,
de masa M y radio R, cuyos centros A y B estdn unidos mediante un resorte
elastico de constante k. Se pide:
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Figura 7.37: Problema 7.25

a. Empleando las coordenadas (z¢, s), donde xg es el desplazamiento
segin la direcciéon inclinada del C.D.M. del conjunto y s la elongacién
del muelle respecto a su longitud natural, determinar las ecuaciones
del movimiento del sistema y las integrales primeras. Se supondra que
en el instante inicial el conjunto parte del reposo con el muelle sin
tension.

b. Obtener la reaccion de la recta sobre el disco A.
(Examen final, 20/6/1995)

Figura 7.38: Problema 7.26
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Capitulo 8

Dinamica del sélido rigido

8.1. Conceptos generales

Se llama «solido rigido» a un conjunto de particulas, de nimero finito o
infinito, que a lo largo del movimiento mantengan invariables las distancias
entre cada dos de ellas, de manera que se conserve la forma geométrica del
sistema y la distribucién espacial de su masa.

Es posible pues caracterizar un sélido rigido B de dos maneras distintas,
segin si el nimero de particulas es o no finito. El sélido con distribucion
discreta de masa es el constituido por un ndmero finito de N particulas
(m;i, i =1,...,N) unidas rigidamente. Por otra parte, el sélido con distri-
bucidon continua de masa estard formado por un ntmero infinito de parti-
culas, pudiendo idealizarse como un medio continuo. Es decir, se considera
como un dominio B infinitamente subdivisible en el sentido del calculo dife-
rencial, mediante elementos infinitesimales de volumen (dV') y masa (dm).
Admitiremos en este caso que existe una funcion de densidad p = dm/dV
que expresa la relacién entre ambos y que supondremos integrable.

De esta forma, la masa total del sélido se expresa como

N
M = Z m; (distribucion de masa discreta)
i=1 (8.1)
M= pdV (distribucion de masa continua).
B

Quedan fuera del alcance de este capitulo los medios continuos defor-
mables, que seran objeto de estudio en otras materias (Resistencia de Ma-
teriales; Elasticidad y Plasticidad; Céalculo de Estructuras; Geotecnia; Hi-
draulica y Mecéanica de Fluidos). La consideracion de la deformabilidad de

8.1
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los cuerpos exigiria introducir medidas de la deformacion interna (tensor
de deformaciones), asi como de las fuerzas internas entre las particulas del
solido (tensor de tensiones) y las ecuaciones que ligan ambas (ecuaciones
constitutivas), lo que excede los objetivos de este curso.

Como se vio6 en el ejemplo 6.1 (figura 6.5), un solido rigido libre posee seis
grados de libertad. Estos se pueden descomponer como tres parametros que
definan la traslacion del solido, (por ejemplo, las coordenadas del centro de
masa, X¢g, Yg, Zg), v tres parametros angulares que definan la orientacion
del solido alrededor de G (por ejemplo, los dngulos de Euler (¢, 6, ), que
se definiran mas adelante (apartado 8.6.8)).

Las ecuaciones de la dindmica pueden obtenerse aplicando los principios
y teoremas generales enunciados en el capitulo 6. En particular, el movi-
miento se puede resolver aplicando las ecuaciones que se deducen a partir
de los principios de la cantidad de movimiento (6.7), momento cinético
(6.22) y energia cinética (6.15). Para el caso mas general del solido libre en
tres dimensiones, se necesitarédn al menos seis ecuaciones independientes. Un
procedimiento general para obtener las ecuaciones necesarias y suficientes
es la aplicacién del principio de D’Alembert, como se ve a continuacion.

8.1.1. Ecuaciones cardinales de la dinamica

Supondremos un solido rigido libre, sin enlaces exteriores, siendo las
Unicas ligaduras las internas del propio sélido, de distancia constante. Los
desplazamientos virtuales compatibles con estos enlaces son

ori =00 A (r; —rg)+drg, V(drg, 60). (8.2)

En esta expresiéon drg responde a desplazamientos virtuales arbitrarios del
centro de masa y 96 a rotaciones infinitesimales. Por concretar el desa-
rrollo se ha considerado el sélido como conjunto discreto de particulas
(m;, i =1,...,N), aunque los resultados son igualmente validos para una
distribucién continua.

El principio de D’Alembert (6.65) expresa

Z fi-ori— me -or; =0, V{dr;} comp.. (8.3)

—_——
ow
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Empleando (8.2) el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas f; resulta

N N N
5WZZ.fi’6ri :Zfi-érg—FZfi-(&H/\(m—rg))
i=1 =1 =1

=F - -drqg+ M- 40,

(8.4)

siendo F = Y, &' (resultante de las fuerzas exteriores aplicadas) y Mg =
Si(ri—ra) AT (resultante de momentos en ). Para obtener la expresion
anterior se ha empleado la propiedad de rotaciéon del producto mixto en los
términos debidos a §6.

Por otra parte, los términos de inercia originan la siguiente contribucion:

N N N
Zmﬂ“l . (5TZ' = <Z mzn> . 57“(; + (Z(TZ — Tc;) AN mﬂ“,) - 00
i=1 i=1 (8.5)

=1
= Mag - org + <(;17§HG> - 00,

siendo Hg = ) ,(r; — rg) A m;7;. Sustituyendo las expresiones anteriores
en (8.3),

(F — Mag) - r¢ + (Mg — %HG) $0=0  V(ora,60).  (36)

De aqui se deducen las denominadas ecuaciones cardinales de la dindmica
del so6lido:

F = Mag;
d (8.7)
M= —Hg.
¢ = qHa

Se trata de seis ecuaciones escalares, que al deducirse del principio de
D’Alembert, sabemos de entrada que son necesarias y suficientes para de-
terminar los seis grados de libertad del movimiento.

En el caso particular de un sélido con un punto O fijo, los desplazamien-
tos virtuales serian 6r; = 60 A r; (tomando en O el origen de coordenadas),
y la ecuacién del movimiento se reduce a

d
Moo= —Hoyp. (8.8)

dt
Si el sistema rigido se considera como un medio continuo, formado por
infinitas particulas, las expresiones anteriores son igualmente validas, cal-
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culandose las magnitudes a emplear en (8.7) mediante:

F:/bdv+/ tdsS + > i, (8.9)
B oB -

Me=/B(r—rG)AdeJr/aB(r—re)Atd5+;(7“k—7’GMfiXtv
(8.10)

HG:/B(r—rg)/\i'pdV. (8.11)

siendo b las fuerzas distribuidas por unidad de volumen (p. ej. la gravedad
simplificada terrestre pg), t las fuerzas aplicadas por unidad de superficie
en el contorno 9B, f¢** fuerzas concentradas (puntuales). Para el caso con

un punto fijo (ecuacion (8.8)), las expresiones serian
MO:/rAde+/ rALAS + Y T A FRY (8.12)
B o8B .

Hoz/r/\rpdv. (8.13)
B

Si se admite que la resultante de las fuerzas exteriores, F', no depende de
la orientacién del sélido, sino tan sélo de la posicién del centro de masas rg
y posiblemente del tiempo, la integracion de la ecuaciéon (8.71) permitiria
calcular la trayectoria del centro de masas como si se tratase de una parti-
cula, de forma desacoplada de la ecuacion (8.72), problema que ya hemos
estudiado con anterioridad en la dinamica de la particula (capitulo 2).

Serfa un grave error sin embargo considerar que el movimiento del s6-
lido se reduce a definir el movimiento del centro de masas. Para definir
completamente el movimiento faltaria determinar su orientacién, mediante
la ecuacion (8.72), 6 (8.8) en el caso con un punto fijo.

En este capitulo trataremos sobre el planteamiento y resolucién de las
ecuaciones (8.72) 6 (8.8). Ambas ecuaciones son formalmente iguales, definen
el mismo tipo de problema: el movimiento de orientacién o rotacién del
sOlido alrededor de un punto que puede considerarse fijo, sea éste G u O.

8.2. Expresion de las magnitudes cinéticas

8.2.1. Movimiento de rotacion instantanea

Consideremos un s6lido B con un movimiento instantaneo de rotacion,
alrededor de un eje (O, e), con velocidad angular Q = Qe, siendo e un versor
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Figura 8.1: Sélido B girando alrede-
dor de un eje fijo (O, e).

unitario. El eje de rotacién de dicho movimiento seré en general variable a
lo largo del tiempo. En caso contrario se trataria de la rotacion de un sélido
alrededor de un eje fijo, que da lugar como se sabe a un movimiento plano.
Al tratarse de una rotacion instantanea la velocidad de los puntos del eje
es nula, por lo que tomando origen de coordenadas en O la velocidad de un
punto P cualquiera del solido » = OP es

v=QAT. (8.14)

El momento cinético conjunto del cuerpo se obtiene mediante la suma o
la integral, segin se trate de una distribuciéon discreta o continua, de los
momentos cinéticos elementales de cada particula:

N
Hy = Zri/\mivi

=1 (solido discreto)
N N

= Zmiri ANQAT;) = Zm, [7“129 — (7r; - Q)rl] ,
i=1 i=1

(8.15)

Hp = / r AvpdV
5 (solido continuo)

= / rA(QAT)pdV = / [7”29 —(r-Q)r]pdv
B B
(8.16)
En lo que sigue consideraremos un sélido continuo, por concretar las
expresiones. Proyectando sobre el versor unitario e obtenemos el momento
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cinético drico:

e-HO:/e~['r/\(Q/\r)]pdV

B (8.17)

:/Q(e/\’r)-(e/\r)pdV:Q/dgpdV
B B

donde se ha empleado la propiedad de rotaciéon del producto mixto. Asimis-
mo, se denomina d, def le Ar| ala distancia de cada punto al eje de rotacion
(O, e).

En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento
de inercia del solido respecto al eje (O, e):

In. ¥ / d2pdV (8.18)
B
resultando por tanto a partir de (8.17) la expresion

Hop . = 10,1, (8.19)

def c L. - .
donde Hop . = Hy - e, momento cinético axico del solido respecto del eje

(O, e).

De la misma manera, la energia cinética se puede expresar como
Lo 1 2
T= [ zvpdV= [ (2A7T)pdV
B2 B2

. (8.20)
=202 / d?pdv;
2 Js

es decir,

1
T = 5107692. (8.21)

En el caso de un sé6lido discreto, las expresiones anteriores son igualmente
validas, siendo la expresion del momento de inercia Ip = Zf\i 1 midii.

Debe advertirse que en las expresiones anteriores del momento cinético
(8.19) y energia cinética (8.21) el valor del momento de inercia Ip . no es
constante, y deberé ser calculado en cada instante en funcién de la posicién
del eje de rotacion (O, e). Esta circunstancia limita la utilidad practica de
dichas férmulas, siendo més recomendable para un caso general el uso del
tensor de inercia, tal como se explicara en el apartado 8.3 (expresiones (8.29)

v (8.42)).
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8.2.2. Movimiento general (rotacién y traslacion)

En el caso més general en que el movimiento no sea una rotaciéon instan-
tdnea sino un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el campo
de velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro de masas

(@). Definiendo la posicion relativa al mismo por 7/ def . —7rg, y suponiendo
que la velocidad instantanea de rotacion es 2 = Qe,

v=vs+ QAT (8.22)

El momento cinético resulta

ng/r’/\(vg+ﬂ/\r’)pdv
B

= / A vgpdV+/ " A(QAT)pdV. (8.23)
B B
=0
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacion,
Hg.=e-Hg= / e- [r’ A QA r/)] pdV =Qlg., (8.24)
B

donde I es el momento de inercia respecto del eje (G, e), que se define
analogamente a (8.18).
El desarrollo de la energia cinética es en este caso

1
T = / 5(vG + QAT pdV
B

1, 1
=/ = (AT —(QAr)?
/BQUG,odV—i-/BU(; ( Ar)pdV%—/BQ( AT ) pdV (8.25)

=0

1 1
= §M”U%v + §IG7QQ2.

Esta expresion es la aplicacion del teorema de Konig (6.25) al caso del solido.

Debe realizarse aqui la misma advertencia que se hizo al final del apar-
tado anterior, en relacién con el valor variable en general del momento de
inercia I a emplear en las formulas (8.24) y (8.253).

8.2.3. Dinamica del sélido con un eje fijo

De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la ecua-
cién dinAdmica del caso mas sencillo de movimiento de rotacién de un sélido,
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que es cuando el eje de rotacion (O, e) es fijo. Puesto que se trata de un
solido rigido, Ip . es una constante que refleja la distribucion de masas del
solido alrededor de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto, si se deriva (8.19)
y empleando (8.8) se obtiene

d . d
aHO,e =100 = g(Ho -e)=Mop-e= Mo,
U
Mo, = Io S (8.26)

En esta ecuacion Mo . def Mo - e es el momento axico de las fuerzas. Al
derivar para obtener esta expresion se ha tenido en cuenta que, el eje (O, e)
es fijo, tanto respecto al sélido como a la referencia absoluta, por lo que el
momento de inercia Ip . se mantiene constante, ya que la distribucién de
masa no sufre distorsion.

La expresion (8.26) define la dinamica de la rotaciéon en torno a un eje
fijo. Es similar a la ley «Fuerza = Masa x Aceleraciony» (2.2) para dinamica
de traslacion de particulas, cumpliendo aqui €2 el papel de aceleracion (va-
riacion del movimiento), Mo . el papel de fuerza (causante de la variacion)
e Io . el papel de masa (inercia a la variacion).

8.3. El tensor de inercia

Para el caso méas general de la dindmica del sélido, en lo que sigue nos
limitaremos a la ecuacion (8.73), o bien directamente a la ecuacion (8.8)
en el caso en que el s6lido tenga un punto fijo O —dando por descontada
la solucion de la ecuacion (8.71) que gobierna la traslacion—. Como se
ha dicho, las dos ecuaciones son formalmente iguales, expresando ambas la
dindmica de la rotacién alrededor de un punto que se pueda suponer fijo, sea
este punto G u O. Por tanto en lo que sigue centraremos nuestra atenciéon
en la ecuacion (8.8) correspondiente al solido con un punto fijo.

Para poder expresar dicha ecuacién en un caso general en que el eje de
rotaciéon no sea fijo, es preciso en primer lugar desarrollar las expresiones
de las magnitudes cinéticas (momento cinético, energia cinética) de forma
intrinseca, sin referirse al eje de rotacién, lo que dara lugar al denominado
tensor de inercia. Como veremos, este tensor constituye la descripcién mas
general de la inercia de un sélido a la variacién de su movimiento, genera-
lizando el concepto de momento de inercia que se emplea para la rotaciéon
alrededor de un eje.
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Figura 8.2: Movimiento del solido
B con un punto fijo O.

Expresion del Momento Cinético.— FEl momento cinético de un sélido
B con un punto fijo O, con velocidad de rotacién instantanea 2, viene dado
por (8.16):

Ho:/Br/\(ﬂ/\r)pdv:/lg[r2ﬂ—(r'ﬂ)r}pdv. (8.27)

Se observa facilmente que esta expresion es lineal en £2; por tanto se pue-
de interpretar que define Hp como una transformaciéon lineal de €2, que
identificaremos con un tensor' I,

Io: Q— Hp(Q) = /B [r?Q — (r - Q)r] pdV. (8.28)

Se trata de un tensor de segundo orden, que denominamos tensor de Inercia
del solido B en el punto O.
En lenguaje tensorial, decimos que H o es la actuaciéon de I sobre €2:

(52)

donde el operador (-) indica la aplicacion del tensor sobre un vector, obte-

niéndose como resultado otro vector?.

Véase el apéndice A, donde se define un tensor de orden dos como «una funcién
lineal que aplica cada vector a un vector»

2En este texto se empleara el punto (-) para significar esta aplicaciéon de un tensor
sobre un vector, que no debe confundirse con el producto escalar entre dos vectores. Otros
autores indican la aplicacién de un tensor sin ningin simbolo, es decir Io{2
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Componentes del tensor de inercia.— En notacién tensorial, a partir
de (8.27) y teniendo en cuenta que (r®@r)-Q = r(r-Q) (véase apéndice A),
el tensor de inercia se puede expresar de manera explicita mediante

Ip= /(7"21 —rer)pdV, (8.30)
B

donde 1 es el tensor identidad, de componentes d;; (deltas de Kronecker)
en una base ortonormal, y (®) indica producto tensorial o diadico.

Para clarificar el significado del tensor de inercia, desarrollemos las com-
ponentes del mismo en una base ortonormal, a partir de (8.27):*

(Ho)i = /B (120 — () rdpdV

= |:/ (r25ij - TiT‘j)pdV Qj (831)
B

Los coeficientes Ip ;; corresponden a las componentes del tensor de inercia
Io y quedan definidos por

def
Ipij =

/(7“2(51'3' - TiT’j)p dV, (8.32)
B

La ecuacion (8.31) permite interpretar la actuacion del tensor de inercia I
como el producto tensorial contraido? con Q.

Cambio de coordenadas.— Una de las propiedades esenciales de los
tensores es el comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de
base (apartado A.5 en apéndice A). Supongamos un tal cambio, asociado a
un tensor de cambio A con matriz de componentes [A]°, que transforma la

3En estas expresiones, se sobreentiende que se efectiia la suma sobre los indices re-
petidos sobre su rango de variacién, convencién que emplearemos en lo sucesivo en este
capitulo salvo indicacién expresa en contra.

es decir, realizando la sumatoria («contrayendo») en el indice méas cercano entre
ambos

SEmplearemos la siguiente notacion en este curso para las expresiones matriciales:

{z} = {z:}, {r} = {r:} (entre llaves) para matrices columna (n x 1), ||| = {=}T =
llz:ll, |7l = {r}T = |7 (entre barras dobles) para matrices fila (1 x n), y [R] =
[Rij], [A] = [Aij], [I]) = [Ii;] (entre corchetes) para matrices de 2 indices (rectangulares

n x m o cuadradas n X n). Reservaremos las letras «negritas matematicas» (x, v, R, I)
para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de esta manera entre el tensor R y la
matriz de componentes del mismo en un triedro dado, [R] = [R;].
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base ortonormal {e;} en otra igualmente ortogonal {e}:

! ! ! — A
done o [leerell=lene esla .
€, = ejAji
Las coordenadas de un vector dado a cambian como
{a} = [A]"{a} & d;=Aja;. (8.34)

Las coordenadas del tensor I (cf. ecuacion (A.43) en apéndice A) en ambas
bases estan relacionadas por

[Io] = [A]'[Io][A] & 15,5 = Awilo A (8.35)

Recordamos que, al tratarse de un cambio entre bases ortonormales, A es
ortogonal ([A]T = [A]~!, y det(A) = £1). Supondremos ademas que ambos
triedros son «a derechas», por lo que adicionalmente ha de ser det(A) = +1.

Reviste especial interés considerar un triedro (O, 1, 3, k) ligado al sélido,
con origen en un punto O del mismo y direcciones (4,7, k) solidarias al
cuerpo. En este triedro, un punto material del sélido tiene coordenadas
constantes® a lo largo del movimiento:

r=x%+y°j + 2°k, con (z°,y°, z°) constantes. (8.36)

Las componentes del tensor de inercia en este triedro, a partir de (8.32), son
igualmente constantes. Empleando la notacién indicial para las coordenadas,
(ri,r5,7r5) = (2°,4°, 2°), estas componentes son

15, = /(TZ&j —r;rj)pdV  (constantes) (8.37)
B

Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del cuerpo
(O,1,7,k) con el triedro fijo (O, I,J, K),
o3 Kl = [T J K||[R]. (8.38)

(El triedro fijo puede definirse como aquél que coincide con la posicion del
triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial, [R];—¢ = [1].) La
relacion entre las componentes del tensor de inercia en ambos triedros es

[Io]* = [R]"[I0][RY, (8.39)

SEste tipo de coordenadas ligadas al movimiento se denominan en ocasiones coorde-
nadas convectivas.
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donde [Ip]° son las componentes del tensor de inercia en el triedro del
cuerpo, e [Io] las componentes en el triedro fijo. Teniendo en cuenta [R]* =
[R]7!, la relacion anterior se puede invertir resultando

[Io] = [R][Io]°[R]". (8.40)

Esta expresion matricial define las componentes del tensor de inercia en una
base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcion de la matriz [R].
Se puede comprender facilmente que las coordenadas [Ip]| por lo general
no seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha variacién
en el calculo, debera expresarse el tensor de inercia en un triedro ligado al

solido ([Io]°).

Expresion de la Energia Cinética.— La expresion de la energia ciné-
tica (8.20) se puede desarrollar como:

T:/;(Q/\T)-(Q/\r)pdv
13 (8.41)
:29-/lgr/\(ﬂ/\r)pdv.

Considerando (8.16) y (8.29) puede escribirse en funcion del tensor de iner-
cia,

1
T= 59 -(Io - Q). (8.42)
Otras maneras de expresar esta ecuacion’ son:
1 ST
T= igilo’ijgj (notacion indicial); (8.43)
1
= 5”9”[10]{9} (notacion matricial). (8.44)

La ecuacion (8.42) es una expresion tensorial, por lo que el resultado es
otro tensor, en este caso de orden cero, es decir, un escalar invariante. Por
lo tanto, el valor de T es un invariante intrinseco del movimiento, que no
depende del sistema de coordenadas elegido. En efecto, realizando el cambio

" En la expresion (8.42) el primer punto (-) indica producto escalar entre vectores y el
segundo la aplicacién del tensor sobre un vector. En algunos textos se emplea la notacion
del producto de un tensor A por un vector @ por la izquierda como x - A df AT . x, o
en indices x;A;j, con lo que la ecuacion anterior puede expresarse también sin paréntesis

como %QAIO-Q
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de coordenadas definido por [A] segtn (8.34) y (8.35) y teniendo en cuenta
la ortogonalidad de la matriz de cambio:

T = el To] {2y
= L(120[4)) (A" L] A]) ([A]" {2)) (5.45)

- LlQliTole) =7

8.4. Propiedades del tensor de inercia

8.4.1. Momentos y productos de inercia

Sea un eje (O, u) correspondiente a un versor u pasando por el punto
O € B. La distancia al eje de un punto cualquiera P € B definido por
r=0Pesd= |u A r|. Segtn la definiciéon de momento de inercia (8.18),

= 2 = (uATr
Iu—/Bd pdV—/B(u/\r) (uAT)pdV 516)

:u~/7‘/\(u/\r),odV.
B
La integral que aparece es analoga a la (8.27), que sirvio para definir el
tensor de inercia, ocupando aqui u el lugar de €. Por tanto,

IL,=u-(Ip- u) (8.47)
Esta expresion define el momento de inercia como una forma cuadrética
funcién de u, y permite calcular, conocido I, el momento de inercia para
un eje cualquiera por O.

En general, es sabido que las componentes cartesianas (ij) del tensor
I se obtienen mediante

IO,ij =€; (IO . ej) .
En concreto, tomando las direcciones de los versores del triedro (O, 1,3, k)

y empleando (8.47) y (8.30) obtenemos los momentos de inercia segin las
direcciones del triedro de referencia:

Lw =i (Io i) = /B (4 + 22)pdV, (3.48)
Iy =i (o) = /B (2 + 22)paV, (8.49)

L.=k-(Ip k)= /B(a?2 +y?)pdV. (8.50)
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Figura 8.3: Momento de inercia del
sdlido B respecto de un eje (O, u).

Estos momentos de inercia coinciden con las componentes de la diagonal
principal de la matriz de coordenadas, como es facil ver. La expresion com-
pleta de esta matriz es

g +22)pdV — [gzypdV — [ zapdV
[Io] = — [gyzpdV  [5(z2+a?)pdV = [zyzpdV
—fB zepdV —fozpdV fB(x2+y2)pdV (851)
I, —Ppy —Pp.
=\ —Poy Iyy —Pp

_sz _Pyz Izz

Las integrales de fuera de la diagonal, con signo positivo, se denominan
productos de inercia:

def

Po ™ [opavi P [yzoave P [ apav 52
B B B

De la expresion (8.51) es inmediato comprobar que I es un tensor simé-
trico, por lo que para definirlo en un caso general bastaran 6 componentes
(3 momentos de inercia y 3 productos de inercia).

Ademas, el tensor I es siempre definido positivo. Esto se deduce de
forma inmediata de (8.42) que expresa T' como una forma cuadratica de Q
definida por Ip. La energia cinética T, por su propia definicién, es esen-
cialmente positiva para cualquier movimiento de rotacién no nulo (€2 # 0),
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lo que caracteriza al tensor Ip como definido positivo. Analogamente, los
momentos de inercia definidos por la forma cuadratica (8.47) deben ser ma-
yores que cero, anulandose tnicamente para solidos degenerados (rectas o
puntos).

Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostracion son las
siguientes:

» La contraccion (traza) de un tensor de 2.° orden es un invariante
escalar. Por tanto

tI‘(Io) = laa = rz+Iyy+Izz
:2/(x2+y2+z2)pdv
B
:2/r2,odV:21'o,
B

donde Ip es el denominado momento de inercia polar, invariante de
B para un punto O dado.

= Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es
menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se
comprueba inmediatamente,

Iyy—i—IZZ:/(2x2+y2+z2)pdV:Im—i-Q/:UQ,odV,
B B
>0
Iyy_Izz:/(22_y2)pdvzlmc_2/y2pdv‘
B B

>0

8.4.2. Elipsoide de inercia

Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada direccion
un punto situado sobre el eje (O, €) a una distancia (I.)~'/2 de O:

c
VI

Si expresamos la forma cuadratica en r definida por I,

r==+

e-(Ip-e)

r-(Ip-r)= i

= 1. (8.53)
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Esta dltima ecuacién caracteriza el lugar geométrico de los puntos conside-
rados como una cuéadrica con centro en O. La expresion (8.53) es una forma
cuadratica definida positiva (en todos los casos de solidos no degenerados),
por lo que geométricamente se trata de un elipsoide, llamado elipsoide de
tnercia. Su expresion desarrollada es

Iz + Iyyy2 +1,.2° — 2Py xy — 2P yz — 2P 22 = 1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el movi-
miento del sélido, a través de procedimientos geométricos, en lugar de los
procedimientos algebraicos mediante el tensor de inercia, de naturaleza mas
abstracta.

8.4.3. Ejes principales de inercia

En un caso general, la velocidad instantanea de rotacion €2 y el momento
cinético Hp = I - £ no tienen porqué ser paralelos. Sin embargo, existen
algunas direcciones privilegiadas en las que si se cumple esta condicion; éstas
se llaman direcciones principales de inercia en O.

Si © es paralela a una direccién principal de inercia, esto quiere decir
que existird un escalar A\ que exprese la proporcionalidad,

Ho=1o Q=)

si tomamos el versor e correspondiente a esta direccion (2 = Qe), se cum-
plira
I.=e-(Ip-e)=e-(X\e) =\

es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el momento de
inercia segin la direccion principal, A = I,. Estos se denominan momentos
principales de inercia.

La obtencién de las direcciones principales y momentos principales aso-
ciados a un tensor Ip constituye un problema de autovalores: Se trata de
encontrar una direcciéon e tal que, para algin A, se verifique

Ip-e=)e. (8.54)

Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son las
deltas de Kronecker (d;5), resulta la igualdad

(Io—Al)-e=0. (8.55)
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Esta expresiéon corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo,
de incognitas e = ||ej ez e3]|. Para que exista soluciéon no trivial (e # 0), la
matriz de coeficientes de (8.55) ha de ser singular:

det(Ip — A1) =0, (8.56)

expresion que constituye la denominada ecuacidn caracteristica del proble-
ma de autovalores (8.54). Se trata de una ecuacion ciibica en A, que posee
tres raices (\; = A, A\;; = B, Arpp = C). Por ser I simétrico, estas
tres raices deben ser reales; como ademés es definido positivo, las tres se-
ran ademas positivas, correspondiendo a los tres momentos principales de
inercia.

Cada momento principal de inercia esté asociado a una direccién princi-
pal de inercia, solucion de (8.55) con el valor de A apropiado: (er, err, errr).
Admitamos en primer lugar que la ecuacién caracteristica tiene tres raices
distintas (A # B # C), las tres direcciones principales se obtienen respec-
tivamente de

Io‘e]:Aej (857)
IO’G]]:BGII (8.58)
IO'eIII:CGIH (8.59)

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si correspon-
den a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales. En efecto,
multiplicando escalarmente (8.57) por err y (8.58) por ey,

err-(Io-er) =Aerr-er
er-(Io-err) =DBer-eqg

restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del tensor de
inercia, se obtiene

0= (A - B)ej “€err,

expresion que indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya que por
hipotesis antes realizada (A — B) # 0. Por lo tanto, el triedro de referencia
(O, er,err,errr) formado por las tres direcciones principales en O constituye
una base ortonormal ligada al sélido. Las componentes del tensor de inercia
en esta base son

Ioij=e;i-(Io-ej) =Xd;; (inosumado),
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lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

A0 0
Io]=|0 B o
00 C

Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos del elip-
soide de inercia, cuya expresién en este triedro seria

Az® + By’ + C2% =1,

ecuaciéon que corresponde a un elipsoide de semiejes (1/v/A,1/vB,1/v/C).

En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacién caracteristi-
ca (8.56), habra dos momentos principales iguales. Los ejes principales de
inercia estaran constituidos por el correspondiente a la raiz tGnica y otros
dos ejes cualesquiera en el plano normal al primero y que sean ortogonales
entre si, adoptando entonces la matriz de componentes del tensor de inercia
la forma

A 0 0
[To]=(10 A 0
0 0 B

En este caso es inmediato comprobar que cualquier direcciéon del plano
(O, err,errr) ortogonal al primer vector (es decir, un vector u = wejrr +
PBerrr para a 'y [ arbitrarias) es también direccion principal de inercia.
Estamos ante un tensor de inercia cilindrico.

Por tltimo, en el caso en que exista una tnica raiz triple, analogamente al
caso anterior, cualquier direccién del espacio es principal. Podremos escoger
como ejes principales tres direcciones ortogonales cualesquiera. Diremos que
el tensor de inercia es esférico, siendo su expresiéon en cualquier sistema
cartesiano de coordenadas la misma:

A 0 O
Io]=(0 4 0
0 0 A

Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las direc-
ciones principales son los maximos y minimos de los momentos de inercia
para cualquier direccion. Basta plantear el problema de maximos/minimos
condicionados en el que se buscan los extremos de la funcién

I.(e)=e-(Ip-e), (8.60)
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sujetos a la ligadura
e-e=1, (8.61)

puesto que el versor e debe tener moédulo unidad. El problema se soluciona
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Tomando una va-
riacién infinitesimal de la primera expresion e igualando a cero, la condicion
de extremo (8.60) queda expresada como

2e- (Ip-de) =0.

(donde se ha empleado la simetria de Ip.) Multiplicando la ecuacion de
ligadura (8.61) por un multiplicador arbitrario A, y tomando igualmente su
variacion,

2)e - de = 0.

Restando ahora ambas expresiones,
(Ip-e—Xe)-de =0,

lo que, al ser de arbitrario, obliga a

T e=ie) 5

Es decir, e debe ser una direccion principal, como queriamos demostrar. Por
lo tanto, de las tres direcciones principales, una corresponderd al maximo
momento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor intermedio.

8.4.4. Simetrias de masas

La existencia de simetrias en la distribuciéon de masas simplifica de mane-
ra considerable el calculo del tensor de inercia. En la préactica es conveniente
emplear estas simplificaciones siempre que sea posible.

a. Plano de Simetria. Por ejemplo, si (Ozxy) es un plano de simetria, cual-
quier particula de coordenadas (z,y, z) posee una simétrica (x,y, —z).
Asi, P, = fB xzpdV =0,P, = fB yzpdV = 0. En la expresion de la
matriz de inercia (8.51), la tercera fila y la tercera columna se anulan,
por lo que el eje Oz (perpendicular al plano de simetria) es un eje
principal de inercia.

b. Eje de Simetria. Sea este, ejemplo el eje Oz. Para toda particula en
(x,y, ) existe otra en (—x,—y, z). Por tanto P, = Py, =0, y el eje
de simetria Oz es también eje principal de inercia.
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c. Eje de Revolucion. Sea este por ejemplo el eje Oz. El eje de revolu-
cion es también eje de simetria, por lo que Oz sera eje principal. Por
otra parte, existe simetria respecto de cualquier plano que contenga
al eje de revolucion, por lo que todo eje € Oxy es principal de inercia.
Estaremos por tanto ante un tensor de inercia cilindrico,

A 0 O
Io]=[0 A4 0©
0 0 B

EJEMPLO 8.1: Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. Se desea
calcular las componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo
con ejes paralelos a las aristas, asi como los ejes principales de inercia.

A
z
Figura 8.4: Obtencidn del tensor de
wercia de un cubo respecto del vér-
tice O, con ejes (z,y,z) paralelos a
l - : M
as aristas :
O 4
..._Q ................................................ L
b

X

Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del
tensor de inercia (8.51) en ejes cartesianos ortonormales (8.51):

Im:/// (y? + 22 pdzdydz
1%
b b b
:p/ dz/ (y2+z2)dy/ dz
0 0 0
b b
:pb/ dz/ (y* + 2%) dy
0 0
b b3

:pb/ (= +b2%)dz
0o 3

bt bt 2
p(3+3) 3 MY,
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ya que M = b3p. Anélogamente
2
Ly=1,.= §Mb2.

Los productos de inercia valen

ny:/// xyp dx dy dz
\%
b b b
:p/dw/a:ydy/dz
0 0 0
b b
pb/ da:/ xy dy
0 0
b3 b

=rg Oa:dx
Bu: 1

= p—— = —Mb?
P99 71

y de igual manera
1
P, =P, = 1Mb2

Por lo tanto, la expresiéon del tensor de inercia es

2/3 —1/4 —1/4
[Io] = MV | —1/4 2/3 —1/4]. (8.63)
—1/4 —1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuacion caracteris-
tica es:

det(Io — A1) =0

denominando Mb? = 3, para simplificar las expresiones, resulta

2 1 1
I K
—36 3f-A —38 | =0

Desarrollando el determinante,

det(Ip — A1) = (EB - A) [(1525 - A) @ﬁ - )\> - ;52} =0,

cuyas soluciones son A = (1/6)5 y A = (11/12)/ (doble).
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Por lo tanto el tensor de inercia, expresado en los ejes principales, seria

1/6 0 0
[Io]=Mb*| 0 11/12 0
0 0 11/12

Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (8.62) cada autova-
lor A solucién de la ecuacién caracteristica, y resolviendo para e obtendre-
mos la direccién principal asociada. Conviene recordar que al ser la matriz
de coeficientes singular, estas direcciones principales quedan indetermina-
das en funciéon de al menos un parametro, lo que nos permite elegir las
soluciones normalizadas, correspondientes a versores de médulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor (A = 3/6) en (8.62) y simplificando
resulta:

261—62—6320,
—e1 +2ex —e3 =0,

—ep —eg + 2e3 = 0.

La soluciéon —funcién de un parametro indeterminado u ya que las tres ecua-
ciones no son independientes— es u(1,1,1), que corresponde a la diagonal
del cubo.

Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano nor-
mal a ésta. Como el otro autovalor es una soluciéon doble, seran cualesquiera
dos direcciones de este plano que sean normales entre si. (El tensor de inercia
es por tanto cilindrico.)

8.5. Campo tensorial de inercia

Tal y como se ha definido en el apartado 8.3, el tensor de inercia es
un «tensor de punto», ligado al punto material O que se ha tomado como
origen de coordenadas. Por lo tanto, al variar dicho punto, se obtendra un
tensor distinto, con lo que se define un campo tensorial. Si se toma como
referencia el centro de masas GG, obtendremos el llamado tensor central de
mercia, Iq:

Iq = /(Tépl —rgp@rgp)pdV (8.64)
B

Donde rgp def Cﬁ, vector desde G a un punto genérico P € B.
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Calculemos la expresion de I en funciéon de I¢q; empleando la descom-
posicion® rp = rg + rap,

IO:/(T?Dl—TP@Tp)pdV
B
:/(TzGl_TG@)"’G)PdV—F/(Tépl—rgp@)rGP)pdV
B B

—1—2-1/(rG-rgp)pdV—/(rG®rgp+rcp®rc)pdv
B B

=0 =0

Las dos ultimas integrales se anulan debido a que se reducen a factores cons-
tantes por integrales del tipo fB rgp pdV = 0. Por lo tanto la expresién
del campo tensorial de inercia resulta

Io=Ic+M@il—rg®rg). (8.65)

Desarrollando ésta en componentes:
Ioi; = Igij + M[rési; — ra.irc.),
y matricialmente:
[Lo] = ] + M(rE[1] — {rc}ral)-

Veamos a continuacién algunas propiedades del campo tensorial de iner-
cia.

a. Fjes principales de inercia
Sea un punto O sobre uno de los ejes principales de inercia en G.
Entonces, tanto la direccion principal u|rg como las otras dos direc-
ciones principales perpendiculares a w son también principales en O.
Para comprobar esto, distinguimos los dos casos, segiin que la direc-
cion sea la del vector unitario w o perpendicular a éste. En el primero,
rq = OG u; aplicando (8.65):
Io-u=1Ig-u+Mriu—(u®u)- (riu)]
= \u+ M[riu —réu(u-u)

~——
=1

= \u

8empleamos la notaciéon rp def O? para denotar al vector desde el origen O a un
punto P explicitado en el subindice
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Figura 8.5: ejes principa-
les de inercia en un punto
O sito sobre uno de los ejes
principales por G

En el caso de una direccién v normal a r¢g, tal que v-u = 0, aplicando
de nuevo (8.65) para Ip,

Io-v=1Ig v+ M[riv—(u®u)- (riv)
= v+ M[riv —r% (u-v)u
=0

= A+ Mri)w

En ambos casos la direccion principal de Ig lo vuelve a ser de I, con
el mismo momento principal de inercia en el primer caso (u paralela a
r¢), y con el momento aumentado (Ip,, = Ig,+ M r2) en el segundo
caso (v perpendicular a rq).

b. Teorema de Steiner
Sea un eje por el centro de masas (G,e) en el cual conocemos el
momento de inercia Ig .. El momento de inercia respecto de un eje
(O, e) paralelo por otro punto O y que diste d del primero (figura 8.6)
sera

Io7e=e~(Io~€)
e- ([I0+M(Té1—rg®7°g)]-e)
e-(Ig-e)+Mlrg(e-(1-e) —e-((rc®rc) - e)]

2

00’
—_—N—
=Ige+ M[rg — (e-r)(e-rg)]

d2

Se obtiene por tanto la expresion del Teorema de Steiner:

1o, =Ige+Md®
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Figura 8.6: Teorema de Stei-
ner: momento de inercia para
un eje (O, e) paralelo a (G, e)

Es inmediato ver que, para una direcciéon e dada, el momento de
inercia minimo es el correspondiente a un eje (G, e) que pasa por G.

EjEMPLO 8.2: Continuando con el cubo del ejemplo 8.1 anterior se pretende
ahora hallar el tensor de inercia en el centro de masas, respecto a unos ejes
paralelos a las aristas del cubo, a partir del tensor de inercia obtenido antes
en un vértice (8.63).

Figura 8.7: Obtencion del tensor
central de inercia de un cubo respec- G
to de su centro G

Aplicamos la expresion (8.65) del campo tensorial de inercia:

Iq :Io—M(Tél—rg®Tg).
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El vector rg vale:

,  3b?
|rcll = 11b/2, b/2, b/2|| = 4,
TGiTG = (Vi,7).

luego:
[M(r%;l —rag® TG)]ij = M(TZG(SU —TrGiTG.j)s

y su matriz de componentes es

p (3-1 -1 1 (2 -1 -1
Mo -1 3-1 -1 =M |-1 2 -1
-1 -1 3-1 -1 -1 2
Por tanto, a partir de (8.63),
2/3 —1/4 —1/4 (2 -1 -1
[Ig) = Mb* | —1/4 2/3 —1/4 “Mp (-1 2 -l
—1/4 —1/4 2/3 -1 -1 2
1/6 0 0
=M 0 1/6 0
0 0 1/6

Se comprueba pues que el triedro formado por las direcciones de las
aristas es un triedro principal en G. Lo mismo se podria haber deducido
por simetrias, ya que la direccion de cada arista en G forma un eje de
simetria.

De hecho, por ser el tensor esférico (los tres momentos principales son
iguales), la matriz de componentes es diagonal y cualquier eje es principal
en (. El resultado habria sido el mismo para cualquier triedro de referencia
cartesiano por el centro. El comportamiento de un cubo respecto al giro
alrededor de su centro de masas es por lo tanto idéntico al de una esfera.

8.6. Rotacion finita del sélido

8.6.1. Rotaciones infinitesimales y su composicién

Supongamos un sélido B con un punto fijo O, y un vector & = E)’
dirigido desde O a un punto P € B. Este vector esté ligado al sélido, por lo
que su matriz de coordenadas en una base ligada al mismo, ||z||° = ||z y z||,
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es constante a lo largo del movimiento. Por el contrario, si se considera un
triedro fijo (OXY Z), las coordenadas de & variaran al moverse el solido.

Supongamos que el movimiento es una rotacién pequena e alrededor de
una determinada direcciéon. Sin pérdida de generalidad consideramos esta
direccion segun el eje Oz, por lo que la rotacién la expresamos vectorialmen-
te como ek. Las nuevas coordenadas del vector @ en el triedro fijo después
de esta rotacion infinitesimal son (figura 8.8):

Figura 8.8: Rotacion infinitesimal alrededor del eje z, en la que los ejes
Oxyz giran solidariamente con el sdlido, asi como el vector posicidn x de
un punto P del solido, mientras que los ejes OXY Z permanecen fijos.

X =zcose —ysene = — ey + O(e?);
Y = xzsene +ycose =y + ex + O(e?); (8.66)
Z = z.

En forma matricial la expresién equivale a

X x —y 1 00 0 -1 0 z
Ys=Syp+ed 2z p=|[0 1 0] +€ef[1 0 0 y o +0(€%)
VA z 0 0 01 0 0 O z
(8.67)
En esta expresion, la matriz [J,] = (g _81 §) se denomina generador de ro-
taciones infinitesimales alrededor de z, y corresponde a las coordenadas de
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un tensor hemisimétrico J,. Suponiendo e suficientemente pequeno, la ex-
presion (8.67), despreciando infinitésimos de orden dos o superior, equivale
a la ecuaciéon tensorial

r=(1+el,) x°. (8.68)

s T .. .
En esta expresién ¢ = (X Y Z ) es el vector de posiciébn medido por un

observador fijo, mientras que x° = (a: Y z)T es el vector convectivo de
posiciéon del punto P, es decir, un vector medido desde el punto de vista del
observador movil con el sblido, que es constante a lo largo del movimiento
para una particula dada. Este tltimo vector puede interpretarse también
como coordenada material de la particula, ya que cada punto P € B esta
asociada a un vector constante x°.

Como todo tensor hemisimétrico, J, equivale a un producto vectorial (cf.
apartado A.10). En esta ocasion el vector axial asociado es precisamente el
versor del eje z:

VaeR? J,-a=kAa= (—ay,am,O)T. (8.69)
La ecuacion (8.68) puede escribirse de forma incremental,
Ax=x—x°=¢€J, x°, (8.70)

y en el limite infinitesimal (¢ — d¢, x° — x)

de =d¢J, - <& dx=dokAzx. (8.71)

Definiendo la velocidad de rotacion €, % (d¢/dt)k, la ecuaciéon anterior
equivale a

&=, Az (8.72)

Como se ha dicho antes, la eleccion de la direccién z para la rotacion no
resta generalidad, siendo valida la expresion (8.72) para una rotacion segin
una direccién cualquiera 2. El razonamiento seguido establece por tanto la
equivalencia entre una rotacién infinitesimal y el campo de velocidades del
solido (4.10), estando ambas definidas por una aplicacion hemisimétrica o
equivalentemente por un producto vectorial.

Composiciéon de dos rotaciones infinitesimales.— Supongamos aho-
ra dos rotaciones infinitesimales sucesivas,

R, 1 x° — z! = 1+ eJq) 2%

Re, il = 22 = (14 eJy) - ab.
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Sustituyendo el valor de &' y despreciando infinitésimos de orden superior
al primero, la composicién de las dos puede expresarse como

REQ O.RE1 cxl = D (1 + e1dJq +€2J2) -z —|—€1€2(J2-J1) -z

8.73
~ (1+ed +ed) - x°. ( )

Esto puede interpretarse como una rotacién infinitesimal suma de las dos,
€1J1 + eads. (874)

De forma equivalente, puesto que la primera rotaciéon equivale al produc-
to vectorial por €; y la segunda por €3, se comprueba igualmente que la
composiciéon de las dos equivale al producto vectorial por la suma de ambos
vectores, €1 + €3:
=z’ + € Ax°;
=z + e N x!
:$o—|—(€1—|—€2)/\$o—|—62/\(61/\3}0).
N———
~0

Tanto la suma de tensores de orden dos como la suma de vectores son
operaciones conmutativas, por lo que igualmente la composicion de rota-
ctones infinitesimales es conmutativa, no importando el orden en que se
produzca. Como se ha dicho antes, esta propiedad encuentra su equivalente
en el campo de velocidades del solido (4.5), en el que la composicién de

dos rotaciones por O es otra rotaciéon con velocidad angular suma de las
anteriores, no importando el orden de los sumandos en esta adicién.

8.6.2. Composiciéon de rotaciones finitas

Al contrario que las rotaciones infinitesimales, la composicion de rota-
citones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede comprobar
facilmente aplicando sucesivamente a un sélido dos rotaciones finitas ele-
mentales segin ejes distintos, en diferente orden (figura 8.9). Esta falta de
conmutatividad se debe a que, como se verd a continuacién, las rotaciones
finitas se caracterizan como producto por un tensor de rotacién. La com-
posicién de rotaciones equivale pues al producto de tensores, operacion que
no es conmutativa.

De forma matricial, las componentes del vector rotado vienen dadas por
el producto por una matriz ortogonal, y la composicién de rotaciones por
el producto de las matrices correspondientes. Comenzaremos por desarro-
llar esta interpretaciéon matricial a través del cambio de base asociado a la
rotacion.
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A j/z' j/

a) rotacién Sk seguida de 5j.

A j/ jz

b) rotacién Tj seguida de Tk.

Figura 8.9: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se
realiza primero la rotacion (7/2)k sequida de (w/2)j; en el caso b) (w/2)j
sequida de (w/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

8.6.3. La Rotacién finita como cambio de base

Sea (051, 7, k) una base ortonormal ligada al solido (triedro del cuerpo)
y (0;1,J,K) una base ortonormal fija (triedro fijo). Se puede interpretar
la rotacién del solido a partir del cambio de base entre ambos triedros.
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Supongamos este definido por una matriz [R], de forma que’:

leg kIl = ITJ K| [R]. (8.75)

Figura 8.10:
La rotacion
finita  equi-
vale a un

cambio  de
base defi-

nido por la
matriz [R],
( que permita
pasar del
triedro  fijo
117 K|
al triedro
del  cuerpo
Jij k|

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y, Z)
a las coordenadas en el triedro fijo y (z,y, z) las del triedro del cuerpo, es

Y 3 =[R] 5; . (8.76)

La rotacion del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio
de base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de
coordenadas «convectivasy para obtener las nuevas coordenadas. En esta
interpretacion, se trataria de distintas coordenadas (segun dos triedros di-
ferentes) para un mismo vector.

9 Recordemos que, segiin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante
las siguientes expresiones de transformaciéon de los vectores de la misma: ¢ = R-I; j =
R-J; k= R K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base
(I,J, K) es precisamente [R], la misma matriz de la expresion (8.75).
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La superposiciéon de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matri-
ces [R1] v [Ra], equivale al producto de las mismas'’, [Ry][R;]. Co-
mo se sabe, el producto de matrices no es una operacion conmutativa:
[Ri][Ro] # [Ro][R1].

La condicién de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la
matriz de cambio sea ortogonal, [R]T = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz
[R] es de dimension 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad
de ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
YRR =06y (i,j=1,2,3;i<)), (8.77)
k=1

por lo que el conjunto de dichas matrices se podré por tanto representar
mediante 9 — 6 = 3 parametros independientes.

De esta manera, la orientacion del triedro del cuerpo ||2 j k|| queda defi-
nida por tres grados de libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo
|IJ K] al triedro del cuerpo |77 k||, que se mueve con el solido y define
por tanto su orientacion.

8.6.4. La Rotacién finita como transformacién ortogonal

El movimiento méas general de un sélido rigido con un punto fijo se
representa mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de
orden dos (cf. apéndice A). Veremos ademés que este tensor es ortogonal
propio.

Sea x° el vector posicién de una particula del sblido, medido desde
el punto fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion
de referencia. Este vector x° se denomina convectivo, siendo constante a lo
largo del movimiento para una particula dada del solido (siempre representa
el vector posicion en la configuracion de referencia). De forma equivalente,
x°® puede considerarse como el vector posicién medido por un observador
movil con el solido, para el que la situacion de los puntos del solido es fija.

Por otra parte, sea x el vector posicion de un punto del sélido, para
un observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que
denominaremos configuracion rotada. La relacion con el vector posicion con-

0En efecto, si {x'} = [R1]{x}, {*} = [Ra2]{x'} = [R2][R:]{z"}
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vectivo x° se establece mediante un tensor!! R:
r=R-z° = ;= Rz (8.78)

Es facil comprobar porqué esta transformacién debe ser ortogonal: al tra-
tarse de un solido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en
ambas configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicion,

z-z=(z° R")- (R z°)=2° (R"-R) z°)

=x°. z°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogo-
nalidad (cf. apéndice A):

R" " R=1 = R'!'=R" (8.79)
Tomando determinantes en la expresiéon anterior,
det(RT)det(R) = (det(R))? =1 = det(R) = =£1. (8.80)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, debe
tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia.
Las transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan
impropias, y producen, ademés de una rotaciéon, una inversién en los ejes
equivalente a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversion
de los voltimenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y anterior (8.6.3), es posible
interpretar la rotaciéon R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacion activa: El tensor R transforma el vector ° en otro vector
distinto £ = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada
[R] = [R;j], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I, J, K)
al triedro del cuerpo (e;) = (4,7, k), segun las relaciones de cambio
(8.75): ¢, = R - E; = Rj;E;. Denominando {z}° = (zy2)? a las
coordenadas del vector posicién de un punto en el triedro del cuerpo
y {x} = (XY Z)T a las del triedro fijo, la relacién entre éstas debe
ser (8.76): {x} = [R|{x}°.

"Puede demostrarse que esta transformacion es necesariamente lineal, teniendo en
cuenta en primer lugar la conservacion de las distancias relativas entre & y su producto
por un escalar ax, que conduce a R(ax) = aR(x); por otra parte, la conservacion de
los angulos entre 1 y (€1 + @2) conduce a R(x1 + x2) = R(x1) + R(x2), por lo que se
puede identificar con un tensor.
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Noétese que en la acepcidon como rotaciéon pasiva, se consideran distintas
coordenadas para un mismo vector, en dos bases distintas: el solido per-
manece mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario, la
interpretaciéon activa de la rotacién considera dos vectores distintos: es el
propio so6lido el que rota.

La interpretaciéon segiin uno u otro punto de vista es equivalente en
cuanto a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que més
convenga en cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la in-
terpretacion activa.

Por tultimo, anadamos que una forma explicita de obtener el tensor de
rotaciéon, a partir de los vectores unitarios de los triedros fijo y rotado, es:

3
R=) Eive=I0i+Joj+ Kok (8.81)
k=1

8.6.5. Teorema de Euler

«El desplazamiento mas general de un sélido con un punto fijo
es un giro alrededor de algiin eje».

Este enunciado puede parecer trivial a primera vista, teniendo en cuenta
que a menudo hemos asimilado los términos «movimiento de un sélido con
un punto fijo» con «rotacién de un sélido». Sin embargo, una lectura mas
cuidadosa permite comprobar que no resulta obvio. El significado que tiene
este teorema es que, para todo movimiento de un sélido con un punto fijo,
existe un determinado eje de rotacion (O, p) que produce el mismo efecto
girando el s6lido alrededor de él un determinado dngulo ¢. Como ejemplo
ilustrativo, considérense las dos rotaciones compuestas definidas en la figu-
ra 8.9, en las que no resulta inmediato identificar para cada una de ellas el
eje de rotaciéon resultante.

DEMOSTRACION.—  Si el movimiento es una rotacién alrededor de un
eje, los puntos del mismo no sufrirdn cambio alguno, mientras que los puntos
fuera del eje efectuaran un giro de magnitud angular finita ¢ alrededor
del mismo. Por tanto, el versor p que define la direccién del eje debe ser
invariante en la transformacion definida por R:

R -p=p.

Esta ecuacién indica que p debe ser un vector propio de R, con autovalor
A = +1. El teorema quedara demostrado por tanto si probamos que R posee
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Figura 8.11: Teo-
rema de Euler: el
desplazamiento de
un solido con un
punto fijo O es un
giro de valor ¢ al-
rededor de algin
eje (O, p). Para el
punto A el giro se
desarrolla alrede-
dor de C', por el
cual el punto A se
transforma en A,
y x° en x.

X

dicho autovalor, en cuyo caso la direcciéon buscada del eje de giro seré la
del vector propio correspondiente. Para ello partimos de la igualdad trivial
siguiente, que se deduce inmediatamente de la condicién de ortogonalidad
(8.79):

(R-—1)-R"=1-R";

tomando determinantes,
[R—1|-|R"| = 1 - R

considerando en esta expresion que el determinante de un tensor es igual al
del traspuesto, y que el determinante de una rotaciéon propia vale +1,'?

1-R'=(-1|R" - 1]=-|R-1],

llegdndose finalmente a
|IR—1|=0.

Esta igualdad garantiza el cumplimiento de la ecuacion caracteristica (R —
Al| = 0) para el autovalor A = +1. Admitiendo ademas que el autovalor

12 e cumple |[RT| = |R|=+1y |[RT —1| = |R - 1]
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A = +1 es tnico, cuestiéon que no demostraremos por no prolongar esta
discusion, quedaria probado el teorema. O

El teorema de Euler es coherente con el comentario realizado antes sobre
los tres grados de libertad que definen la rotacion finita debido a las con-
diciones de ortogonalidad (8.77). Parece logico buscar una correspondencia
de estos tres parametros con algtin vector del espacio vectorial R?. Este po-
dria ser el denominado vector de rotacion de Fuler, cuya direccién es p y el
modulo es el dngulo girado ¢.

A pesar de esto, debemos insistir en que no se puede considerar los mo-
vimientos del sélido con un punto fijo (o «rotaciones») como vectores, lo que
implicarfa su aditividad conmutativa para la composiciéon de dos rotaciones.
Hemos visto que la composiciéon de dos rotaciones finitas consecutivas no es
conmutativa, por lo que éstas no poseen estructura de espacio vectorial. Se
debe seguir considerando a éstas como transformaciones lineales ortogonales
(definidas mediante tensores o matrices ortogonales) y no como vectores, a
pesar de que estén caracterizadas por tres parametros que podrian servir
para definir un vector en R3. Para precisar este aspecto y no inducir a error
se suele decir que p es un «pseudo-vector» .

Un corolario del Teorema de Euler es el Teorema de Chasles, cuyo enun-
ciado afirma:

«EI desplazamiento mas general de un sélido rigido es una tras-
lacién més una rotaciény.

La comprobacién es inmediata, ya que al liberar la ligadura del punto fijo
se introducen tres grados de libertad de traslacién de dicho punto, que no
afectan a la orientacién del s6lido. Chasles propuso también un enunciado
més fuerte de este teorema, que no desmostraremos aqui, segin el cual es
posible escoger un origen de coordenadas de forma que los ejes de traslacion
y rotaciéon coincidan, siendo entonces el movimiento el de un sacacorchos
(helicoidal).

8.6.6. Relacion entre rotaciones finitas e infinitesimales

Generacion del tensor de rotaciéon R integrando las rotaciones
infinitesimales

Sea una rotaciéon finita de angulo ¢ alrededor de cierto eje, que pa-
ra concretar tomaremos como el Oz, sin pérdida de generalidad. Es decir,

13Las rotaciones finitas forman un grupo no conmutativo, denominado SO(3) o grupo
especial ortogonal.
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la rotacién finita puede caracterizarse por el vector de Euler asociado ¢k.
Podemos imaginar el giro completo ¢ como composiciéon de n giros infini-
tesimales ¢/n, n — oo. En el limite, cada uno de estos giros elementales
esta asociado a la transformacion (1 + %J 2), siendo J el tensor hemisimé-
trico asociado al vector axial k (ver ecuacion 8.69). La composicion de estos
giros elementales se asocia al producto de todos los tensores elementales
correspondientes,

n 2 n
im (1423.) =1+60.+2024+.  + %y (8.82)
n 2 n!

n—oo
Este desarrollo, por analogia con la funcién exponencial de exponente real'?,
se define como la exponencial del tensor ¢J:

) N N
lim (1+ng —;MJZ = %2, (8.83)

En el caso que nos ocupa, se puede comprobar sumando la serie (8.82)
que el desarrollo de la exponencial da lugar a la siguiente matriz de compo-
nentes, que corresponde a un giro ¢k:

cos¢p —sen¢g 0
[e‘z"]z} = [R(¢pk)] = | sen¢p cos¢p 0]. (8.84)
0 0 1

Otra forma de justificar la exponencial de (8.83) es considerando que
una rotacién infinitesimal elemental se puede expresar como
dx
de=d¢kANz=d¢J, -z = @:Jz-m. (8.85)
Esta ecuacién diferencial vectorial es similar a la siguiente ecuacién diferen-
cial escalar, cuya integral es la exponencial:

dy ax
— = — = e . 886
ol Y =10 (8.86)
Anélogamente, la solucion de la ecuacion (8.85) se puede escribir también
como una exponencial,

x = e x° (8.87)

Comprobamos que se obtiene el mismo resultado que antes (8.83) para el
tensor de rotacion.

14 x

recordemos: lim, o (1 4+ 2/n)" =e
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Obtencion de la velocidad angular €2 derivando el tensor de rota-
cion R

Desde el otro punto de vista, si derivamos la expresion de la transfor-
macion de rotacion (8.78) podemos obtener también una relacion entre la
rotacion finita y la rotacion infinitesimal, caracterizada esta ultima por la
velocidad de rotacion. En efecto, teniendo en cuenta que en (8.78) el vector
x° que representa la posiciéon de una particula para un observador ligado al
sOlido es constante:

z=R-2° = =R z° (8.88)
Podemos eliminar ahora #° = RT - &, resultando
t=R - (RT - 2)=(R-R") . (8.89)

El operador R - RT que aparece en esta formula es hemisimétrico, como
se comprueba facilmente!'®, por lo que cabe asociarlo al producto vectorial
por un vector axial asociado (cf. apartado A.10), que denominamos €. Al

operador hemisimétrico lo denominamos QY R.RT
(R-R"Y) z2=Q-2=QAx, V. (8.90)
El resultado final es por tanto
v=x=QAx,

expresion que coincide con el campo de velocidades de un soélido rigido
respecto del punto O fijo, véase (4.10), lo que justifica la consideracion de
dicho vector axial €2 como velocidad de rotacion del sélido.

8.6.7. Parametrizacion de la rotacion; formula de Rodrigues
y parametros de Euler

La rotacion queda definida por la ecuacion (8.78):
r=R-z°; (8.91)

veamos coémo se puede expresar el tensor R correspondiente a esta trans-
formacion de manera explicita, a partir de la rotacion (p, ¢) definida por el
teorema de Euler.

. . . . T
En efecto: 0 = $1= % (R-R") =R-R"+R-R' =R-R"+ (R-R") .
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Refiriéndose a la figura 8.11 podemos expresar los vectores posicién me-
diante las igualdades vectoriales siguientes:

T =roc +Trca; (8.92)

o

r =roc+Trca. (8.93)
Por otra parte,

roc = (- p)p;Toa =rcp+Tpa
= [x° — (z° - p)p] cos ¢ + (p A x°) sen ¢;

desarrollando estos términos mediante (8.92) y (8.93),
x=x"cosp+ (° - p)p(l —cosd) + (p A x°)sen¢ (8.94)

expresion que constituye la denominada formula de FEuler-Rodrigues. De
forma equivalente, también se puede expresar como

x=x° cosp+ (pp) x°(1 —cosp)+ (pAx’)sen¢ (8.95)

De aqui se deduce inmediatamente el operador de la transformacién corres-
pondiente que es

R=1cos¢ +pRp (l—cosp)+ P sen¢ (8.96)
—— N——
tensor tensor tensor
diagonal simétrico hemisimétrico

donde el simbolo p representa el tensor definido por la aplicacion hemisi-
métrica correspondiente al producto vectorial por p:

Va, p-a=pAa.

Se comprueba pues en (8.96) que el tensor ortogonal R de la rotacion
resultante se descompone en tres partes: una diagonal, otra simétrica, y otra
hemisimétrica'®.

Cuando el dngulo girado ¢ es muy pequeno, desarrollando en serie (sen ¢)
y (cos @) y despreciando infinitésimos de segundo orden, la parte diagonal se
convierte en la identidad; la parte simétrica, afectada de (1 —cos ¢), se hace

despreciable; y la parte hemisimétrica, afectada de sen ¢ — ¢, se convierte

16 Otras expresiones equivalentes de la formula de Euler-Rodrigues son R = 1 + (1-

o~ ~ sen? -2 ne¢ . .
cos §)p° +sen¢p, o R=1+ % (W(;/f)(b + %(b, siendo ¢ = ¢ p.
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en el producto vectorial por el vector de rotacion infinitesimal (direccion p y
modulo ¢ infinitésimo). Por lo tanto, el incremento infinitesimal de x, para
una rotacién elemental, equivale a un producto vectorial. Esto coincide con
la descripcion antes realizada para giros infinitesimales (apartado 8.6.1).

Para definir la rotacion se podrian emplear los 4 parametros que definen
el vector de rotacién de Euler:

{¢7 p1, P2, p3}> (897)

estando sujetos a la ligadura que expresa que el moédulo de p es la unidad:
pi+p3+p5=1. (8.98)

Esta manera de caracterizar el movimiento del s6lido con un punto fijo, en
funcién del dngulo girado y la direccién del eje de rotaciéon, resulta parti-
cularmente intuitiva y facil de visualizar. Sin embargo no es la tnica forma
para describir la rotacién, ni tampoco la mas conveniente en la practica,
debido a que en general no es inmediata la obtencién de la direcciéon de
rotacion p.

Existen otras parametrizaciones posibles para definir la rotacién del soli-
do. Una de las més empleadas es la definida por los denominados pardmetros
de Euler:

€0 =COS—; €] =pisSen—; ez =pgsen—; e3 = p3sen—.
2’ 2’ 2’ 2
Estos cuatro pardmetros constituyen un cuaternio y se hallan sujetos a la
ligadura
2., .2, .2, 2
€0+€1+€2+€3:1,

equivaliendo por tanto a 3 grados de libertad. Los parametros de Fuler
resultan ventajosos para su uso en modelos numéricos de calculo, siendo
empleados en numerosos programas de ordenador para cinemética y dina-
mica de mecanismos.

Por ultimo, otra forma para definir la rotacién finita es la caracterizada
por los dngulos de Fuler, que seré la que emplearemos de manera preferente
en este curso, por ser la més conveniente para el desarrollo analitico de las
expresiones.

8.6.8. Angulos de Euler

La manera que emplearemos en lo sucesivo para caracterizar la orien-
tacion del solido serd mediante los dngulos de Euler. Definiremos estos a
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partir de tres rotaciones elementales, que interpretaremos como sucesivos
cambios de base (apartado 8.6.3), partiendo del triedro fijo (I, J, K), has-
ta obtener el triedro del cuerpo (2,7, k). Estos cambios son rotaciones del
triedro efectuadas por orden segin el esquema «313»: primer giro respecto
del eje 3, seguido de un giro respecto del eje transformado 1, y por tltimo
un nuevo giro alrededor del nuevo eje 3.

Precesion, y K.— En primer lugar se efecttia un giro de magnitud ¥ en
torno al eje K, pasando del triedro (I, J, K) al triedro (u, w, K). Refirién-
dose a la figura 8.12, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

Figura 8.12: rotacion YK (prece- e JRRENR
sion) ’

u = I cosy + Jsen,
w = —Isenvy + J cos.
La expresién matricial equivalente es

cosy —senvy 0
Ju,w, K| = |[1,J,K]| [ sens  cosy 0

0 0 1
[Ry]
La matriz de rotacién inversa es:
costy seny 0
[R¢]_1 = [R,/,]T = | —senty cosy 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—) alrededor de K.
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Nutacioén, fu.— Se define como un giro de dngulo 6 en torno al eje
u, obteniendo a partir del triedro (u,w, K) el llamado triedro intermedio,
(u,v, k). La operacion queda ilustrada en la figura 8.13, siendo la expresion
matricial del cambio:

Figura 8.13: rotacion Ou (nutacion)

|u,v, k|| = ||u,w,K| - [0 cosf —senb
0 senf cosf

[Ry]

Rotacién propia, pk.— La tultima operacién consiste en un giro de
magnitud ¢ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro
intermedio (u, v, k) el triedro del cuerpo (4,7, k) (figura 8.14). La expresion
matricial es:

cosp —seny 0
H1’7.77kH = H’U/,’U,k:” - | sen g CoOs 0
0 0 1

Ry

La rotacion total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composiciéon de las tres rotaciones consecutivas:

|w, v, k|| = [[u, w, k[ - [Rg] p = [|2,5,kl = |I,J, K[ - [Ry] - [Rg] - [Ry],

||Z).77k|| = Hu’)vakH : [RSO]
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Figura 8.14: rotacion gk (rotacion
propia)

por tanto la matriz de rotacion total es'”
[R] = [Ry] - [Rg] - [Ry].

Su expresion en funcion de los dngulos de Euler resulta

[R] =
cos 1 cosp —sent cosfsenp; —cosypsenp —sencoshcosy; sentpsen
sen 1 cos ¢ + cos i cosfsen p; —senwsen @ + cos cosf cosp; — cossend

sen f sen ; sen 6 cos y; cos 6
(8.99)

Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacién de que se verifica
la condicién de ortogonalidad, [R]~! = [R]™.

De los triedros manejados los mas utilizados a efectos practicos son el
triedro fijo (I,J, K) y el triedro del cuerpo (3, j, k). A veces interesa también
emplear también el denominado triedro intermedio, (u, v, k) cuya relacion
con el triedro fijo viene dada por

||’U,,’U,k|| = ||I7J’KH ’ [Rd)] : [Rg],

siendo la matriz de transformacion correspondiente a este triedro

cosy —seniycosf senipsend
[Ry] - [Rg] = | seny cosipcos® —costsend
0 sen 6 cos

17 La interpretacion de esta rotacién como transformaciéon activa indica que sobre el
solido se efectia primero R, seguida de Ry y por ultimo R,. Por el contrario para la
interpretacién pasiva como cambios del triedro o base sigue el orden inverso, en el que el
primer cambio ha sido [Ry] seguido de [Ry] y de [R,].
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Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condi-
cion de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

(Ry] - [Ro]) ™" = (Ry] - [Re])";
([Ry] - [Re] - [Ry]) ™ = ([Ry] - [Ro] - [Ry])".

Hacemos notar que una rotaciéon general siempre se puede descomponer
de esta manera, por lo que los angulos de Euler (1,6, ) son una parame-
trizacion adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representacion
mediante angulos de Euler no es dnica. Por ejemplo, basta considerar los
casos § = 0 6 § = 7, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k),
en los que la descomposiciéon del giro entre ¥ y ¢ no es univoca.

8.6.9. Expresiones de la velocidad de rotaciéon

La ecuacion de la dinamica del solido (8.8) determina la derivada del
momento cinético, que a su vez depende linealmente de la velocidad de
rotacion (8.29). La expresion de ésta es por lo tanto un aspecto clave para
el desarrollo de las ecuaciones de la dinamica del sélido.

Interesa definir la velocidad de rotaciéon €2 a través de sus expresiones
en alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en
el del solido (2, 7, k), intermedio (u, v, k) o fijo (I,J, K).

Segun la definicion realizada de los d4ngulos de Euler en el apartado an-
terior, €2 se puede descomponer segin las tres direcciones correspondientes
a éstos como'®:

Q=YK + bu + ok. (8.100)

Las componentes de esta expresién no estdn definidas segiin direcciones
ortonormales, por lo que resulta conveniente desarrollarlas en alguno de los
triedros definidos anteriormente. En cualquier caso debemos notar que las
distintas expresiones de €2 se refieren siempre a la velocidad de rotaciéon
total o absoluta del s6lido, no se trata en ningin caso de la velocidad de
rotaciéon relativa a un triedro.

Expresion de 2 en el Triedro del cuerpo
Denominamos (p, q,r) a las componentes de €2 en este triedro:

Q=pi+qj+rk

18Fn esta expresion se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dv = 1dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de
lo que ocurre para rotaciones finitas.
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Para obtenerlas desarrollamos K y u en la expresion (8.100). La expresion
de K se obtiene de

17, J, K| = |l3, 5, k|l - (Ry] - [Ro] - [Ry]) ™

resultando
K =senflsenpi+senfcospj+cosbk. (8.101)

La expresion de u se obtiene de
e, 0, || = |45, k| - [Ry]
resultando
U=Ccospt—senyj.
Se obtiene finalmente:
p = 0cosp+1senfsen p,

q = —0sen p + senfcos p, (8.102)
r = ¢ -+ cosb.

Expresion de 2 en el Triedro Intermedio
En este caso denotamos las componentes por (p', ¢, 7’) :
Q=pu+dv+rk.
Desarrollamos K en la expresion (8.100) mediante
[, v, k| = [lu,w, K| - [Re],
resultando'?

K = senfv + cos Ok.

Se obtiene asi .
=9,
¢ = sen, (8.103)
P =@g4cosh [=r].

La expresion anterior prodria haberse deducido también de particularizar

(8.102) para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del
cuerpo anulando la rotaciéon propia, ¢ k.

19 También puede obtenerse este resultado mediante proyeccién directa en la figura
8.13



8.46 Capitulo 8. DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO

Expresion de 2 en el Triedro Fijo
Por ultimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+QJ+ RK,
la expresion de las mismas resulta

P = ¢sentpsend + 6 cos,
Q = —pcossenf + ésen¢, (8.104)
R =1+ ¢pcosh.

La comprobacion de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al
lector.

Obtenciéon de las componentes de (2 a partir de la matriz de rota-
cion R
Merece la pena observar que un procedimiento alternativo para calcular

las expresiones de las componentes de €2 es emplear la expresién que la
define a partir de la derivada del tensor de rotacion (8.90):

~ 0 -3 QO
Q=19 0 -9 |=|[R[R]. (8.105)
- 0

En esta expresion, los términos (1,9, 23) indican las componentes en
el triedro que se escoja, equivaliendo a (p,q,r) en el triedro del cuerpo,
(p',¢',r") en el intermedio o (P, @, R) si se emplea el fijo. Particularizando en
los distintos triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones
de las componentes de © obtenidas anteriormente (respectivamente (8.102),
(8.103) y (8.104) por métodos vectoriales.

8.7. Ecuaciones de la dinamica

En lo que antecede se han desarrollado los conceptos necesarios de ci-
nematica de la rotacion (rotaciones finitas y su parametrizaciéon mediante
los 4ngulos de Euler) y de cinética y geometria de masas (tensor de inercia,
momentos de inercia, expresiones del momento cinético y energia cinética).
Pasaremos ahora a plantear las ecuaciones de la dindmica del s6lido con un
punto fijo, debidas a Euler. Partimos para ello de la ecuacién del momento
cinético, que tomara la forma (8.72) si se aplica en G y (8.8) si se aplica en
un punto fijo O.
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8.7.1. Ecuaciones de Euler

Segun hemos visto, el momento cinético H o viene expresado por (8.29),
en funcién del tensor de inercia I, que define la geometria de masas del
solido respecto a O. El tensor de inercia serd constante para un observa-
dor ligado al movimiento del cuerpo; en cambio, respecto del sistema de
referencia fijo, seria necesario considerar la variacién de sus componentes.
Asi, la derivada (absoluta) de Ho conviene realizarla a través de la deri-
vada relativa al triedro del cuerpo, anadiendo el término complementario
correspondiente:

d

Mo = “(Io- Q)
_ (4 Ip-Q2 QAo 22
_<dt( 0" )>T€l+ Ao -€).

Resulta la denominada ecuacion de Euler de la dindmica, en su expresion
vectorial:

Mo=1Io-Q+ QA (Io-Q) (8.106)

Hacemos notar que esta ecuacién es una expresion vectorial intrinseca, es

decir, independiente del sistema en el que se expresen sus coordenadas.
Observamos ademas que en esta expresion la derivada de €2 es indiferente

realizarla respecto al triedro fijo (absoluta) o respecto al triedro del cuerpo

(relativa):
. dQ dQ
Q=|— =|— QAQ
(dt)abs (dt>rel+

=pt+qj+rk.

Desarrollemos ahora las componentes de la expresion vectorial (8.106)
en el triedro del cuerpo. Suponiendo que hemos escogido éste segun las
direcciones principales de inercia,

A 0 O
Io]=10 B 0 = Io-Q=Api+ Bqj+ Crk;
0 0 C
it j k
QANIo-Q)=|p gq r
Ap Bq Cr

=—(B-C)qri— (C—A)prj— (A— B)pqk;
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por lo que la expresiéon en componentes de las ecuaciones de Fuler resulta:

M, = Bi— (C — A)rp, (8.107)
M, =Cr — (A — B)pg.

Para desarrollar el planteamiento completo de las ecuaciones dindmicas
en funcion de las coordenadas o grados de libertad que definen la configu-
racion (en este caso, los angulos de Euler), seria necesario sustituir en la
expresion anterior los valores de (p,q,7) y de sus derivadas en funciéon de
los dngulos de Euler (8.102). Se obtendria asi un conjunto de 3 ecuaciones
diferenciales de 2.° orden en funcion de los angulos de Euler (1,60, ¢). Sin
embargo, resulta méas conveniente plantear dos conjuntos de 3 ecuaciones
de primer orden de manera simultanea, planteamiento que es equivalente.
Asi, de la expresion (8.102) de (p,q,r) podemos despejar (1), 0, @):
pseny 4 gcos .

7

¢:

0 = pcosp — gsen p; (8.108)
pseny + g cos @
tan @ ’

Por otra parte, de las ecuaciones de Euler (8.107)

,_ M. B-C
p= A qr,

sen 0

p=r

Cc-A
B
A-B

C + C pq.

El conjunto de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (8.108) y
(8.109) queda planteado en funcion de las 6 variables, (1,0, )y (p,q,7). Su
resolucion puede llevarse a cabo por métodos analiticos (en el capitulo 9 se
discute la solucion para algunas aplicaciones concretas), o bien por métodos
numeéricos (por ejemplo mediante el método de integracion paso a paso en
el tiempo de Runge-Kutta).

TP, (8.109)

A
.M,
B
M,

=

8.7.2. Ecuaciones de Euler derivando respecto al triedro in-
termedio

Cuando se trata de un solido de revolucién puede ser conveniente ex-
presar las ecuaciones dindmicas realizando la derivada relativa respecto al
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triedro intermedio, cuya velocidad de rotacion respecto al fijo?" es (2—k):

dQ )
rel

Al expresar la derivada relativa en la ecuaciéon anterior, que lo es respecto
a un observador ligado al triedro intermedio, se ha tenido en cuenta que al
ser el solido de revoluciéon su tensor de inercia permanece inalterado por la
rotacién propia.

Desarrollando la ecuacién en componentes, suponiendo que se ha elegido
el triedro principal de inercia con momentos principales (A4, A, C):

dQ2
Io- <> =AY u+Adv+Cr' k
rel

dt
u v k
(Q=pk)NTo-Q)=| p ¢ 1"-¢
Ap A Cr!

resulta:

M, =A¢ — (C—A)yr'p — Ap'p (8.110)

Observamos ademés que se verifica 7 = r, por lo que no hace falta la
distincién entre ambas.

Estas ecuaciones se complementan con las (8.103) para definir el proble-
ma en funciéon de los angulos de Euler (1,6, ¢):

M, = A6 — Ay senf cos 0 + Cripsen 6,
M, = Apsend + 2A¢0 cos§ — Cré, (8.111)
M, = Cr.

De la tltima ecuacion (8.110) se observa que, para solidos de revolucion,
si el momento segiin el eje de revolucion se anula, la velocidad de rotacion
segtin dicho eje se conserva: si M,» = 0 = r = cte.. Conviene notar que
esta propiedad solo se verifica para un eje de revolucién en que los momentos
de inercia segtin dos ejes perpendiculares a él son iguales.

29 No debe confundirse esta velocidad de rotacion relativa con la expresion de la velo-
cidad de rotaciéon absoluta en el triedro intermedio explicada en el apartado 8.6.9.
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8.7.3. Ecuaciones de Euler derivando respecto al triedro fijo

La rotacion R relaciona los vectores convectivos o materiales (los ob-
servados desde la referencia del cuerpo, °,€°,...) y sus contrapartidas
espaciales (los observados desde una referencia fija, x, €2, ...) mediante las
siguientes relaciones:

x=R-z° z°=R' x;
Q=R -Q° Q°=R"-Q
Q=R-Q°; Q" =R".Q.

Derivando el vector posicion @, y teniendo en cuenta la definicion del
operador hemisimétrico correspondiente a la velocidad de rotacion (8.90):
e=R z*=R- (R" 2)=(R-R") z=Q - z=Q A=

De forma anéloga, pueden establecerse las relaciones entre el tensor de

inercia convectivo (constante) y su contrapartida espacial (variable):

I; = / (x° - 2°)?1 — 2° @ x°)pdV;

Io= /(ac cx)?1 —x@ax)pdV
B
=R-(I)-RY).
Empleando las relaciones anteriores, pueden desarrollarse las ecuaciones

de la dindmica, derivando desde un sistema de referencia fijo el momento
cinético:

Mo = 5(To-9) = L(R- (15 B")) - 9)
= SR (I (R ) = S (R-(I 29))

=R -(I4-Q°)+R- (I3 -Q°)
=(R-R")-(R-(I5-RY))- (R-Q°) + (R- (I3 - RY)) - (RQY)
—QAIo- Q) +Io-(RY)=QAIo-Q)+1Io-Q.

Como puede comprobarse, la expresion a la que se llega es la misma
ecuacién de Euler que se obtuvo anteriormente derivando respecto a un
sistema de referencia convectivo (8.106).

Cabe recalcar que este resultado constituye una expresion vectorial in-
trinseca, es decir independiente de las coordenadas en las que se exprese.

Por lo tanto, podran emplearse tanto las referidas al triedro del cuerpo como
las del triedro fijo o cualquier otro sistema.
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8.7.4. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de la dindmica (8.107) 6 (8.110) se han obtenido antes
por los procedimientos vectoriales (Newton-Euler). A partir de la dinami-
ca analitica se podrian haber obtenido también tres ecuaciones dindmicas,
equivalentes en su conjunto a las ecuaciones de Euler. Sin embargo, tan s6lo
una de las ecuaciones asi obtenidas coincide con alguna de las ecuaciones
de Euler: se trata de la ecuacion de Lagrange en ¢, que es la misma que
la ecuacion en (8.1073), es decir la ecuacion de Euler correspondiente al
movimiento de giro alrededor del eje Oz del triedro movil.

Obtenemos la ecuaciéon de Lagrange en direcciéon ¢ desarrollando los
términos de (7.12). Para ello expresamos las derivadas mediante la regla de
la cadena:

da(ory _a ot op or oy ot or
dt \ ¢ dt ap\a,g; &J@ 37"34!5/
=0 —0 =1

= Cr

or _orop  oToq 0T or
dp  Opdp 0Oqdp Or Op
=0

— Ap (¢ senf cos ¢ — B sen @) +Bq (—tpsen fsen ¢ — 6 cos )

q —p
= (A - B)pq

siendo por tanto la ecuacién resultante
Qe =Cr — (A— B)pg.

Se observa la identidad de ésta con (8.1073), teniendo la fuerza generali-
zada @, la interpretacion fisica de la componente M, del momento. Por
permutacion ciclica, cambiando los papeles de los ejes (z, y, z), seria posible
deducir las otras dos ecuaciones de Euler expresadas en (8.107).

También se pueden obtener directamente las ecuaciones de Lagrange
relativas a las variables ¢ y 0. No detallaremos aqui el desarrollo y daremos
tnicamente el resultado, quedando propuesta la deduccién como ejercicio al



8.52 Capitulo 8. DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO

lector:
Qy = Apsenfsen p + Ap(6 cos B sen ¢ + psen b cos ) + B sen d cos ¢
+ Bq(f cos 0 cos p — ¢ sen O sen ) + Cr cos ) — Cr sen 0
Qg = Apcosp — Ap(psen p + zbcosﬁsengo) — Bgsen g
— Bq(pcos @ + 1 cos O cos ) + Cripsen 6

Conviene recalcar que, aunque las ecuaciones de Lagrange en funcion
de las coordenadas generalizadas (¢, 6, ¢) no son las mismas ecuaciones
que las de Euler (8.107), son combinacién lineal de ellas y en conjunto
constituyen un sistema equivalente. Es facil, obteniendo los coeficientes de
esta combinacion lineal, expresar los momentos generalizados (Qy, Qg, Q)
a partir de los momentos «fisicosy (M, M, M.,):

Qy = My senfsenp + M, sent cosp + M, cost
Qo = M cosp — M, sen ¢
Qcp:Mz

8.7.5. CAlculo de reacciones en los enlaces
Sélido con un punto fijo

Como es logico, en la ligadura del punto fijo se produce una fuerza de
reaccion. Esta sera un vector R de direccion en principio arbitraria aplicado
en un eje por O.

La reacciéon se puede calcular facilmente a través de la expresion del
balance de la cantidad de movimiento (8.71), descomponiendo las fuerzas
en activas y reactivas:

F** 4 R= Mag

siendo F2* = Y~ 2 la resultante de las fuerzas externas activas aplicadas
al solido.
Por cinemética sabemos que

ag=QNOG + QA (QAOG)

de donde

R=M[QAOG+ QA (QAOG)] — F<* (8.112)

El valor de Q y € se obtendria de resolver las ecuaciones de Euler
(8.106). En el caso en que el punto fijo sea precisamente G, la ecuacion
anterior (8.112) se reduce a la expresion trivial R = —F?°*,
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act

Figura 8.15: Fuerza de reaccion de
un solido con un punto fijo

Solido con un eje fijo (2 puntos fijos)

Suponemos que el eje fijo se materializa mediante un punto fijo (O) y
otro punto A que pueda deslizar segun el eje O A pero no en direccién normal
a él. El momento de las fuerzas en O es el de las fuerzas exteriores activas,
més el de la reaccion en A; planteando asi las ecuaciones de Euler (8.106)

M5+ OAANRA=1I0-Q+ QAo - Q)
donde OA = de y al ser e fijo,
Q=0Qe, Q=0Qe.

La expresion anterior es una ecuaciéon vectorial que permite calcular R 4.
Recordemos que en el apartado 4.3.1 ya se estudiaron este tipo de ecuacio-
nes, en el contexto de la cinematica. Para que exista solucién, la condicion
de compatibilidad exige que e sea normal al término independiente:

e [Io-Q+QAITo-Q) — MX = 1.0~ M, =0,

condiciéon que como vemos efectivamente se cumple (recuérdese (8.26)). Des-
pejando pues Ry,
[Io- Q4+ QA (Io-Q) — MSAde

a2

Ry =

QI e+ Q%en(Ip-e)— MEAe
d




8.54 Capitulo 8. DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO

Figura 8.16: Fuerzas de reaccidn de
un sélido con un eje fijo, materiali-
zado mediante un punto fijo y otro
punto que sélo permite movimiento
en la direccion del eje.

En el caso particular en que se cumpla I -e = I.e (es decir si e es un
eje principal), entonces la expresion anterior resulta

e/\M?)Ct

R4 = 4

Es inmediato comprobar que este valor es el mismo que se produciria en
situacién estética, por lo que en este caso particular no se producen efectos
dindmicos sobre la reaccién.
Una vez calculada R 4, la reaccién en el otro punto, Rp, se calcula igual
que en (8.112):
Ro = Mag — F*' — Ry4.



Capitulo 9

Aplicaciones de la dinAmica
del sélido

Se describen en este capitulo algunos ejemplos de aplicacion significati-
vos de la dinamica del sélido en 3D. Se estudia en primer lugar el movimiento
por inercia y los ejes permanentes de rotacion. A continuacion se trata de la
peonza simétrica, la brijula giroscopica, y el péndulo esférico. Por tltimo,
se estudia el comportamiento dinamico del s6lido en un sistema no inercial.

9.1. Movimiento por inercia; descripciéon de Poin-
sot.

Cuando un sélido con un punto fijo no tiene fuerzas aplicadas o éstas
son tales que su momento respecto del punto fijo es nulo (Mo = 0), el mo-
vimiento se produce tnicamente por la inercia del mismo. Este movimiento
tiene varias propiedades notables, por lo que lo estudiaremos en primer lugar
en este capitulo de aplicaciones.

9.1.1. Propiedades del movimiento

a. El momento cinético, Hp, es constante.
Se deduce inmediatamente de la nulidad del momento de las fuerzas,

d

My = —
0=

Hop); Mop=0 = Hp = cte.

9.1
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Figura 9.1: En el movimiento por
wercia la proyeccion de €2 sobre
la direccion fija de Hp es cons-
tante, estando el extremo del vec-
tor § situado sobre el plano inva-
riante.

Por tanto H o define un vector de médulo y direccién constantes en el
espacio. Convencionalmente, escogeremos esta direccién como versor
K del “triedro fijo”, y llamaremos H al médulo:

Ho = HK. (9.1)

La Energia Cinética, T, es constante.
En efecto, debido a la constancia de Hp,

d )
OzaHo:Io-Q—}-Q/\(Io-Q);
premultiplicando escalarmente por €2, que es perpendicular al segundo

sumando de la expresiéon anterior, resulta:

0=0-(Io Q)
por otra parte, considerando la simetria de Ip:

ar 4 [1 :
Yo, D] =0 I, =0
dt dt[2 (To ﬁ (To- ) =0

Como corolario de esta tltima propiedad, se puede afirmar que

«la proyeccién de 2 sobre la direccién fija de H o es cons-
tante.»

Y/ Iinvariante

Qg

En efecto,
Hp - Q=Q-(Ip-Q)=2T (cte)
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Otra forma de expresar este resultado es diciendo que el extremo del
vector €2, supuesto su origen en O, pertenece a un plano fijo, per-
pendicular a Ho y situado a una distancia 27'/h, denominado plano
1nvariante.

c. Dada la constancia de Hp,
H?=Ho-Ho=(Io-Q)-(Io-Q)=Q-(I5-Q), (9.2)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de Io. Por otra parte, de la
constancia de T', se expresa:

2T = Q- (Ip - Q). (9.3)

Multiplicando (9.2) por 27, (9.3) por H? y restando ambas término
a término:

Q- [(HIp —2TI3) -9 =0, (9.4)

ecuacion que indica que €2 es la generatriz de un cono cuadrico' en
el triedro del sblido, ya que en este triedro las componentes de I se
mantienen constantes. Este cono se denomina cono del cuerpo, y a lo
largo del movimiento rueda sin deslizar sobre el cono fijo, superficie
que describe 2 en relaciéon al triedro fijo. Este ultimo es también un
cono, al pasar su generatriz 2 siempre por el punto O, aunque por lo
general no es cuadrico. Ambos conos corresponden, respectivamente,
a los axoides movil y fijo del movimiento del solido (apartado 4.3.2).

d. La constancia de la energia cinética permite escribir:

Io
Q- (22.0)=1
(52) =1

expresion que es enteramente analoga a la (8.53) del elipsoide de iner-
cia, sin mas que tomar r = £2/v/27T (recordemos que 7' es constante).
Por lo tanto, el lugar geométrico definido por el vector Q/v27T" es

precisamente el elipsoide de inercia’.

1Un cono cuédrico es un cono (superficie reglada definida por generatrices que pasan
todas por O), cuya seccion recta es una cénica, no necesariamente circular, pudiendo ser
una elipse, parabola o hipérbola; En el caso en que la seccién recta es una circunferencia se
denomina cono de revolucién o circular. Es inmediata la comprobacion de que la ecuacion
(9.4) define un cono cuéadrico, sin mas que particularizar la expresion de las componentes
de Io en el triedro principal.

20tra manera de expresar lo mismo es diciendo que € define un elipsoide homotético
al de inercia, de razéon Vor.
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La normal a este elipsoide en 2 viene definida por el gradiente de la

superficie:
0 Ip _Io __Hp
70 [Q <2T'Q>} =7 -Q——T .

Comprobamos por tanto que este elipsoide es tangente precisamente
al plano invariante definido en la propiedad b.

Figura 9.2: El extremo de €2,
en relacion con el sistema de
referencia del cuerpo, estd so-
bre un elipsoide, homotético al
de inercia. Este elipsoide es
ademds tangente en todo ins-
tante al plano invariante (su
normal comin es N ), sobre el
cual rueda (y pivota) sin des-
lizar.

Hinvariante

En resumen, las propiedades anteriores del movimiento por inercia per-
miten la siguiente interpretaciéon geométrica del mismo debida a Poinsot:

1. El vector © define un elipsoide homotético al de inercia (de razon
V2T, con centro en O.

2. Este elipsoide permanece tangente a lo largo del movimiento al plano
invariante, plano perpendicular a H o y situado a una distancia 27"/ H
de O.

3. Al ser nula la velocidad de todos los puntos del solido sobre el eje
(O, €2), el movimiento es una rodadura sin deslizamiento del elipsoide
sobre el plano invariante.

4. El movimiento del sélido se puede interpretar igualmente como el del
cono del cuerpo (cono cuddrico) rodando sin deslizar sobre el cono fijo.
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Ho = HK

Figura 9.3: El movimiento por iner-
cita es andlogo al de un cono maovil
con el cuerpo, que rueda sin deslizar [ I
sobre un cono fijo. Ambos conos son
los axoides del movimiento, y com-
parten en todo instante una genera-
triz, definida por el vector €}.

cono del
cuerpo

OBSERVACIONES.-

= En general € no es constante ni en médulo ni en direccién, a pesar
de que H si lo sea.

= En el caso en que el tensor de inercia sea cilindrico, es decir si dos
momentos principales de inercia son iguales (A = B), por ejemplo
para un solido de revolucion, segtin la expresion (9.4) el eje de Q
genera un cono de revolucion. En este caso particular, el médulo de 2
si es constante, aunque su direccién no lo sera en general. Es facil ver
que el cono fijo también es de revolucién en este caso, por lo que el
movimiento se reduce a la rodadura de un cono circular (de eje el de
revolucion del solido, k) sobre otro cono circular (de eje la direccion
invariante, K).

EJEMPLO 9.1: Sea un cilindro macizo homogéneo de radio r, altura h y
masa m, que se mueve libremente en el campo gravitatorio simplificado. Se
le pone en movimiento comunicandole una velocidad inicial de rotacién que
forma 45° con el eje del cilindro, y cuya componente segtin dicho eje vale w.
Describir el movimiento del soélido.

SOLUCION: Los momentos principales de inercia son:

1 1 1
A=B= zmTQ + Emhz; C = imr?
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La velocidad de rotacion inicial es Qg = (w, 0, w), luego
1
Hp=Awi+ Cwk; T = §(Aw2 + Cw?);

1
— 2 2. — ;
H=wvA*+C?% K= A2+CQ(A1+C'I<:).

Por lo tanto, la matriz de coeficientes del cono del cuerpo (cf. ecuacion (9.4))
es

10 O

A=2TI% - H?’Ip=AC(A-C)?[0 1 0

0 0 -1

Se trata de un cono de revolucién, con vértice en el centro del cilindro y
cuyo eje lleva la direccion k. El semidngulo cénico es

Q 1

V2

Por otra parte, el cono fijo es igualmente un cono de revolucién, cuyo eje

cosa; = k a1 =

T
T

lleva la direcciéon de K y el semidangulo cénico es

Q  A+C
Qo V2V/A2 1+ C?

A su vez, el elipsoide de inercia serd de revolucién con semiejes
(1/v/A,1/4/C), siendo su ecuacion Az? + Ay? + C2%> = 1. El vector ve-
locidad angular, en el sistema de referencia del cuerpo, permanece sobre un
elipsoide homotético al de inercia, de ecuaciéon

cosa; = K -

Ap? + Ag® + Cr? = 2T.

(Siendo (p, q,r) las componentes de €2.)

9.1.2. Ejes permanentes de rotacion

En el apartado anterior hemos hecho notar que el vector velocidad de ro-
tacién €2 no tiene porqué ser constante, ni en direccién ni en médulo, en un
caso general de movimiento por inercia. Se plantea ahora obtener las condi-
ciones en las que direccion de € pueda permanecer constante. Se denomina
eje permanente de rotacion de un sélido aquél que, para un movimiento por
inercia con velocidad de rotacién inicial alrededor de dicho eje, se mantenga
invariante la direccién de rotacion.
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Sea el eje (O, e), y una velocidad de rotacién inicial Q2 = Qpe. Supone-
mos que la direccién de €2 permanece segtin la misma direccién e a lo largo
del movimiento. En primer lugar, observemos que puesto que la energia T’

es constante,
1 02
T:5Q-(IO-Q):?Iezcte,
siendo I, = e - (I - €), momento de inercia respecto al eje (O, e). Al ser
éste constante se deduce que el moédulo de €2 tampoco varia: € = €.

Por otra parte, de la ecuacion de Euler (8.106), al ser £ = 0,

OIEHO:Q/\(IO‘Q).
dt
Se deduce por tanto que I - €2 ha de ser paralelo a €2, es decir la direccion e
debe ser principal de inercia en O. Por tanto, un eje permanente de rotaciéon
serd necesariamente un eje principal de inercia del sélido.

Esta condicién, que es necesaria, no basta sin embargo para garantizar
la estabilidad del eje permanente de rotacién. Para analizar este aspecto,
elegiremos unos ejes del cuerpo de forma que k corresponda con la direccién
principal que se desea estudiar, segiin la cual se imprime una velocidad de
rotaciéon 2. Supongamos que se producen unas inevitables perturbaciones
pequenas en las otras dos direcciones perpendiculares, con lo que la veloci-
dad angular es:

Q= (e, €g, T) siendo €, €4 K 7

La estabilidad de €2 como direccién permanente de rotacion equivale a ga-
rantizar que las perturbaciones introducidas (e, €;) se mantengan pequenas
(acotadas) a lo largo del movimiento. Si por el contrario estas perturbacio-
nes crecen sin acotar, el movimiento de rotaciéon alrededor de dicho eje sera
inestable.

Analicemos por tanto la evolucion de (ep, ;). Desarrollando para este
caso las ecuaciones de Euler (8.107) con Mo = 0,

0= Aé, — (B—C)egr
0=DBé — (C—A)rey, (9.5)
0=Cr—(A— B)epeg = Cr

De la ecuacion (9.53), despreciando infinitésimos de orden superior, se de-
duce que r = cte. Derivando (9.51),

0= A&, — (B —C)éyr;
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despejando de (9.52) (¢, = (C' — A)rep/B) y eliminando en la ecuacion
anterior se obtiene finalmente:

(C=B)(C-4) ,

Se trata de una ecuacién diferencial de segundo grado en funcién exclusi-
vamente de €,. Es una ecuacién similar a la del oscilador armoénico simple
(apartado 3.1),

mi + kx = 0.

Como se vid esta ecuacion tiene solucion armonica (acotada) para x si k > 0,
y soluciéon exponencial (monétona creciente, no acotada) si k < 0. Asi, la
condicion de estabilidad para que €, se mantenga pequena es:

bien C>ByC>A,

(C—-B)(C—-A)>0 )
6bien C<ByC<A.
Por lo tanto para que el eje principal sea estable como eje permanente ha de
corresponder bien al maximo, bien al minimo, de los momentos principales
de inercia. En el caso en que corresponda al intermedio, no podra ser eje
permanente, siendo en este caso el movimiento inestable.

La propiedad anterior se puede confirmar experimentalmente con nume-
rosos objetos de uso cotidiano, arrojandolos al aire con una velocidad de
rotacién inicial, en caida libre. Es facil verificar que sometido inicamente a
Su propio peso, para un objeto en caida libre el momento en el centro de ma-
sa G es nulo®, por lo que experimenta un movimiento por inercia alrededor
de G.

Podemos realizar el experimento con una caja rectangular de cartén
facil de encontrar en cualquier domicilio u oficina. Admitiendo que la caja
es sensiblemente plana, como se muestra en la figura 9.4, dos momentos
principales de inercia corresponden a los dos ejes de simetria dentro del
plano A y B. La planitud de la caja permite deducir que para la tercera
direccién principal, normal al plano, el momento de inercia sera suma de los

3En efecto, calculemos dicho momento para un cuerpo B de masa M:

Mc:/(r—rc)/\(—gk)pdvz—/r/\gkpdV+/’"G/\9deV
B B B
=—-Mrgc ANgk+rc N\ Mgk=0.

Como receta, es valido suponer que un campo de fuerzas uniforme y paralelo como el
gravitatorio simplificado produce en el s6lido el mismo efecto que su resultante (—M gk)
“aplicada” en el C.D.M. (G).
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otros dos (C = A+ B) y por tanto el maximo. Por otra parte, el momento
del eje paralelo al lado menor del rectangulo (B en la figura) serd mayor
que el otro (A), por lo que B ser4 el intermedio y A el minimo. Si se lanza
la caja al aire girando alrededor de los ejes C' 0 A, permanecera en rotacion
estable, mientras que la rotacion alrededor del eje B es inestable.

A

A
'C> A C>B

Z Z o

A< B, A<C

B<C,B>A

(estable) (inestable) (estable)

Figura 9.4: Los ejes de momento de inercia mdzimo (C) y minimo (A)
permiten movimientos de rotacion permanente estables, mientras que el in-
termedio (B) es inestable.

Anélogamente podriamos probar con una raqueta de tenis o de ping-
pong. En este caso el momento de inercia minimo corresponde al eje del
mango, y el maximo al eje perpendicular a la raqueta.

9.1.3. Ecuaciones del movimiento

En un caso general de sélido con punto fijo el movimiento se define
mediante las 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (8.108) y (8.109),
en funcién de las correspondientes 6 variables. Veremos en primer lugar éstas
para el caso mas general de movimiento por inercia. En el caso particular en
que dos momentos principales sean iguales (solido de revolucion), la solucion
se simplifica considerablemente y se puede integrar directamente.

Caso general.— Recordemos en primer lugar la expresion de las compo-
nentes de la velocidad de rotacién en el triedro del cuerpo, 2 = pt+qj + 7k,
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en funcion de los angulos de Euler (8.102):

p= écosgp+1/}sen9sen<,0 (9.6)
q= —ésencp + 1/}senecosgo (9.7)
r = gb—i—qbcose

La expresion del momento cinético en este triedro es, a partir de (9.1) y
(8.101)

Hp=HK = H(senfsenpi+senfcospj+ cosfk)

Es posible obtener otra expresién del momento cinético en el triedro del
cuerpo aplicando directamente (8.29). Supondremos para ello, sin pérdida
de generalidad, que los ejes son los principales de inercia, con momentos de

inercia (A, B, C):
Ho=1p -Q=Api+ Bqj+Crk.

Igualando componentes entre ambas expresiones de H,

H
p= zsen@sencp; (9.9)
H
g = — sen 6 cos p; (9.10)
B
H
= cos 0. (9.11)
De (9.11) se deduce
Cr
50 = —; 9.12
cost = = (9.12)
y del cociente término a término entre las ecuaciones (9.9) y (9.10),
Ap
tgp = —. 9.13
89 =3, (9.13)

Sumando la ecuacién (9.6) multiplicada por sen¢ a la (9.7) multiplicada
por cos ¢, se puede despejar :

psenp + qcosy

)

=

sen 6

eliminando mediante (9.9) y (9.10) sen p =
nemos:

P y cosp = qi’ obte-
hsenf hsen6

b= Ap? + Bg?
- Hsen20 '’
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y por tltimo, eliminando sen?  en virtud de (9.12),

b= AABE__ g AP LB (914
H (1 _ 6’222) A2p2 + B2q2 :
H

Las ecuaciones (9.12, 9.13, 9.14), junto con las tres ecuaciones de Euler,

0=Ap— (B —C)gr (9.15)
0=DBg¢g—(C—A)rp (9.16)
0=Cr—(A—- B)pg (9.17)

forma un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas: (¢,0,¢,p, q, r), que
se puede resolver de manera auténoma.

Solido de revolucion.— Sea el caso particular de un sélido de revo-
lucion?. Segiin se sabe (apartado 8.4.4) un eje de revolucién es siempre
principal de inercia. Todos los ejes normales a éste son también principales
y tienen igual momento de inercia. Tomaremos convencionalmente la direc-
cion k segun el eje de revolucion; los momentos de inercia seran C' (segin
k) y A = B (segun direcciones perpendiculares a k).

En la tercera ecuacion de Euler (9.17) el segundo sumando se anula, por

lo que:
Ci—0 = [r=ctel

De la igualdad (9.12) con r constante, se deduce que la nutacion es también

constante: o
r
COSQIT = 0 = cte|.

La interpretacién geométrica de la nutacion (figura 9.5) es el dngulo que
forma el eje del cuerpo (k) con el eje invariante (K) (recuérdese que en
el movimiento por inercia se ha tomado convencionalmente K segun la
direccion fija de Hp).

De la ecuacion (9.14) con A = B se obtiene:

Ap2 + Aq2

Ve g V=g (ete).

|

4Para el desarrollo que sigue no es necesario exigir estrictamente que el sélido sea de
revolucién, bastaria con la condicién de que el tensor de inercia sea cilindrico, es decir,
con dos momentos principales iguales (A = B).
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K
J
k T
.ff.! /|
. ) . . 0/
Figura 9.5: Interpretacion geomé- / A
trica de los dngulos de Euler para [ '\
el movimiento de Poinsot de un .’_/———\.\}}
solido con simetria de revolucion. o 0]
(0
u
I

Por dltimo, a partir de este tltimo resultado y las ecuaciones (9.8) y (9.12),

o= " (cte).

Por tanto, en el caso en que el sélido sea de revoluciéon, en el movimiento por
inercia el eje del cuerpo describe un cono circular alrededor de la direccién
invariante (nutacion 6 constante). El movimiento de precesion de dicho eje
tiene velocidad v constante, con una velocidad de rotacién propia alrededor
del mismo (¢) asimismo constante. El cono del cuerpo es de revolucion, con
semiangulo conico dado por o = arctg (% tg 9). El cono fijo es también de
revolucion, con semiangulo 3 = 6 + « (dos casos posibles).

9.2. Dinamica del s6lido en sistemas no inerciales

Las ecuaciones de Euler (8.106) son las ecuaciones de la dindmica en un
sistema de referencia inercial (OXY Z), siendo O un punto fijo del solido.
Alternativamente, pueden aplicarse también para el movimiento alrededor
del centro de masas (G).

Las ecuaciones (8.107) son la expresion en coordenadas de las ecuaciones
de Euler para el triedro del cuerpo. Recordemos que independientemente
del sistema en el que se expresan las coordenadas en un instante dado, las
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derivadas que intervienen en las ecuaciones de la dinAmica deben realizarse
. . . . =4
siempre respecto a una referencia inercial®

Figura 9.6: Ejes inerciales (Oxyz)
y no inerciales (Qz'y'z") para la des-
cripcion del movimiento del sdlido

B.

Si se quiere describir el movimiento en relacién a un sistema no iner-
cial SQ = (Qx'y'2"), siendo Q un punto arbitrario dado del sélido®, sera
necesario considerar el efecto de las fuerzas de inercia correspondientes.

Sistema ligado a un punto del s6lido con orientacién arbitraria.-
Se plantea en primer lugar el caso mas general, en que se desea establecer
las ecuaciones del movimiento relativas a un sistema de referencia de orien-
tacion arbitraria SQ = (Qx'y’'Z’), que no coincida necesariamente con el
triedro del solido que gira con el mismo (Qzyz). Sea € la velocidad de ro-
tacion del solido, y w # €2, la del triedro (Qx'y’z’). Sea r el vector posicion
genérico medido desde O, 7’ el vector posicion medido desde Q, y rg = OQ
(figura 9.6). La relacion entre la aceleracion absoluta y la relativa al sistema

5 Recordemos la diferencia existente entre el sistema de referencia en que un obser-
vador realiza las derivadas para las ecuaciones de la dindmica, con la expresion de las
componentes de estas ecuaciones, que en un momento dado pueden obtenerse en cualquier
triedro o sistema de coordenadas.

5Es decir, Q se identifica con una particula dada del s6lido; en general este punto no
tiene porqué estar fijo en el espacio, ni coincidira con el centro de masas, aunque si seria
“fijo” para un sistema de referencia ligado al solido, al moverse junto con él.
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no inercial (SQ) es:

dr’ d2/
F=rog+twAr +wA(WAT)+2wA S + (S (9.18)
&t ) oo\ ) g,

-~

arr

QAcor Qrep

El movimiento del solido relativo a (S(Q) es una rotacion instantanea de
velocidad (2 — w), por lo que:

() —@-ans 019

d?r! d , ,
— =(—=(2—w) AT+ (2 —w)AN[(2—w) AT
dt? dt
SQ 5Q
Para establecer la ecuacion dinamica del movimiento relativo a (SQ) es
preciso anadir al momento de las fuerzas exteriores en @, Mg, el momento
debido a las fuerzas (ficticias) de inercia originadas por @grr ¥ Geor:

M{=Mg - / ' A (@arr + Qeor)pdV (9.20)
B

El desarrollo de esta expresion requeriria sustituir las expresiones de agr
a partir de (9.18) y acor a partir de (9.18) y (9.19) y puede resultar algo
engorroso.

Sistema ligado a un punto del sélido, sin rotaciéon.- Es raro el caso
en que sea necesario un planteamiento tan general como el anterior. En la
practica es mas comun que lo que interese sea el estudio del movimiento del
solido relativo a un punto () del mismo, de movimiento conocido o impuesto,
sin prescribir necesariamente una velocidad de rotaciéon w al triedro. En este
caso, tomaremos el triedro de referencia (Q'y'z’) = (QXY Z) con origen
en @ y direcciones paralelas al inercial (cumpliendo un papel similar al del
“triedro fijo” para el planteamiento de las ecuaciones de Euler), y por otra
parte tomaremos el triedro “del cuerpo” (Qxyz) con direcciones materiales
fijas, es decir, que rote con el solido. Sera entonces w = 0, y (9.18) se

convierte en:
. <d2r’)
r=rQ+ | —7 ,

Por lo que el término adicional en (9.20) sera inicamente el debido al arras-
tre de la traslacién de Q:

/(r'/\'FQ)pdV: — 7y A(Mig) (9.21)
B ~~~
~QG
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Resulta finalmente la ecuacién:

L g (GHE
MQ —ra (MTQ) = a (9.22)
SQ

:IQ~Q+Q/\(IQ'Q)

Notese que en esta expresion se ha empleado el momento cinético H ZQ
con velocidades relativas al sistema (SQ), para el que es valida la expre-
sion H gQ = I - Q. Sin embargo, si se empleasen velocidades “absolutas”,
resultaria

HQ :IQ-Q+M(Tg—TQ)/\UQ

Por otra parte, al igual que en el desarrollo de las ecuaciones de Euler, se
ha derivado primero respecto al sistema de referencia (Qzyz), utilizando la
propiedad de constancia de I en relacion con este sistema de referencia.
El término adicional (9.21) se puede interpretar como el momento en @ de
(—M#q) situado en G.

Sistema del Centro de Masas (SCM).- En el caso en que sea Q = G,
serd r; = QG = 0, por lo que las fuerzas de inercia no dan momento en G,
y la ecuacion (9.22) es idéntica a la de un punto fijo en un sistema inercial
(8.106):
MG:%HG:IG“Q—I—Q/\(IG'Q)

Este resultado lo conociamos ya, habiéndolo visto al tratar del principio del
momento cinético.

Si consideramos el movimiento de un sélido en el campo gravitatorio
simplificado, sin otras fuerzas aplicadas ni ligaduras, sera entonces posible
descomponerlo en:

1. Movimiento del centro de masas (G, como si fuera una particula
ac = —gk,
que da lugar a una trayectoria parabdlica.

2. Movimiento relativo a G, con momento nulo (movimiento por inercia),
ya que el peso no produce momento respecto del centro de masas:

d

dtHGZIG.Q+ﬂA(IG~-Q)=0 (9.23)
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9.3. El giréscopo

9.3.1. Ecuaciones del movimiento de una peonza

Consideremos el movimiento de una peonza con simetria de revolucion,
moviéndose con un punto de su eje fijo, sometida a su propio peso (fi-
gura 9.7). Tomando los ejes locales de forma que k esté segtn el eje de
revolucion, el tensor de inercia es:

lo =

o O
S O
Qoo

Figura 9.7: Movimiento de una
peonza simétrica sometida a su
propio peso, alrededor de un punto
fijo O de su eje.

La energia cinética es:
1 1 1
T:§QJOQ:§Mﬁ+fHECﬂ

Desarrollando la expresiéon en funciéon de los angulos de Euler mediante
(8.102):

T= %A(QQ + 1% sen? 0) + %C(@ + 1 cos )?

A su vez, el potencial es

V = Mgdcost
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donde se ha llamado d = OG. La Lagrangiana resulta entonces:
Loz 2 2 Lo 2
L= §A(9 +1¢”sen” 0) + 5(7((,0 +1cosh)® — Mgdcosb (9.24)

Se observa que L no depende explicitamente de ¢ (0L/0¢ = 0) ni de ¢
(0L/0¢p = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos
escribir las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movi-
miento:

Dy = Avpsen®  + Cip cos® 0 + Cp cos 0 (cte)

pp = C (¢ + ¢ cosh) (cte)
\—T/—/

La integral primera de p, corresponde a la constancia del momento
cinético segun el eje vertical K:

Ho K = (Api+ Aqj +Crk)- (senfsenpi+senfcospj+ cosf k)
= A¢sen’ 0 + Crcos b
= Azl}sen29+C¢cos29+C’gbcos9
= H.

Esta magnitud, que denotamos por la constante escalar H, se conserva pues-
to que el momento de las fuerzas en esta direcciéon fija es nulo:

My =My K =[dkA(—~MgK)]- K =0

La integral primera de p, expresa simplemente la constancia de 7, com-
ponente de € segun el eje k del cuerpo; de forma equivalente, se puede
considerar que establece la conservaciéon del momento cinético segin este
eje:

Ho k= (Api+ Aqj +Crk)- k=Cr

La conservaciéon de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior,
al ser k una direccion movil. Para justificarla derivamos directamente,

d d dk
= Moy -k+Ho - (QAE)
=0

= (A — B)pg,
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siendo este término nulo gracias a que el solido es de revolucion (A = B).
Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia
de la energia, T+ V = E.
Resumiendo, las tres integrales primeras de la peonza simétrica son:

H = Aypsen® 6 4+ Cr cos 6 (cte) (9.25)
r=¢+icosd  (cte) (9.26)

Log2 oo 2 L o
E= QA(G + ¢*sen”0) + 507" + Mgdcosf (cte) (9.27)

Podemos despejar ¢ de (9.25),

. H — Crcosf

v= Asen?6 (9.28)

para después eliminarla en (9.27), obteniendo asi una ecuacion funcion de
f exclusivamente, que expresaremos en relacion a la nueva constante E':

(H — Crcos )?
2Asen? 6

s def

1 1
E'<E -~ 5073 = 5A@2 - + Mgd cos (9.29)

Realizando el cambio de variable:
U
vV1—u?

u=cos) = 0H=—

se obtiene ) ( )2
1 U H - Cru
E==-A Maqd
2w T oA —a2) T M

y despejando @2,

/ U — Cru)?
w? = f(u) = (1 —u?) (25 - 2de > _H Af ) (9.30)

Ecuacién cuya soluciéon se obtendria directamente mediante la cuadratura:

K )_/“t du
Y7 e VO - @) (2B JA _ 2Mgdu/A) — (H — Cru)? /A2

(9.31)

Una vez calculado u(t) y en consecuencia 6(t), sustituiriamos en las ecua-
ciones (9.25) y (9.26) para obtener 9 y ¢ respectivamente. La cuadratura
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planteada en (9.31) no es inmediata de manera analitica, pero se puede
abordar mediante integrales elipticas, o bien por métodos numéricos.

Sin necesidad de obtener la solucién explicita, podemos sin embargo
estudiar de manera cualitativa el movimiento. Para ello, observemos que las
raices de la ecuacion (9.30): f(u) = 0, corresponden a los puntos en que
u = 0 y por tanto 6 = 0, es decir los méximos o minimos locales de 6. Al
ser f(u) un polinomio ctbico, podra tener hasta tres raices reales. Podemos
acotar dos raices de esta ecuacién, observando que para los valores

(H — Cru)?

= <0

u==x1 = f(u)=-—

El rango de validez de u es precisamente —1 < u < +1, correspondiente

Figura 9.8: Valor de la ecuacion cu-
bica f(u), de la que buscamos las

raices f(u) = 0, correspondientes a F(u)

los valores extremos de la nutacion.
=

Esta ecuacion siempre tiene dos rai- 71/'u1 ug\yug

ces en el rango de validez fisico de
u, —1 <u < +1.

rango de validez
fisico

am>0>0. Al ser f(u) = 42 esencialmente positivo, por motivos fisicos
en este rango existira al menos una zona en que f(u) > 0. Por tanto en el
intervalo [—1,+1] existen dos raices uj y ug. Asi, 6 oscilara entre los dos
valores correspondientes 61 = arc cosuy y o = arc cos us, maximo y minimo
de la nutacién, ;1 > 0 > 6.

Una forma de visualizar geométricamente el movimiento es a través de
la trayectoria descrita por extremo del versor del eje de revolucion k, que
podréa describir distintos tipos de curvas sobre una esfera de radio unidad,
restringidas a la banda entre dos paralelos extremos: 6; > 6 > 0y (ver
figura 9.9). Los distintos comportamientos vienen definidos por el signo de
la velocidad de precesion, obtenido por el numerador en la ecuacion (9.28),
pudiéndose distinguir tres casos en funcion de las condiciones iniciales del
movimiento (en concreto segun el valor de las constantes H y r):
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a) b) c)

Figura 9.9: Los tres tipos de soluciones para el movimiento de la peonza
stmétrica, obtenidos mediante integracion numérica en el ordenador de las
ecuactones del movimiento. La figura representa, sobre una superficie es-
férica, la trayectoria del extremo del eje de revolucion de la peonza. En el
caso a) la velocidad de precesion lleva siempre el mismo signo; en el caso
b) alterna de signo, describiendo bucles caracteristicos; en el caso limite c),
en los puntos de nutacion minima (puntos mds altos de la trayectoria) se
anula zb, produciendo cuspides en la trayectoria.

1. H—Crcostlp > 0y H— Crcosf; > 0, en cuyo caso la precesion
siempre tiene el mismo sentido;

2. H—Crcosfy < 0y H— Crcosf; > 0, en cuyo caso la precesion
alterna de sentido, desarrollandose unos lazos caracteristicos;

3. H— Crcosfl, = 0, en cuyo caso se producen unas cispides en la
trayectoria con velocidad de precesiéon nula. Este caso se produce en
la préctica cuando las condiciones iniciales corresponden a la peonza
con rotacién propia y su eje en reposo, a partir de una inclinacién
determinada (nutacion 6s). A partir de este instante la peonza empieza
a caer y a precesionar simultidneamente, siendo inicialmente 1/1 = 0.

9.3.2. Efecto giroscopico

El gir6scopo es un cuerpo con simetria de revolucién, con un punto
de su eje fijo, y girando a gran velocidad respecto de dicho eje. En estas
condiciones se produce el llamado “efecto giroscopico” que describimos a
continuacion.

Veremos en primer lugar el efecto giroscépico aplicado a la peonza si-
métrica estudiada en el apartado anterior. La condicién de rotacién propia
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elevada la concretaremos admitiendo que la energia cinética de rotacién al-
rededor de su eje sea mucho mayor que las posibles fluctuaciones de energia
potencial gravitatoria. Como méximo, estas se producen al variar la altura
de G entre [—d, +d]|. Admitimos por tanto que

1
5(77“2 > 2Mgd (9.32)

De esta manera, al ser la energia asociada a la rotaciéon propia mucho ma-
yor, cabe esperar que las oscilaciones de nutacion () debidas al potencial
gravitatorio sean pequenas, produciéndose un movimiento de precesiéon con
nutacion cuasi-constante. En la realidad, debido al inevitable amortigua-
miento, estas oscilaciones pequenas en la nutacién se amortiguan, dando
lugar con bastante aproximacién a un movimiento con nutacién constante.

En el planteamiento de las ecuaciones de Lagrange vimos que las corres-
pondientes a 1 y ¢ daban lugar a sendas integrales primeras (9.25) y (9.26).
La ecuacion en € se obtiene derivando la Lagrangiana (9.24):

4 <8L.> = Ab
dt \ 6

Zg = Atp? sen 6 cos 0 + Cr(—vp sen §) + Mgdsen 6
y resulta
Al — Ay? senf cos O + Cripsend — Mgdsend = 0 (9.33)

Deseamos comprobar las condiciones bajo las que se puede dar un movimien-
to con nutacién cuasi-constante. Suponiendo entonces que las oscilaciones
de nutaciéon son pequenas y 6 = 0, se obtiene:

Mgd = Crip — Ad)? cos 0

y resolviendo para ¢,

_ Cr£+/C?%?% —4AMgdcosf
N 2A cosf

Cr 4AM gdcos 8
= — [ 1£4/1 - —————— .34
2A cosf ( \/ C2r2 > (9:34)

Para que puedan existir soluciones reales el radicando debe ser positivo, es
decir C?r? > 4AMgdcosf. Debido a la hipotesis anteriormente realizada

¥
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(9.32) queda garantizada esta condicion. Por otra parte, considerando que
la raiz en (9.34) se puede aproximar como /1 —e &~ 1 — €/2 (teniendo en
cuenta € < 1) se obtienen dos soluciones posibles para :

P cr (precesion rapida)

Acosf

e (9.35)
W Ci (precesion lenta)

De las dos soluciones, la que se obtiene en la mayoria de los casos practi-
cos es la precesion lenta. Aunque en teoria seria posible la otra solucién, la
energia requerida es mucho mayor, por lo que es dificil alcanzar las condi-
ciones iniciales precisas. No entramos en consideraciones de la estabilidad
de las soluciones, que también juegan en contra de la precesiéon rapida por
lo general.

Vemos pues que, en el caso del girdscopo sujeto a una fuerza gravitatoria
excéntrica respecto del punto fijo, se ocasiona un movimiento de precesiéon
alrededor del eje vertical paralelo a la accién gravitatoria, con velocidad
constante.

Para generalizar este efecto, definamos los vectores siguientes:

w, = VK (velocidad de precesion)

(Momento cinético respecto
del eje del cuerpo, orientado)

El vector H , tiene modulo constante, siendo su angulo con la direccién fija
K asimismo constante (e igual a #). Su evolucion es una rotacion alrededor
de k con velocidad w,. Por tanto, aplicando la férmula de derivacion de
vectores moviles,

dH,
dt

El momento de las fuerzas en O vale

= w, ANH, = ¢yCr(K Nk) (9.36)

Mo = dk A (~MgK) = Mgd(K A k). (9.37)

Podemos comprobar que, si se sustituye el valor obtenido en (9.35) para la
precesion lenta, 1) = M gd/C'r, en la ecuacion (9.36), se obtiene la identidad
de esta tultima con (9.37):
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Figura 9.10: FEn el movimiento gi-
roscopico, el vector H, que defi-
ne el eje del girdscopo gira alrede-
dor del eje wy, moviéndose en di-

reccion normal a la fuerza aplicada
(es decir, paralelamente al momento
Mop=dkAF).

El resultado anterior se verifica no sblo para el momento originado por
el peso, sino en general para una fuerza excéntrica F' cualquiera. Si consi-
deramos a ésta aplicada en un punto P definido por » = O P, considerando
el eje K de precesion en la direccion de F', se verifica igualmente

Mo=r NF=w, NH,

Conviene destacar dos caracteristicas importantes del efecto giroscopico,
aparentemente contradictorias con las leyes clasicas de la dinamica, al menos
tal y como se formulan para particulas:

1. La accién de una fuerza F sobre el sélido produce un desplazamiento
del eje del cuerpo en direccion perpendicular a F', en lugar de segiin
la direcciéon de F'. En efecto, el movimiento del eje lleva la direccién
de Mp=rAF.

2. La accién de F' y por consiguiente M o produce una velocidad de prece-
sion constante, en lugar de una aceleracién constante, como ocurriria
en un cuerpo sin efecto giroscopico. Si cesa la acciéon de M, cesa
inmediatamente la velocidad de precesién.

Un giroscopo que no esté sometido a momentos —por ejemplo, si estéi
sometido al campo gravitatorio en movimiento libre, en cuyo caso el mo-
mento respecto del centro de masas es nulo— mantiene fija la orientacién
de su eje con una gran exactitud. Tan sélo se produce una variacién de la
direccién de su eje si se aplica un momento sobre él, precesionando en este
caso segun la direccion del momento. Similarmente al concepto de “fuerzas
de inercia” en dindmica de la particula, que representa la resistencia a variar
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la velocidad de la misma, se produce aqui un “momento giroscépico” que es
la resistencia a variar la orientaciéon del eje del giréscopo.

Este fenémeno es la base de numerosas aplicaciones préacticas. Cabe ci-
tar entre ellas la briijula giroscopica. Esta consiste en un girdéscopo cuyo eje
puede girar libremente alrededor del centro de masas, con la Gnica restric-
cion de obligarle a mantenerse horizontal. En estas condiciones el eje tiende
a colocarse orientado hacia el Norte geogréfico, con oscilaciones pequenas
alrededor de esta orientacién’. Asimismo, los giréscopos se emplean como
sistemas de navegacién inercial en aeronaves, cohetes, y satélites espaciales.

Por tltimo, un fenémeno interesante basado en el efecto giroscopico es
la precesion de los equinoccios en el movimiento de la tierra. Es sabido que

Primavera

Invierno

Figura 9.11: En el movimiento de la tierra alrededor del sol, que se desa-
rrolla sobre el plano de la ecliptica, debido a los momentos originados por la
atraccion excéntrica del sol y la luna, el eje N-S de rotacion de la tierra pre-
cesiona muy lentamente alrededor de la perpendicular al plano, originando
el fenomeno llamado “precesion de los equinoccios”.

el movimiento de la tierra se produce en el plano de la ecliptica, con una
rotacion propia alrededor del eje N-S que se halla inclinado respecto a la

"Se puede encontrar una descripcién mas detallada de la brajula giroscopica en: J.A.
Fernandez Palacios, Mecdnica tedrica de los sistemas de sdlidos rigidos, Ed. el autor, 1989;
J.L. Synge y B.A. Griffith, Principles of Mechanics, McGraw-Hill 1970; J.M. Bastero y
J. Casellas, Curso de Mecdnica, Ediciones Univ. de Navarra, 1987
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ecliptica unos 23°. Esta inclinacién produce una incidencia distinta de los
rayos solares en distintas fases de la 6rbita terrestre, siendo la responsable de
los equinoccios (primavera y otono) y los solsticios (verano e invierno). En
principio, parece que el eje de la tierra se mantiene constante en direccion,
por lo cual los equinoccios ocurririan siempre en la misma época del afio
sidéreo. Si la tierra fuera perfectamente esférica y homogénea, esto seria
asi, ya que la accién gravitatoria del sol y de la luna darfan un momento
neto nulo respecto del centro de masas, con lo cual no existiria precesion
de su eje. Sin embargo la tierra no es una esfera homogénea sino que esté
achatada, no siendo tampoco perfectamente uniforme, debido a la fuerza
centrifuga de la propia rotacion terrestre. Asi el momento neto ejercido por
la luna y el sol sobre la tierra producen una precesion del eje de giro (N-S)
de la tierra alrededor de la normal a la ecliptica, con un periodo aproximado
de 26.000 anos.

Esto quiere decir que, respecto a direcciones fijas en el firmamento, léase
estrellas del zodiaco o galaxias lejanas, la posicién de los equinoccios varia a
lo largo del tiempo; cada 2000 anos aproximadamente se produce un corri-
miento de un mes. Asi los signos del Zodiaco, asociados con la posicion de la
tierra alineada en la ecliptica bajo diversas constelaciones en el firmamento
celeste que dan su nombre a cada signo, no corresponden a fechas fijas en
el calendario de las estaciones. Asimismo, en cada época distintas estrellas
hacen el papel de estrella Polar (situada sobre el Norte, en la prolongacion
del eje N-S).

9.3.3. Estabilidad de la peonza dormida

Estudiamos aqui la estabilidad del movimiento de la peonza simétrica,
cuyas ecuaciones se desarrollaron en el apartado 9.3.1, en la posicién 6 = 0
(peonza «dormiday). El estudio de estabilidad tiene como objetivo anali-
zar bajo qué condiciones un movimiento posible, cuando estd sometido a
pequenias perturbaciones, se mantiene préximo al movimiento original, en
cuyo caso se denomina estable. En el caso contrario, cualquier perturbacion
pequena respecto del movimiento produciré la pérdida del mismo, denomi-
nandose inestable.

Estudiaremos las oscilaciones de nutacion (6), caracterizadas por la ecua-
cion de Lagrange correspondiente que ya fue deducida anteriormente (9.33):

Al — A? senf cos O + Cripsend — Mgdsend = 0. (9.38)

Esta ecuacién se ve complementada por las dos integrales primeras de la
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peonza simétrica, expresadas anteriormente en (9.25) y (9.26):

H = Aysen? 0 4 Crcosf = cte. (9.39)
Cr = cte. (9.40)

Al ser inicialmente § = 0, de la primera de las expresiones anteriores (9.39)
se deduce que la constante es H = C'r. Empleando este valor y despejando
¥ en (9.39),
H—Crcosf Crl—cosf

Asen2 A sen2f

si se tiene en cuenta que el valor de 6 es pequeno, desarrollando en esta
expresion denominador y numerador de forma que despreciemos términos
de orden superior a 2,

) =

b~ Cr6*/2  Cr

TA 24

Sustituimos ahora el valor de 1/1 en la ecuacion (9.38), y despreciamos los
términos de orden 2 6 superior en funciéon de 6 pequeno:

.. cr\? Cr
A9—A<2A> O—I—C’rﬂH—MgdH_O
|3

. (O2y2
A0+<4A —Mgd>0—0.

Observamos que esta ecuacion corresponde a un oscilador armonico sim-
ple, siempre que el coeficiente de 6 sea positivo, en cuyo caso resulta un
movimiento armoénico acotado para 6. La condicién de estabilidad es por

tanto

CQTQ

4A

> Mgd. (9.41)

9.4. El péndulo esférico

Sea una masa puntual m sujeta al extremo de una varilla rigida y sin
masa de longitud [, cuyo otro extremo (O) esta fijo. No tiene sentido en este
caso definir la rotacién propia, por lo que el movimiento esté caracterizado
tnicamente por dos angulos: 9 (precesion) y € (nutacion) (figura 9.12). Las
ecuaciones son similares a la peonza simétrica, pero sin considerar rotaciéon
propia. Eligiendo como triedro “del cuerpo” un triedro con la direcciéon Oz
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Figura 9.12: Un péndulo esférico
consiste en una masa puntual m uni-
da por una varilla rigida a un pun-
to fijo O, pudiéndose mover en cual-
quier direccion del espacio.

segin la varilla, los ejes resultan principales de inercia y el tensor de inercia

en O vale
mil?
lo = ml?

La Lagrangiana es

1
L= §ml2(p2 +¢*) + mglcos

1 . .
= iml2(92 + 1h? sen® 0) + mgl cos 0

Podemos expresar dos integrales primeras: en primer lugar ¥ es una
coordenada ciclica,

H = mi*)sen’ 0 (9.42)

Por otra parte, la energia total se conserva, al estar en el campo gravitatorio:

mi® oo o
E = 7(0 + ¢*sen”0) — mgl cos 0 (9.43)

De la ecuacion (9.42) despejamos:

b= %
ml? sen? 0
De esta expresion se desprende que w nunca cambia de signo, al contrario
de lo que podria ocurrir en la peonza, en la que la ecuaciéon correspondiente
(9.28) resultaba:

. H—Crcost

Y= Asen? 6
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Eliminando 1) en la ecuacion (9.43), se obtiene:

mi? . H?
E= 62 — mgl cos @
2 + omiZsen2d IR Y
y despejando 62,
. 2F H? 2
0% = + ) cos @

mi2  m2isen2f |
Se puede ahora realizar el cambio
uQ

_ . 12 _
u =cosf; = 0_1—u2’

obteniéndose al eliminar @ una ecuacién cubica en u:

u2_(1—u2)<2E —|—2gu> i = f(u).

mi2 1) m2A

Esta ecuacion posee tres soluciones reales para f(u) = 42 = 0, corres-
pondientes a puntos de méximo o minimo de u. De ellas, dos y s6lo dos
estan comprendidas entre u = 1 y u = —1, rango de validez del cambio de
variable anterior. En efecto, ha de existir un intervalo de validez fisica en que
f(u) > 0, ya que en el movimiento real %> > 0 es intrinsecamente positivo.
Sin embargo en v = %1, f(u) < 0; luego dentro del intervalo considerado,
debe haber dos puntos en que f(u) = 0.

Figura 9.13: La trayectoria del pén-
dulo esférico se sitia entre dos valo-
res extremos, mdzximo y minimo, de
la nutacion. El minimo (punto mds
bajo de la trayectoria) estd necesa-
riamente por debajo del punto O, es
decir, por debajo del ecuador de la
esfera.

Por ello, al igual que ocurria en la peonza simétrica (ver apartado 9.3.1
y figura 9.9), la nutacién 6 oscilara comprendida entre dos valores extremos,
emin y emax'

Omin
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Se puede demostrar que en el péndulo el minimo de 6 necesariamente
debe estar por debajo del punto de apoyo O, es decir, 0 < 0,,,;, < 7/2. En
efecto, obtengamos la ecuacion de Lagrange en 6:

d (OL\ 5. oL 55
& (89) = ml“#, 20 = ml“p“ sen ) cos @ — mgl sen 0,
resultando ) .

ml?0 = mi*y? sen @ cos § — mgl sen 6.

Para 7/2 < 6 < 7 se verifica senf > 0, cosf < 0; por tanto de la
ecuacion de Lagrange anterior se deduce que en este intervalo 6 < 0, lo que
hace imposible que exista un minimo dentro de él (asociado a 6 > 0). El
minimo de 6 ha de estar necesariamente entre 0 y 7/2, como queriamos
demostrar (figura 9.13).
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Capitulo 10

Dinamica de impulsiones

10.1. Introduccidén

La dindmica de impulsiones estudia las situaciones en las que se produ-
cen cambios rapidos en la cantidad de movimiento o en el momento cinéti-
co de sistemas materiales. Estos fenémenos se suelen denominar impactos,
percusiones o choques, y exigen fuerzas muy elevadas, que actiian durante
intervalos de tiempo muy cortos. Ello permite que, al estudiar los cambios
de movimiento debidos a la impulsion, se puedan despreciar las otras fuerzas
“ordinarias” de valor acotado, por ser su efecto muy pequeno respecto al de
las fuerzas impulsivas.

En la dindmica de impulsiones para sistemas discretos' se admite que el
cambio de movimiento puede ser considerado como instantédneo, de forma
que se estudia tan sélo el salto entre la situaciéon inmediatamente anterior
y la inmediatamente posterior a la impulsiéon. Se emplea un modelo simpli-
ficado, en el que se desprecian los efectos de deformabilidad de los sélidos
y de transmisiéon de ondas de tension en los mismos, pero que puede resul-
tar valido siempre que las condiciones se aproximen a las de una impulsién
tedrica (intervalo de tiempo muy corto y fuerzas muy elevadas).

es decir, aquellos que se representan mediante un ndmero finito (discreto) de pa-
rametros, como las particulas, conjuntos de particulas, sélidos rigidos, y mecanismos o
ensamblajes de piezas rigidas. Por el contrario, los medios continuos (fluidos, solidos de-
formables, estructuras de piezas prisméaticas o laminares) poseen un numero infinito de
grados de libertad

10.1
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10.2. Teoria de impulsiones

10.2.1. Impulsién sobre una particula

Consideramos una particula (punto material) de masa m, con velocidad
v1 en el instante inmediatamente anterior a la impulsién y v en el instante
inmediatamente después, moviéndose segiin una recta. Se trata por tanto
de un sistema con un sélo grado de libertad.

Suponemos asimismo que se produce una fuerza impulsiva que actia
durante un intervalo de tiempo pequenio [T —e¢, 7+¢], centrado en el instante
T.

U2

Flv

Figura 10.1: La variacion de las ve-
locidades en una impulsion se pro-
duce en un intervalo de tiempo [T —
€, T + €] muy breve, asociado a una
fuerza de tipo impulsivo de valor md-
zimo elevado.

U1

Definimos la impulsion como el incremento de la cantidad de movimiento

de la particula debido a esta fuerza:
T+€
def
I:mvg—mm:/ Fdt
T—€

Podemos generalizar esta definicién a un movimiento no rectilineo, en el cual
se produzca también una variaciéon de la velocidad en direccién, mediante
la expresion vectorial:

def e
I = mvy —mv; = / Fdt (10.1)
T—€
En la teoria de impulsiones se adopta la hipétesis de que la duracién

del intervalo de la impulsion (2¢) es muy breve, pudiendo considerarse el
fenomeno como practicamente instantaneo. Al mismo tiempo se admite que
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la integral (10.1) conserva un valor finito para la impulsion. Para que esto
ocurra, el médulo de la fuerza impulsiva F' debe ser muy alto, mucho mayor
que las fuerzas ordinarias, y en el limite de impulsion instantéanea (e — 0),
infinito (F — 00).

10.2.2. Fuerzas impulsivas; funciéon delta de Dirac

Las fuerzas impulsivas que verifican las hipétesis de la teoria de impul-
siones se pueden describir mediante un formalismo matemaético que emplea
la funcion delta de Dirac. Esta funcion §(t) se define de la siguiente manera:

1. 6(t)=0 para todo ¢ # 0
(10.2)
2. [T st)dt=1

Estas condiciones implican que para t — 0, §(t) — oo.
También deducimos de ellas que la integral vale 1 cuando se extiende a
cualquier intervalo finito que comprenda el punto ¢t = 0:

+e€
5(t) dt =1 (10.3)

—€

Como corolario, podemos afirmar que para cualquier funcién acotada

f(t) se cumple
+0o0
/ f@)o(t —7)dt = f(r). (10.4)
—00

Esto se demuestra facilmente, puesto que al ser nulo §(¢t—7) salvo en el punto
t = 7, podemos sustituir en (10.4) f(¢) por la constante f(7), que sale fuera
de la integral; empleando la propiedad (10.3), se obtiene directamente el
resultado buscado.

Definimos la fuerza impulsiva que produce la impulsion I en el instante
T cOomo

Crse—r) (10.5)

Fmo(t)

En virtud de (10.4) la integral de esta fuerza sobre cualquier intervalo que
contenga el instante 7 seré precisamente la impulsion I. Asimismo, la fuerza
tiene valor nulo para cualquier otro instante ¢t # 7.

En el estudio de los fenémenos impulsivos distinguiremos entre dos clases
de fuerzas, las fuerzas impulsivas F™™P | causantes de la variacion “impulsiva”
del movimiento, y las fuerzas ordinarias, F<.
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de(t) 8(t) = lime_,0 ¢ (2)

1/e

Figura 10.2: La funcién 6 de Dirac

permite representar la fuerza impul- t
siwa como F(t) = 16(t — 1), de for- e
ma que se produce un salto I de la :
cantidad de movimiento en el ins- v b2
tante T.

I6(t—T)

U1

Fuerzas ordinarias son aquellas cuyo efecto durante el breve intervalo
de la impulsién es despreciable frente a las impulsivas. Para tener efectos
apreciables en el movimiento, necesitan intervalos de tiempo mayores (un
ejemplo es el peso o accion gravitatoria).

Esta distincién es claramente relativa, e imposible de cuantificar de ma-
nera exacta. La teorfa de impulsiones no es por tanto absolutamente exacta,
sino que constituye un modelo aproximado, que sera més preciso cuanto més
nitida sea la distincién entre ambos tipos de fuerzas.

El papel de las fuerzas ordinarias en una impulsion se puede establecer
calculando la integral del impulso:

T+e€ )
/ [FmP(t) + Ford(t)] dt
T—e€
Por la definicion de F™ (10.5), la integral anterior valdra:

T+e T+e€ T+e€
/ I6(t—7) dt+/ Ford(t) dt:I+/ Ford(tydt  (10.6)

—€
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Al estar F‘"’d(t) acotada, el impulso debido a ellas se hace despreciable
si € — 0, mientras que el efecto de las fuerzas impulsivas se mantiene finito.

10.2.3. Axiomaéatica

En funcion de los conceptos anteriores, se puede definir una axioméatica
para las impulsiones como sigue.

= Principio de accion y reaccion.

Por cada impulsion I existe otra impulsion reactiva (—1I), igual y de
sentido contrario. Este axioma proviene directamente de generalizar
el principio de accién y reaccion para las fuerzas.

= Impulsiones exteriores e interiores.

Las impulsiones se consideran interiores si ambas (activa y reactiva)
se ejercen sobre puntos que pertenecen al sistema; si la impulsién
actiia entre una particula del sistema y otras externas a él, se llama
exterior. En este caso, la reaccién esta fuera del sistema, mientras que
si es interior tanto accion (I) como reaccion (—I) se producen sobre
el sistema, siendo la impulsién neta nula.

» Aditividad Vectorial

El efecto de dos o més impulsiones simultaneas es igual al de su suma
vectorial, como vectores deslizantes. El concepto de simultaneidad hay
que matizarlo, pues en la practica es imposible que dos impulsiones
ocurran de forma exactamente simultdnea. Se consideran simultaneas
las impulsiones si acttian con una diferencia de tiempo del orden del
intervalo real de actuaciéon de las fuerzas impulsivas.

10.2.4. Teorema fundamental

Basandose en la axiomatica arriba expuesta, podemos considerar los
siguientes sistemas de vectores deslizantes:

= 3; Cantidades de movimiento de cada particula antes del choque.
= Yy Cantidades de movimiento después del choque.

» II Impulsiones sobre cada particula (interiores y exteriores).
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La igualdad vectorial establecida en la definicién de la impulsién sobre
una particula nos permite establecer la equivalencia siguiente entre sistemas
de vectores deslizantes:

mvyg =mvi+1 = Yo=31+11

Donde el signo + de la formula recuadrada indica la composicion de sistemas
de vectores deslizantes.

Puesto que las impulsiones interiores, por el principio de accién y reac-
cion, forman un sistema nulo, el Teorema fundamental de la dindmica de
impulsiones permite expresar la equivalencia como:

Do = %1 + Heat | (10.7)

Donde Il,,; es el sistema de vectores deslizantes que s6lo incluye las impul-
siones exteriores.

La aplicacion del teorema fundamental (10.7) se hace a través de las
igualdades de resultante y momentos, como criterio para la equivalencia de
sistemas de vectores deslizantes:

(1)2 — (I)l + ZIe:ct
Yo=21+ 1y <— (108)
(Ho)g = (Ho)l—FZT/\Iext

Donde @ y H son respectivamente la cantidad de movimiento y el mo-
mento cinético totales del sistema.

Las ecuaciones de equivalencia (10.8) son condiciones necesarias que ha
de verificar el sistema de vectores deslizantes Yo, pero no constituyen en un
caso general un conjunto suficiente de condiciones para determinar Yo. Para
comprender esto basta darse cuenta de que se trata de 6 ecuaciones escalares,
y siempre que el sistema tenga mayor niimero de grados de libertad, seran
precisas ecuaciones adicionales.

Como criterio practico, las ecuaciones (10.8) no seran suficientes si exis-
ten grados de libertad o movimientos relativos internos permitidos en el
sistema. En este caso, seria necesario dividirlo en subsistemas para estable-
cer las ecuaciones adicionales necesarias, aplicando la equivalencia (10.8) en
cada subsistema.

Al contrario que en las ecuaciones de la dindmica, el punto O en el que
se toman los momentos en (10.8) puede ser un punto geométrico cualquiera,
puesto que en estas ecuaciones no interviene el tiempo, sino que se plantea
linicamente la equivalencia de sistemas de vectores deslizantes en un instante
dado. No existe por tanto la restricciéon de que el punto sea fijo, como
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veiamos en dindmica de sistemas para el teorema del momento cinético.
Ahora bien, es necesario tener precaucion a la hora de evaluar el momento
cinético si el punto no tiene velocidad nula, no pudiéndose aplicar entonces
algunas de las férmulas usuales (ver apartado 11.4.2).

10.2.5. Aplicacién del principio de los trabajos virtuales

Puesto que el sistema (39 — 3 — II) es un sistema nulo, la impulsion se
puede plantear como un problema de equilibrio, pudiendo aplicar por tanto
el principio de los trabajos virtuales enunciado en el apartado 6.4.1. Tal y
como se observo entonces, la ventaja més importante de este principio con-
siste en que establece una condicién necesaria y suficiente para el equilibrio
global de un sistema, sin necesidad de considerar las fuerzas de reaccién que
no realizan trabajo virtual. Buscaremos aqui por tanto la misma ventaja, de
forma que se puedan eliminar de la expresiéon de equilibrio las impulsiones
debidas a los vinculos lisos y permanentes.

Suponemos un sistema general sometido a un conjunto de impulsiones
{I,}; para cualquier conjunto de velocidades virtuales {v!} se ha de cumplir

> (midv; — L) -vf =0 V{v}} (10.9)
(2

Donde el sumatorio ), se extiende a todas las particulas del sistema. Si las
velocidades virtuales v} en (10.9) son completamente arbitrarias, en esta
suma se deben incluir todas las impulsiones, tanto internas como externas,
activas y reactivas. Esto es debido a que, en un caso general, aunque para
cada percusién interna exista otra reactiva, de forma que su suma neta es
nula, el trabajo virtual de las dos no lo es necesariamente. Supongamos para
ello una percusion I sobre una particula A, con velocidad virtual v*, y la
reacciéon —I sobre B con velocidad virtual —v*. El trabajo virtual de esta
pareja de impulsiones es

W*=1I.v"+(=I) (—v*) = 2[ -v" £0

Debido a esto, el enunciado més general del Principio de Trabajos Virtua-
les (10.9), para velocidades virtuales {v}} completamente arbitrarias, no
resulta de gran utilidad practica.

Si restringimos el sistema a uno con vinculos lisos y bilaterales, de for-
ma que todas las impulsiones interiores se deban a vinculos permanentes,
y consideramos tan s6lo velocidades virtuales compatibles con los enlaces
{v}}, es posible eliminar el efecto de las impulsiones interiores:

Z(mZAvi — I .vi =0  V{v}} compatibles (10.10)

%
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Tan s6lo necesitamos tener en cuenta en este enunciado las impulsiones
externas, al desaparecer las internas porque no realizan trabajo virtual. No
desaparecerian, en cambio, las impulsiones debidas a choques internos con
separacion (vinculos no permanentes), puesto que las velocidades virtuales
del punto de accién y del de reaccidén no seran necesariamente las mismas, y
por tanto pueden dar trabajo virtual neto no nulo. En caso de existir estas
impulsiones, no invalidarian la aplicacion de (10.10), sino que habria que
introducirlas como sumandos adicionales en la expresién del trabajo virtual
en dicha ecuacién.

10.2.6. Aplicaciéon del principio de la cantidad de movimien-
to

El principio de la Cantidad de Movimiento (6.4) establece que, para un
sistema cuya cantidad de movimiento es ®,

@ — Z Fext
dt — !
N
d:efF
Descomponiendo las fuerzas exteriores en impulsivas y ordinarias, e inte-
grando para una impulsién que ocurra en el instante t = 7:

T+€ .
Py - P = / (Z F!"P 4 Z Fordyde (10.11)

—€ i

T+e€

:/T+E(ZIf$t6(t—T))dt+/ (ZF;?Td)dt (10.12)

—€ i T—€ i

despreciando, para € — 0, el efecto de ), Fiord, resulta la ecuacién de
balance

By— By =) I (10.13)

()

Observamos que el resultado es el mismo que el obtenido antes en (10.8;).

10.2.7. Aplicacién del principio del momento cinético

La expresion de este principio es (6.12):

dH
dto =D riAF

7

M,
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Integramos esta expresiéon descomponiendo Ff”t en Fuerzas impulsivas

(F"P) y Fuerzas ordinarias (F¢"%), ambas exteriores:

T+e€ )
(Ho)2 — (Ho)1 = / [Z ri NF™" + Zri A F;’Td] dt

—€

T+e€ T+e
- ri/\[ / 157t (¢ — 7)dt + / F;’T’ddt], (10.14)

)

siendo 7; la posicion media de cada particula durante la impulsién. La pri-
mera integral es precisamente la impulsién, mientras que la segunda es des-
preciable para ¢ — 0:

(Ho)2 — (Ho)1 = Zri NI (10.15)

7

Donde 7; ha sido sustituido por 7; (Posicion de cada particula en el instante
7), al tender el intervalo [T — €, 7+ €] a cero. Observamos, al igual que antes,
que se obtiene idéntico resultado que el expresado en (10.87).

Esta ecuacion, al contrario que (6.12) para el caso general de la dindmica,
se puede aplicar también tomando momentos respecto de un punto que
no sea fijo. En efecto, se vi6 en el apartado 6.3 que al tomar un punto
() cualquiera aparecia un término adicional en la ecuacién del momento
cinetico (6.23):

dH
dt
Sin embargo, el término adicional Mvg A v esta acotado, al estarlo las
velocidades de los dos puntos G y @, y se puede englobar por tanto dentro
de las fuerzas ordinarias, cuyos efectos de cambio de movimiento durante la
percusioén se desprecian por ser el intervalo de actuacién infinitesimal.

:MQ—M’UQ/\’UG

10.3. Consideraciones energéticas

10.3.1. Energia cinética

Por lo general en una impulsién no se conserva la energia. El cambio
energético proviene exclusivamente de la variaciéon de la energia cinética,
puesto que la energia potencial, al no variar la configuracion del sistema
sensiblemente durante un intervalo infinitesimal, si que se conserva.

De forma global, el balance energético es tal que la energia mecénica
disminuye, o a lo sumo se mantiene constante. La disminucién proviene
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fisicamente de la transformacion a otras formas de energia mas “degrada-
das”, como calor, ruido, dislocaciones plasticas, etc., siguiendo el segundo
principio de la termodinamica (entropia creciente).

Dentro de un sistema dado, para el balance de energia se pueden distin-
guir dos situaciones diferentes:

= Sis6lo hay impulsiones interiores, la energia disminuye siempre o a lo
Sumo se conserva.

= Si hay impulsiones exteriores, la energia puede aumentar o disminuir.
El aumento se produce a costa de que el sistema “robe” energia cinética
del exterior: en conjunto debe quedar claro que nunca puede aumentar
la energia.

En las impulsiones no ocurre lo mismo que en la dindmica, en la que el
teorema de conservaciéon de la energia tenia considerable utilidad practica.
Esto se debia a que permitia pasar de un estado a otro, obviando la (a
menudo dificil) integracion de las ecuaciones diferenciales de segundo orden
de la dindmica, a lo largo de un camino cambiante. Para ello bastaba emplear
la ecuacion de balance energético que se denominaba “integral primera”, al
formularse en funcién tnicamente de derivadas primeras (velocidades).

En cambio, en la dindmica impulsiva, esta utilidad se pierde, por dos
razones:

1. Por lo general, la energia no se conserva.

2. Las configuraciones anterior y posterior al choque son las mismas, por
lo que no es preciso realizar una integracion de las ecuaciones dinami-
cas para una trayectoria desconocida, sino expresar un mero balance
de magnitudes cinéticas entre las situaciones anterior y posterior al
choque, para una misma configuracion.

Por estos motivos, hacemos notar que las consideraciones que se reali-
zan a continuacion tienen un interés mas bien conceptual. Son importantes
sin embargo para comprender el balance energético de las percusiones. Asi-
mismo, en numerosas aplicaciones practicas se puede conocer o estimar el
llamado “coeficiente de restitucién”, que como veremos esté intimamente
ligado al balance energético.

Relacionaremos a continuacion la pérdida de energia con el valor de las
impulsiones. Para una particula de masa m, denotando la velocidad por
v y la energia cinética por T, con los subindices 1 y 2 para indicar las
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situaciones anterior y posterior al choque respectivamente, la variaciéon de
energia cinética es

1 1
-1 = §mv§ — 5mv%
1
= §m<02 —v1) - (vg +v1)
1
= §I- (’UQ —i—’Ul)

Sumando para todas las particulas del sistema,

Ty T = ;Z T [(v:)s + (vih] (10.16)

Si todas las impulsiones interiores provienen de vinculos permanentes (es
decir, particulas que estaban unidas antes de la impulsién y permanecen
unidas), los términos del sumatorio (10.16) debidos a ellas se anulan dos a
dos, ya que ocurren en parejas del tipo

(’l]g—i—Ul)'I—i—(’l}Q—i-’Ul)'(—I):O

Resulta por tanto bajo esta hipotesis

Ty Ti= 5 SO [0 + (00)] (10.17)

(2

10.3.2. Coeficiente de restitucion

Estudiamos dos cuerpos que chocan a través de sus puntos P y () respec-
tivamente. Sean las velocidades de dichos puntos 'v}g y vb (antes del choque)
y U%, vé (después del choque). Admitiremos la hipotesis de que las liga-
duras internas en cada cuerpo cumplen que son todas debidas a vinculos
permanentes, lo que es valido por ejemplo en un soélido rigido. En el cho-
que se produce una impulsiéon I sobre P, dirigida segin el vector unitario
d (I = 1d), y la correspondiente impulsion reactiva (—I) sobre Q.

Definimos:

Coeficiente de restitucion es el cociente, cambiado de signo, de
las velocidades relativas de los puntos de impacto después y
antes del choque, en la direccién de la impulsion:
2 2
def (VP _UQ) -d _wy -d

°= _(v}g—vb)-d: wi -d

(10.18)
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Figura 10.3: Choque entre dos cuerpos I y II a través de sus puntos P y Q)
respectivamente; situaciones inmediatamente anterior y posterior al choque.

Donde wo, w1 son las velocidades relativas después y antes del choque,
respectivamente.

El coeficiente de restitucion lo podemos relacionar con la pérdida de
energia cinética del sistema conjunto. Para ello expresemos el balance ener-
gético global. Para el cuerpo I:

1
ATy = 5(0}3 +v3) -1
y para el cuerpo II:
1
ATy = 5(’05 +v3) - (1)

En estas expresiones se ha aplicado (10.17), que permite considerar tan s6lo
las impulsiones exteriores: I sobre el cuerpo I y —I sobre el II. Sin embargo,
la evaluacion de ATt y ATy corresponde a la energia cinética total de cada
solido, incluyendo la de rotacién. Sumando ambas contribuciones,

Lo

AT = _[(vp — vg) + (vh —vy)] - I (10.19)
- %['wl cd+ws-d]I (10.20)

y considerando, por la definicion (10.18) del coeficiente de restitucion, que
wq - d = —e(w; - d), resulta

1
AT = JWi- I(1—e) (10.21)

Para clarificar la aplicacion de esta féormula recordemos que wy = v}g —
'véz (velocidad relativa de P respecto de @ antes del choque) e I es la
impulsiéon que se produce sobre el punto P.

Segin el valor de e diferenciamos varios tipos de choque:
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» e = 1, choque elastico (AT = 0).

» ¢ = 0, choque plastico (AT = %wl - I, méxima pérdida de energia
cinética).
Conviene precisar que, a pesar de que la pérdida de energia sea la
méxima, en general no se pierde toda la energia cinética inicial (AT #

T).
= ) < e <1, caso intermedio.

La expresion del coeficiente de restituciéon tiene por tanto un significado
en términos de balance energético. Para resolver una impulsiéon es preci-
so por lo general plantear, ademés de las ecuaciones (10.13) y (10.15) que
expresan balance de cantidad de movimiento y de momento cinético, algu-
na ecuaciéon que exprese el balance energético, como la del coeficiente de
restitucion (10.18). Esta altima condicion se podria establecer igualmente
expresando directamente la pérdida de energia cinética

AT =T, —Th. (10.22)

Sin embargo es preferible emplear para esto las ecuaciones (10.18) 6 (10.21)
del coeficiente de restitucion, ya que éstas proporcionan expresiones linea-
les en las velocidades, en lugar de expresiones cuadréticas como surge de
(10.22).

10.3.3. Teorema de Carnot

Este teorema expresa la pérdida de energia para un caso particular: aquel
en que el sistema sea holénomo con vinculos lisos, y las impulsiones se deban
exclusivamente a la aparicién de nuevos vinculos interiores permanentes.

Partimos para ello del principio de trabajos virtuales, que se puede apli-
car con su enunciado restringido (10.10) debido a las hipotesis realizadas:

Z(miAvi — I -vf =0, VY{v}} compatibles

%
%

Al no haber impulsiones exteriores, I¢*" desaparece:
*
E m;Av; - v; =0
i

Esta relacion se cumple para velocidades virtuales v] cualesquiera, siempre
que sean compatibles con los vinculos. En particular, se cumpliré para las
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velocidades reales después del choque, v} = v;1 + Av; = v;2, es decir

Zmi('vig — ’Uﬂ) s V2 = 0 (1023)
i
Considerando la igualdad
2 Z m;(vi1 - vi2) = — Zmi(vil —vin)? + Z miv + Z mivgy,
desarrollando (10.23) resulta
s 1 2 1 2 1 2
Zl: mivis + 3 ;mi(vﬂ —vi2)° — 5 ; miviy — 5 zz:mivlg =0
Y por tanto
1 2 1 o 1 2 T
D) zmi(vil —vi2)” = 5 meiz 35 meﬂ =4iz2—11
(2 (2 7

es decir

1
T2 — T1 = —5 Z mi('vil — ’1)1'2)2 (1024)
7

Esta expresion ofrece una interpretacion intuitiva muy clara, ya que per-
mite calcular la pérdida de energia cinética como la energfa cinética de un
sistema (ficticio) en que cada particula posea precisamente la velocidad que
ha perdido, (v;1 — v;2).

Repetimos la observacion realizada arriba sobre las hip6tesis restrictivas
que es necesario verificar para que se pueda aplicar este teorema. Conviene
analizar detalladamente las condiciones de cada problema, verificando que
se cumplen las hipétesis enunciadas, antes de aplicarlo. En la practica, por
este motivo el teorema de Carnot tiene una utilidad bastante limitada.

10.4. Choque entre s6lidos rigidos

10.4.1. La deformabilidad de los solidos

Para explicar los choques y fenémenos impulsivos la teoria de impul-
siones entre sistemas discretos (entre los que se hallan los solidos rigidos),
requiere introducir fuerzas impulsivas de contacto de valor infinito. Asimis-
mo, el balance energético se expresa mediante un concepto nuevo, el de
coeficiente de restitucion.
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En la realidad fisica, las fuerzas de contacto se generan por la deforma-
bilidad de los cuerpos, comenzando en cero y aumentando a medida que
las zonas de contacto se comprimen. Aunque pueden alcanzar valores ele-
vados en relacién con las fuerzas de naturaleza no impulsiva, obviamente
no alcanzan nunca valores “infinitos”. En cualquier caso, tienen limitaciones
de tipo fisico debido a los limites de rotura de los materiales en contacto o
a posibles transformaciones termodinamicas de los mismos (bajo presiones
muy elevadas muchos materiales se lician o incluso se subliman).

La pérdida de energia se explica por uno de los motivos siguientes:

» Energia residual de vibracién eléstica que permanece en los cuerpos
después de separarse. Se trata en realidad de energia cinética y energia
potencial eléstica, pero para calcularla seria preciso estudiar la dina-
mica de la impulsiéon como cuerpos que fuesen deformables, aspecto
que se halla fuera del ambito de este curso.

= Pérdidas por energia plastica disipada, cambios de tipo termodin&mi-
co, ruido, calor, etc.

La deformacion local en el area de contacto produce unas fuerzas inter-
nas en el s6lido denominadas tensiones. La velocidad con que se transmite
la onda de tension generada en el choque (asociada a una discontinuidad de
velocidades) es finita. Por ejemplo, en una barra, la velocidad con la que se
propaga es ¢ = /F/p siendo E el modulo elastico de Young y p la densidad
masica.

El cambio de velocidades del sélido no se produce por tanto de forma
instantanea, sino de manera gradual, asociado a la propagacién de una onda
que provoca un salto de velocidades y de tensiones en el material. Esta onda
se refleja (“rebota”) en los extremos o bordes de los cuerpos, produciendo
en general estados de vibraciéon elastica mas o menos complejos.

En ocasiones es imprescindible estudiar de manera detallada la trans-
misién de ondas de tension para explicar los fenémenos impulsivos. Como
ejemplo, consideramos el caso en que impactan axialmente dos barras ho-
mogéneas, una de las cuales se mueve con velocidad v y la segunda esta
en reposo. Si ambas barras son de igual longitud [, al cabo de un tiempo
pequefio” la primera barra se queda en reposo, mientras que la segunda sa-
le despedida con velocidad v. En este caso la energia cinética que tenia la
primera barra se ha transmitido integramente a la segunda barra.

Zeste tiempo se puede calcular como el que tardan las ondas elasticas en avanzar hasta
el extremo libre y volver al punto de impacto, es decir T' = 21/\/E/p
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En cambio, si las barras son de distinta longitud (por ejemplo [ y 21),
permanece una porcién de la energia en la primera barra, en forma de
vibraciones elasticas.

Esto ocurre asi a pesar de que localmente el choque se produzca con
coeficiente de restitucion e = 1. En este tltimo caso, se observaria, desde el
punto de vista del solido rigido (punto de vista que podriamos denominar
“macroscopico”), una pérdida de energia, que en realidad (desde el punto
de vista “microscopico”) permanece en el sistema como energia interna de
vibracion.

10.4.2. Caso general de choque entre dos sélidos

Analogamente al planteamiento en la dindmica de las ecuaciones de la
cantidad de movimiento y del momento cinético, se debe considerar en una
impulsion el balance de dichas magnitudes. Siendo v¢ la velocidad del centro
de masa, el balance de la cantidad de movimiento se expresa como:

M
——
ZIZ = ZmlA’Ul = (Z ml) A’UG

Por tanto

> I = MAwg (10.25)
i

El balance del momento cinético arroja:
Y ri NI =AHg=1g-AQ+ A0 A (Ig- Q)
: =
El término complementario del incremento se puede despreciar debido a

que la rotacién A@ producida durante la impulsion es un infinitésimo. Por
lo tanto se escribe

S ri AL =16 AQ (10.26)
%

La expresion de balance del momento cinético se puede aplicar igual-
mente si se toman momentos respecto de un punto cualquiera, que no sea ni
un punto fijo (O) ni el centro de masas (G). Tal como se vi6 en el apartado
10.2.7, es posible aplicar la ecuacion (10.15) para establecer el balance en
un punto () cualquiera

> ri NI = AH,g.
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Ahora bien, conviene precisar que en este caso AHg no se expresa de la
misma manera que como en la ecuacion (10.26), en funciéon del tensor de
inercia, es decir AH g # I - AS2. La expresion de H en un caso general
es

Hg=145 -2+ QG N Mwvg (10.27)

por lo que, en una impulsion, el incremento seria
AHQ =~ IQ - AQ + QG/\MAUQ

También podriamos haber empleado otras expresiones alternativas de
H, (véase la ecuacion (6.14)), si resultan més convenientes, como

Hg=1p -Q+ MvgNOQ (10.28)
=I1g-Q+ MvgANGQ (10.29)

La expresion (10.27) se reduce a la (10.26) si @ = G (el punto tomado coin-
cide con el centro de masas) o si vg = 0 (el punto tomado tiene velocidad
nula).

10.4.3. Choque directo

Se denomina choque directo aquel en que el vector deslizante que define
la impulsién, I, se halla sobre la normal comin a los sélidos en contacto,
en el que se encuentran asimismo los centros de masa respectivos. Para que
se cumpla la condicion enunciada de normalidad, las superficies han de ser
lisas, o bien en caso de no serlo, no deben tener velocidad tangencial relativa
los puntos de contacto.

En el choque directo, al no producirse momentos de las impulsiones
respecto al centro de masas, basta con estudiar el movimiento de los centros
de masas, como si se tratase de impulsiones de particulas.

Sean vy, v]p, las velocidades antes del choque de los centros de masa
de los dos solidos A y B en direccion de la impulsion (es decir, en direccion
normal), y v} ,, v}y las velocidades posteriores al choque. Al estar alineados
los centros de masa con la normal, sus velocidades son las mismas que las de
los puntos de contacto, por lo que la ecuacién del coeficiente de restitucion
es

vy — i = —e(uly — vip) (10.30)

Consideramos s6lo las velocidades normales, que son las que cambian.

Las velocidades tangenciales a la impulsion, v y vl;, se mantienen cons-
tantes.
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GA GB

n n
V24 VoB

Figura 10.4: Choque directo entre dos sdlidos; situacion inmediatamente
anterior e inmediatamente posterior al choque. Sdlo se modifica la velocidad
normal de A y B, que coinciden con las velocidades de los centros de masa
respectivos, conservandose la velocidad tangencial.

Por conservacion de la cantidad de movimiento:
mavis + mpoiy = mavhy +mpuyg (10.31)

De (10.30) y (10.31) despejamos las incognitas v3, y vdpg:

n _ mp(l+e)uip + (ma —emp)oyy
VoA =

maA +mp
n_ ma(l+e)ofy + (mp — ema)viy
Uop =

ma+ mpg
Estas expresiones generales se pueden particularizar a los casos de cho-
que perfectamente eldstico (e = 1)

V. =
24 ma+mp

- 2m vy, + (mp —ma)viy
2B ma+ mp

o choque pldstico (e = 0)

mpulg + mavyy
ma+ mp

noo__
VoA =
n o _,n
Uap = U4

El choque de esferas o discos lisos es un ejemplo tipico de choque directo, ya
que los centros de masa estan siempre en la normal a la superficie, direccion
asimismo de la impulsion, al ser lisas.
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10.4.4. Impulsiones tangenciales

Si en la percusion hay componente tangencial de la velocidad relativa
en el punto de impacto, y las superficies no son lisas, se producira ademés
de la impulsiéon normal I, una impulsién tangencial Ip. El valor méaximo
de esta ltima se obtiene mediante un coeficiente adimensional k:

It <k-Iyn

Esta expresiéon establece un limite maximo para la impulsién I que se
“moviliza”; en funcion de Iy, de forma similar al rozamiento de Coulomb.

Este valor méximo se alcanza si hay deslizamiento después de la impul-
sién. El valor de k es por lo general semejante al coeficiente de rozamiento
de Coulomb, u.

10.5. Dinamica analitica de impulsiones

Es posible aplicar los métodos de la mecanica analitica, descritos en el
capitulo 7, al caso de las impulsiones. Supongamos para ello un sistema
holénomo, con vinculos lisos, y coordenadas libres {¢;}, (j =1,2,---,n).
Recordamos la expresion de las ecuaciones de Lagrange (7.12):

d /0T oT
dt(&q‘])_@qj:Qj’ (j=12,---.,n)
El primer sumando del lado izquierdo de esta ecuacién representa las fuer-
zas de inercia, derivadas temporales de los momentos generalizados, mien-
tras que el segundo corresponde a fuerzas ficticias debidas a la elecciéon de
coordenadas generalizadas {¢;}. En el caso en que éstas sean coordenadas
cartesianas, este segundo término es nulo.

Para establecer el balance de momentos generalizados se integra sobre
el intervalo [T — €, 7+ €]. La integral del sustraendo (97'/0g;) resulta ser un
infinitésimo del orden de ¢, al tener dicho término un valor acotado. Resulta

pues:
oT | te Tte or;

— = F; —dt,
8qj T—€ T—€ aqj
——

Qj

donde se sobreentiende el sumatorio sobre indices repetidos en el integrando.
Despreciando las fuerzas ordinarias (no impulsivas), la integral de las

fuerzas vale
THe or; <37‘z’> def
Iiét—7-~ dt:IZ = P,
/T_e =) 9q; dq; ’
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donde la barra superpuesta indica el valor medio a lo largo de la impulsién.
Definimos esta expresiéon como “impulsion generalizada” P;. Asi, la ecuacion
de balance resulta

oT
Al ) =p 10.32
<3dj) ’ (10-52)

Ap;

La aplicacion de esta ecuaciéon exige que se cumplan las condiciones expues-
tas al principio de este apartado, es decir que los vinculos sean holénomos
lisos, y por tanto permanentes, condiciones que a menudo no se dan. Con-
viene por tanto tener cuidado con su empleo ya que, debido a estas res-
tricciones, la aplicacion directa de la ecuacion (10.32) a las impulsiones, sin
comprobar adecuadamente que se verifican las hipotesis expuestas, puede
dar lugar a errores.



Capitulo 11

Oscilaciones lineales con varios
grados de libertad

11.1. Ecuaciones del movimiento

11.1.1. Linealizacién de las ecuaciones

Los sistemas que se encuentran en posicién de equilibrio estable, al ser
perturbados ligeramente, desarrollan un movimiento vibratorio (de vaivén)
con pequenas oscilaciones alrededor de la posicién de equilibrio. Si estas
oscilaciones son suficientemente pequenas, a menudo el sistema se puede
considerar lineal: las fuerzas desarrolladas dependen linealmente de las coor-
denadas y de las velocidades, y los parametros del sistema se pueden consi-
derar constantes, e iguales a los correspondientes a la posicién de equilibrio.
En este caso, el movimiento oscilatorio tiene naturaleza arménica.

En el capitulo 3 se estudiaron las vibraciones en sistemas lineales de un
sblo grado de libertad. En este capitulo trataremos del caso mas general de
sistemas con varios grados de libertad acoplados, es decir, que no se puedan
considerar como una mera coleccién de ecuaciones independientes, cada una
sobre una sola variable.

La dindmica analitica proporciona un marco teérico adecuado para plan-
tear las ecuaciones en este tipo de sistemas. Adoptamos para ello las siguien-
tes

HiPOTESIS.—

1. El sistema es holénomo con vinculos esclerébnomos (es decir, vinculos
que no dependen de t). En estas condiciones la energia cinética es una

11.1
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expresion homogénea de segundo grado en las velocidades generaliza-
das ¢; (ver apartado 7.2.4, ecuaciones (7.33) y (7.30))%:

T r end det 0T iv: or; Or;
= sapqgrq, siendo ag = =) mi— -
2 9qrdq = " Oaqr Jq

(11.1)

2. Existe una posicion de equilibrio estable, en la que tomaremos conven-
cionalmente el origen de coordenadas (¢; = 0), con objeto de simplifi-
car las expresiones.

La condicién de equilibrio se puede definir por la ausencia de movi-
miento, ¢; = §; = 0. Se puede comprobar facilmente que esta condicion
es equivalente a la anulacién de las fuerzas generalizadas Q;. En efecto,
partiremos de las ecuaciones de Lagrange (7.27),

d /0L oL N
— =) - == =N, 11.2
dt <5%’> og; @ 2
Desarrollando de forma general estas ecuaciones (7.40), y teniendo
en cuenta que se trata de un sistema escleronomo (0r;/0t = 0), se
obtiene: oV
ajrdr + [kl jldedr = o0 +Q) =Qj, (11.3)
j
siendo [kl, j] = 3(daji/0q + daji/dq; — dar/dq;). Particularizando
para unas condiciones iniciales de reposo (¢; = 0), se comprueba fa-
cilmente? que la condiciéon de equilibrio (§; = 0) es equivalente a la
condiciéon de nulidad de las fuerzas generalizadas, (Q; = 0.

3. Al ser estable la posicién de equilibrio, una perturbacién pequena
del mismo produciré igualmente oscilaciones pequenas respecto de la
posicién de equilibrio. Supondremos pequenas tanto las coordenadas
relativas a la posicion de equilibrio (g;), asi como las velocidades y
las aceleraciones (¢j,q;), por lo que los términos cuadraticos de es-
tas componentes se pueden despreciar en relaciéon con los términos
lineales. Asimismo, los pardmetros del sistema se podran considerar
constantes, al suponer que no varia apreciablemente la configuracién
del mismo.

1 En esta expresion y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicaciéon en contra o en
los casos en que estos indices afecten a vectores, como es el caso de la segunda de las
ecuaciones que se citan.

2 Téngase en cuenta que la matriz de coeficientes ajx es definida positiva y por tanto
regular.
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Desarrollaremos ahora las fuerzas generalizadas ; de las ecuaciones
(11.3). Admitiremos que estas fuerzas puedan depender de las coordenadas
generalizadas q = (¢1,q2 - . - g,) y de sus velocidades q = (41,42 - - - Gn), v SuU-
pondremos también que no dependen explicitamente del tiempo (0Q;/0t =
0). Esto equivale a considerar un sistema auténomo, en el que las tinicas fuer-
zas actuantes provienen de cambios en la propia configuraciéon del sistema
(fuerzas interiores), o de la velocidad (resistencias viscosas), no existien-
do fuerzas debidas a agentes exteriores variables con el tiempo. Con estas
premisas realizamos un desarrollo en serie de primer orden alrededor de la
posicién de equilibrio, que nos permitra linealizar la expresion de las fuerzas
generalizadas en funcién de coordenadas y velocidades:

0Qs
dq;

0Qi| . )
q + ﬁ g +0(a*) + 0(4%)
0 94; |y

——

Emplearemos la terminologia siguiente para los coeficientes que apare-
cen:

Qi

kij = — B4, Coeficientes de rigidez
j
90,
Cij = —8%91 Coeficientes de amortiguamiento viscoso
4j

Supondremos aqui que las fuerzas provienen de un potencial (Q; =
—9dV /dq;), por lo que los coeficientes de rigidez seran:
o 0%V
Y 0gidg;

(11.4)

Es fécil comprobar la simetria de estos coeficientes, heredada de las propie-
dades de las derivadas: k;; = kj;.

Anélogamente, para las fuerzas dependientes de la velocidad, se puede
adoptar la hipdtesis de que provienen de una funciéon R, denominada funcion
de disipacion de Rayleigh, definida a partir de los coeficientes simétricos c¢;;
como:

..
R = §cijqiqj, (11.5)
de forma que
0’R

J aQian ( )
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El significado de R puede establecerse calculando la tasa de energia disipada
por unidad de tiempo por las fuerzas viscosas no conservativas:

D =—-QNg = (cijgj)di = 2R

Por el segundo principio de la termodinamica esta disipacién debe ser posi-

tiva o nula, lo que conduce a la condiciéon R > 0, o de forma equivalente, a

que los coeficientes ¢;; definen una forma cuadratica semidefinida positiva.
Las ecuaciones del movimiento (11.2) quedan pues expresadas como:

ajkdi + [kl jlded = —kija; — cijd; + O(a®) + O(&?)
Empleando ahora la hipotesis 3 arriba enunciada de pequenas oscilaciones,

se puede aproximar la ecuacién anterior eliminando los términos de orden
cuadratico. Se obtienen asi las ecuaciones linealizadas del movimiento:

mij(jj—i—cij(jj—i—kijqj = 0; 1= 1,2,...n‘ (11.7)

Estas ecuaciones son validas siempre que el sistema sea auténomo, sin
fuerzas exteriores que lo exciten. Este caso se denomina de wvibraciones libres.
En caso contrario se obtendria un sistema con wibraciones forzadas, en el
que habria que anadir a la derecha de la igualdad los términos de fuerzas
exteriores correspondientes:

mij(jj + Cijq_j + kiij = fi(t); 1=1,2,...n (118)

Las ecuaciones (11.7) 6 (11.8) gobiernan el estudio de las vibraciones
en sistemas lineales, siendo vélidas también de forma bastante aproximada
para el estudio de pequenas oscilaciones en la mayoria de los sistemas reales
no lineales. Como se comprueba inmediatamente, son una generalizaciéon
directa de la ecuacion (3.19) para las oscilaciones con un grado de libertad
estudiada en el capitulo 3:

mi + ct + kx = f(t).

11.1.2. Formulacién matricial

En las ecuaciones (11.7) los coeficientes m;; juegan el papel de masas,
los ¢;; definen el amortiguamiento viscoso, y los k;; la rigidez del sistema.
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Podemos emplearlos para definir las matrices siguientes®:

[M] = [mj;] Matriz de masas

[C] = [cij] Matriz de amortiguamiento

K] = [kij] Matriz de rigidez

{a} = {q;} Vector columna de coordenadas
{f} ={Q;}  Vector columna de fuerzas externas

De esta forma para el caso de oscilaciones libres (11.7) la ecuacién ma-
tricial resulta ser

MH{a} + [CH{a} + [Kl{a} = {0} (11.9)
y para oscilaciones forzadas (11.8),
M[{a} + [C{a} + [K[{a} = {f}. (11.10)

La matriz [M] define la energia cinética como una forma cuadratica de
las velocidades (ecuacion (11.1)),

P 1 .
T'= 5mijqiq; = §{Q}T[M]{Q}
La matriz [M] = [m;;], por la definicién de sus componentes (ver (7.30))

es simétrica. Por otra parte, la energia cinética, por su definicion, es esen-
cialmente positiva, por lo que la matriz de masa ha de ser ademés definida
positiva:
. 1 .
Y, §mijqiqj >0 < [M] > 0. (11.11)

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provienen de un potencial,
la definicion de las componentes de [K| = [k;;], ver ecuacion (11.4), la
caracteriza también como simétrica. Para estudiar su signo, desarrollamos
en serie de potencias el potencial V' alrededor de la posicion de equilibrio,

oV 1 0%V
Va)=V0)+ —| ¢i+ =z =—5—| 9¢; +--- (11.12)
an‘ 0 2 8%8(]]' 0 ’
—— ———
=0 =k,

SEmplearemos la notacién habitual en este curso para las expresiones matricia-
les: {q} = {a:}, {a} = {a:i} (negritas entre llaves) para matrices columna (n x 1),
lall = {a}" = flaill, llall = {a}" = llail| para matrices fila (1 x n), y [M] = [My;], [K] =
[Kij], [A] = [Asj] (negritas rectas o corchetes) para matrices de 2 indices (n X n). Re-

servaremos las “negritas italicas” (x, a, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos
distinguir de esta manera entre el tensor R y la matriz de componentes del mismo en un
triedro dado, [RY].
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La condicién para que el equilibrio sea estable, en virtud de lo cual las
oscilaciones alrededor del mismo se mantienen pequenas, equivale a que el
potencial V' tenga un minimo local, es decir que sea V(q) — V' (0) > 0. Esta
afirmacion la demostraremos més adelante (apartado 11.2.2). Supondremos
ademés que los coeficientes de las derivadas segundas k;; en el desarrollo
anterior son significativos, sin que se necesite recurrir a derivadas de orden
superior para establecer la condicién de minimo. En virtud de ello, se deduce
que la forma cuadrética definida por k;; es definida positiva ademés de
simétrica:

Vg, kijgig; >0 < K] > 0. (11.13)

Por ultimo, como ya se justifico en el apartado anterior, los coeficientes
de amortiguamiento viscosos definen una matriz simétrica y semidefinida
positiva:

Vi, Cijqiqj‘ >0 & [C] > 0. (11.14)

EjEMPLO 11.1: Supongamos un sistema formado por tres masas puntuales
conectadas entre si por resortes lineales y amortiguadores. La primera esta
conectada de igual manera a un punto fijo, y estan obligadas todas ellas a
moverse segin una misma recta (figura 11.1).

c1 C2 Cc3
MM RS T R T
ky ks ks

Figura 11.1: Sistema lineal con 3 grados de libertad, formado por tres masas
unidas mediante resortes y amortiguadores lineales.

Obtendremos en primer lugar las ecuaciones de Lagrange del movimien-
to. Para ello tomamos coordenadas absolutas de cada masa en relaciéon con
la posicion de equilibrio, qo = (x1, x2, x3). La energia cinética es

1 1 1

v la energia potencial

1 1 1
V= iklx% + 5]?2(1‘2 — x1)2 + 5]4?3(.%’3 — 1’2)2.
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Derivando se obtiene

dasory_ .. dfory_ . dfoT) .
dt \oi, ) — VY ar\oiy ) T VT dar\ois ) 0

Las fuerzas generalizadas deben incluir los términos conservativos y los
no conservativos provenientes de los amortiguadores:

v
Q1= 83:1+Q1

= —kix1 + ko(z2 — 21) — 181 + co(d2 — &1)
Q2 = —ko(x2 — x1) + k3(x3 — 22) — ca(d2 — &1) + c3(L3 — d2)
Q3 = —k3(v3 — 22) — c3(d3 — @2)
Resultan por tanto las ecuaciones del movimiento siguientes:
miZ, + (k‘1 + k‘Q)SUl — koxg + (Cl + 62)531 —coto =0
mito — koxy + (k?z + kjg)xg — ksx3 — co1 + (62 + Cg)iQ —c323=0
m1E3 — k3xo + k3xs — c3de + c3iz = 0

Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente en la forma definida
por (11.9), siendo las matrices del sistema en este caso

ma 0 0
M= 0 ma 0 |;
0 0 ms3
c1+co —C2 0
[C] = —c2 c2+c3 —c3|;
0 —C3 C3
k1 + ko —ko 0
[K] = —ko ko + ks —k3
0 —ks ks

11.2. Oscilaciones libres

11.2.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; problema de au-
tovalores

En este caso no existen fuerzas dependientes de la velocidad, ni fuer-
zas exteriores aplicadas, por lo que las ecuaciones del movimiento (11.10)
quedan

M]{4} + [K]{a} = {0}, (11.15)
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O €en componentes,
mijdj + kiij = 0 (1116)

Buscaremos una solucién de la forma

{a} = C{a}e™

) 11.17
qj = Ca;e™". ( )

En la expresion anterior C' = D +4FE € C es una constante compleja, en

funciéon de la unidad imaginaria ¢ 3 v/—1; {a} es un vector de constantes
que més adelante (apartado 11.2.2) demostraremos es real (€ R"), y ™!
indica la notacion de Euler para la exponencial compleja:

e = coswt + i sen wt.

La utilizacion de magnitudes complejas en (11.17) se realiza tinicamente por
conveniencia, para facilitar los desarrollos. Logicamente el movimiento fisico
corresponde a coordenadas reales, por lo que habra que tomar tnicamente
la parte real de esta expresion. La notacion compleja facilita la represen-
tacion de funciones armonicas, ya que la constante compleja C' incluye dos
constantes reales. En efecto, desarrollando la parte real de (11.17),

{q} =R[(D +iFE)(coswt + isenwt)|{a}
= (Dcoswt — Esenwt){a};

y si definimos unas nuevas constantes (B, ) como B =+ D? + E? y tgd =
—FE/D, esta expresion equivale a su vez a

{q} = {a}R [Bei<wt—6>]
= {a} B cos(wt — §).

(11.18)

La solucién considerada debe cumplir la ecuacién del movimiento
(11.15). Para ello se deriva dos veces (11.17),

{4} = —w?C{a}e™!
= —w*{q},
y sustituyendo en la ecuacion (11.15),
(—w2[M] + [K]) {a}C ™! = {0}.
De esta ecuacion se puede eliminar el escalar C'e™! # 0, resultando

(—w?*[M] + [K]){a} = {0} (11.19)
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Esta expresion define un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en fun-
cion de la incognita {a}. Este sistema de ecuaciones define un problema

de autovalores generalizado. En efecto, denominando A\ = w?, se trata de
obtener los vectores {a} que verifican
[K[{a} = A[M[{a} (11.20)

para algin valor de A. Para que existan soluciones (distintas de la trivial
{a} = {0}), el sistema de ecuaciones homogéneo (11.19) debe ser singular,
es decir, debe anularse el determinante de la matriz de coeficientes:

det([K] — A[M]) = 0. (11.21)

Esta ecuacion de compatibilidad se denomina la ecuacidn caracteristica del
problema de autovalores (11.20). Resulta una ecuacion polinémica de grado
n en A, que poseerd en general n raices A\, £k = 1,2...n. Estas raices )\
se denominan autovalores o valores propios, correspondiendo a los valores
de A que hacen posible una solucion no trivial de (11.20); cada uno de ellos
esta asociado a un vector solucion {ay}, que se denominan autovectores o
vectores propios.

11.2.2. Frecuencias propias y modos normales de vibraciéon

Los valores wy, = /A se denominan frecuencias propias del sistema,
debido a que representan las frecuencias angulares de las posibles soluciones
armonicas del tipo (11.17). Los valores de A, son positivos al ser las matrices
K] y [M] simétricas y definidas positivas.

La linealidad de la ecuacion (11.15) lleva aparejada la linealidad de las
soluciones: si {x1} y {x2} son soluciones de la ecuacién, cualquier combi-
nacion lineal de las mismas (u{x;} + v{x2}) también es solucion. La com-
probacion es inmediata, sin mas que sustituir en (11.15):

M (p{%1} + v{X2}) + [K](p{x1} + v{x2}) =
p((M{X1} + [K[{x1}) +v ([M]{X2} + [K|{x2}) = {0}.
—{0} B

Supondremos en principio que los autovalores A son todos distintos, no
existiendo soluciones multiples de (11.21). El caso de autovalores multiples
se tratard mas abajo. Por tanto, cada A\, definird una solucién posible del
tipo (11.17), en funcién de una constante arbitraria Cj. Por lo dicho antes
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la soluciéon mas general serd una combinacién lineal de las mismas, del tipo

{q} = C1{ar }e™t + Co{ag}e™?t + ... + Cp{a, Je™nt

= Crfap}e™ (11.22)
k=1

En esta expresion, los valores de {ay} y wy vienen dados por la soluciéon
del problema de autovalores (11.20). Quedan 2n constantes por determinar,
correspondientes a las constantes complejas Cy = Dy +1 Ey, que se definiran
a partir de las 2n condiciones iniciales.

Adelantando algunos resultados que demostraremos mas adelante, los n
autovalores \; son reales y positivos, por lo que wj = /A, son ntimeros
reales. Tomaremos sélo la raiz positiva, ya que la negativa carece de sentido
fisico. Por tanto, la solucion seré, tomando la parte real de (11.22)

{q} = Z(Dk’ coswit — By senwyt){ay} (11.23)
k=1

o bien con la notacion alternativa (11.18),

{a} = Bi{ay} cos(wit — &) (11.24)
k=1

siendo By, = /D7 + EZ.

Esta expresion ofrece una interpretacion del movimiento como la suma
de n “modos de vibracion” {a}, cada uno de ellos vibrando segtin una ley
armonica con su frecuencia caracteristica, wy. La amplitud de cada modo
en funcion del tiempo es By cos(wit — dg).

La solucion general, en cualquiera de las formas (11.22), (11.23) 6 (11.24)
depende de 2n constantes que se determinan a partir de las 2n condiciones
iniciales del problema: coordenadas iniciales {qo} y velocidades iniciales

{ao}-
Propiedades de los autovalores y modos normales (autovectores)

1. Todos los autovalores son reales: A\, € R.

Para demostrarlo emplearemos la propiedad de hermiticidad® de las

4Se dice que una matriz es hermitica cuando su adjunta, es decir la conjugada y
traspuesta, es igual a ella misma: [A]" = ([A]™)* = [A]. Esta propiedad es evidente para
una matriz real simétrica.
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matrices [K] y [M]. Sea un autovalor A, que cumple:
[K{ar} = \x[M]{ax} (11.25)
Tomando conjugados de los traspuestos de esta expresién,
fau}T[K] = N {ar} M), (11.26)

Pre-multiplicando la ecuaciéon (11.25) por {a;}f, post-multiplicando
(11.26) por {ay} y restando ambas expresiones se obtiene:

0= (v — M) fand M {an ). (11.27)

Veamos ahora que el segundo factor de esta expresiéon no puede ser
nulo. Suponiendo en general una expresion compleja para el autovalor
como

{ar} = {ox} + {8} {an} = {ax}" —i{Be}",
resulta
{ar} M]{ar} = {o} " M{ar} + {8} IMI{Br}
+i ({ar} T IMI{B} — {8} MI{ar})

=0

La condicion de definida positiva de la matriz [M] obliga a que la ex-
presion anterior sea estrictamente positiva. Por tanto, de la expresiéon
(11.27) se deduce

A = )\Z = A; €R,

como querfamos demostrar.

2. Todos los autovectores son reales: {a;} € R™.

Sea un autovector cualquiera {a} = {ay}, del cual ya sabemos que
su autovalor asociado es real, A € R. La ecuacion (11.25) es un sis-
tema homogéneo con coeficientes reales, que en componentes puede
expresarse como

(kij — )\mij)aj = Qy;a; = 0, Qi € R.

Las posibles soluciones a este sistema tienen la propiedad de que el
cociente entre dos componentes cualesquiera es real: a;/a; € R. Por
tanto, dada la indeterminacién que existe para la solucién, podremos
escoger de forma arbitraria una componente real, p. €j. a; = 1, con lo
que el resto de componentes habré de ser igualmente real.
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3.

Los autovalores son positivos: A\ > 0.
Se parte de la igualdad (11.25),

[Kl{ax} = \e[M{a}. (11.28)
Pre-multiplicando por {a;}* y despejando )y, se obtiene

_ {a T K]{a}
M= M ) (1129

Tanto el numerador como el denominador en esta expresién son es-
trictamente positivos, al ser definidas positivas las matrices [K] y [M]
respectivamente. Por tanto, A > 0, como queriamos demostrar.

Si algtin autovalor fuera negativo, A\ < 0, la frecuencia propia aso-
ciada serfa imaginaria, wy, = +v/A;, = £(a + ib), y sustituyendo en la
solucion (11.17) se obtendria una exponencial real creciente, no aco-
tada, que indicaria un equilibrio inestable e invalidaria la hipétesis
hecha de pequenas oscilaciones. Esto podria ocurrir en el caso en que
no se tuviese un minimo del potencial, en cuyo caso los coeficientes
[K] podrian no ser definidos positivos. Este razonamiento prueba que
para la estabilidad del movimiento se requiere la condiciéon de minimo
del potencial.

Ortogonalidad:
Dos modos de vibracion {ax} y {a;}, correspondientes a autovalores
distintos A\x # A;, son ortogonales respecto a la matriz de masa [M]:

{ar} " M{a;} =0 (11.30)

La expresiéon anterior se puede interpretar como la anulaciéon del pro-
ducto interior de los vectores {a;} y {a;}, en la métrica definida por
[M].

En efecto, debe cumplirse:

Ax[MK{ay} = [K|{ay}

A[M[{a} = [K]{a;}
Premultiplicando la primera igualdad por {a;}*, la segunda por {a;}*
y restando ambas entre si, gracias a la simetria de [M] y de [K] obte-

nemos

(A = M) {ax} [M]{ay} = 0 (11.31)
Al ser \; # A\; queda demostrada la ortogonalidad.
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5. Los autovalores y autovectores son intrinsecos:

Esto quiere decir que son independientes de la elecciéon de coordena-
das. En efecto, si suponemos un cambio de coordenadas cartesianas
definido por la matriz [U],

{a} = [Uly}, (11.32)

al sustituir en la ecuacion matricial (11.15) resulta:
MJ[U{y} + [K][Ul{y} = {0};
la ecuacion caracteristica es ahora:
| = AIM][U] + [K][U]] = [[U]] - | = AM] + [K]| = 0.

Si el cambio de coordenadas es regular, es decir |[U]| # 0, se deduce
por tanto la misma ecuacion caracteristica (11.21). De ella resulta-
ran los mismos autovalores A;. Los vectores propios correspondientes
estaran ligados a los obtenidos con las coordenadas originales {q}
mediante las relaciones de cambio de coordenadas (11.32).

6. Los vectores propios son linealmente independientes.

Los vectores propios asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes. En efecto, si suponemos una combinacién lineal cual-
quiera

al{al} + Oéz{az} + ...+ ak{ak} 4+ ...+ an{an} = {0}

premultiplicando por {a;}*[M] obtenemos aj, = 0. Puesto que esta
operacién se puede realizar para todos los valores kK = 1,--- ,n, se
deduce que la tnica posibilidad es que todos los coeficientes « sean
nulos. Los n vectores propios forman por tanto una base del espacio
vectorial R™.

Normalizacién de los vectores propios

Al ser solucion de un sistema homogéneo, los vectores propios estén in-
definidos respecto de, al menos, un parametro. Asi, si {ax} es vector propio,
u{ax} también lo es:

(=Ax[M] + [K])(ufar}) = u{0} = {0}



11.14  Capitulo 12. OSCILACIONES LINEALES CON VARIOS G.D.L.

podemos por tanto escoger los vectores propios de forma que cumplan algin
criterio de normalizacion.
Una posibilidad es que su norma respecto de la matriz de masas sea
unidad:
{an} " M]{ay} = 1. (11.33)

Para hacer esta normalizacién, el procedimiento que se sigue en la prac-
tica, es tomar en primer lugar una soluciéon cualquiera para (11.28), que
podemos denominar {vg}. A continuacién, este vector propio se normaliza
dividiéndolo por su norma

{ar} = Vi) (11.34)

VAVEFTIM]{vy}

En este caso, considerando (11.30) y (11.34), se verificara

{ap}TM{a} =0 (=0,sik#1; =1,sik=1) (11.35)

La normalizacion realizada en (11.34) no suele ser la mas conveniente en
la practica, y no es la Gnica opcién posible. Otra posibilidad seria adoptar
el convenio de que la primera componente de cada vector propio fuese de
valor unidad, o bien que la méxima componente de cada vector propio
fuese la unidad. Estas alternativas pueden ser preferibles para expresar los
vectores propios en célculos manuales, con objeto de evitar las operaciones
aritméticas que implica (11.34). En estos casos, la norma respecto de la
matriz de masa no sera unidad,

{ar} M]{ar} = M. (11.36)

El valor M}, se denomina masa modal del modo {ay}. Conviene advertir que
no se trata de una magnitud intrinseca de los modos de vibracién, sino que
depende de cémo se hayan escogido y normalizado. La expresiéon general del
producto interno de dos autovalores seré

{a,}T[M}{a;} = 6. M} (k no sumado). (11.37)

La ortogonalidad respecto de [M] implica también ortogonalidad res-
pecto de [K]: premultiplicando (11.28) por {a;}7T,

{a} ' [K{a} = {a} " (wi[M{ar}) = 6 Mywj, (11.38)

(sin sumar en k).
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11.2.3. Caso de autovalores mailtiples

La propiedad de ortogonalidad (11.30), conducente a obtener un con-
junto de n vectores propios normalizados y ortogonales entre si respecto de
[M], se ha basado en la no existencia de soluciones multiples de la ecua-
cion caracteristica (11.21), por lo que todos los autovalores en (11.31) eran
distintos.

En el caso en que existan autovalores multiples como solucion de (11.21)
es posible también obtener un conjunto de vectores propios normalizados y
mutuamente ortogonales. A continuacion se describe en lineas generales el
procedimiento de obtencién.

Supongamos que uno de los autovalores A es una soluciéon doble. En ese
caso, el sistema de ecuaciones homogéneo (11.19) poseera como soluciones
para este valor de A un subespacio de dimensién 2, por lo que se podran
escoger dos vectores solucion independientes, {a} } y {a]}, que supondremos
ya normalizados, es decir cumpliendo cada uno la condicion (11.33).

Deseamos obtener dentro de este subespacio dos vectores {a;} y {a;},
ortogonales entre si y a todos los demés vectores propios correspondientes
a los otros autovalores. Escogemos para ello el primero directamente como
{ar} = {a}. Este vector cumple la condicién de ortogonalidad respecto
a los vectores propios de autovalores distintos, ya que es valido el mismo
razonamiento seguido en (11.31). Para el otro vector {a;}, suponemos una
combinacion lineal arbitraria de {a},} y {a;}, en funcion de dos escalares ¢
Yy ca:

{a} = a{ar} + c2{ay}

imponiendo la ortogonalidad con {ay},
{a} T M]{ar} = 1 My + c2{a;} T [M]{a}} = 0, (11.39)

de donde se obtiene una relacién entre c; y co,

a _ {afTM[{a}

s M, —HL-

Obtenemos otra relacion expresando la masa modal de {a;},
{a} " [M{a;} = M; = ¢f + & + 2101 (11.40)

De las dos ecuaciones (11.39) y (11.40) determinamos los valores precisos
de ¢1 y co. De esta forma se obtienen dos vectores propios asociados al
autovalor A\, que son ortogonales a todos los demas y entre si.
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En el caso de haber autovalores de multiplicidad mayor (m > 2), se
sigue un procedimiento similar. En primer lugar se escoge un primer vector
normalizado del subespacio asociado de dimensién m; a continuacién se
aplica el procedimiento anterior para obtener un segundo vector dentro de
este subespacio, ortogonal al primero; y asi sucesivamente, imponiendo cada
vez las condiciones de ortogonalidad con todos los vectores anteriores, hasta
obtener los m vectores ortogonales entre si.

El método descrito es analogo al procedimiento clasico de ortogonali-
zacion de Gram-Schmidt, que se puede consultar en los textos de algebra
lineal®.

11.2.4. Analisis modal; coordenadas normales

La solucion general de las ecuaciones (11.15), debido a la linealidad de
las soluciones, se puede expresar como una combinacion lineal de las mismas,
de la forma (11.24):

{a} =) Bifar} cos(wit — o) (11.41)
k=1

Denominando ag; a la componente i del vector propio {ay}, la expresion
anterior se puede escribir en componentes como

qi = By ax; cos(wit — k) (11.42)

donde se sobreentiende el sumatorio implicito en el indice repetido k. Defi-
namos ahora unos coeficientes (funciéon del tiempo)

ug(t) def By, cos(wit — d) (11.43)
que denominamos coordenadas normales. En funcion de ellas (11.42) queda
i(t) = ak; uk(?) (11.44)

Esta expresion puede interpretarse como un cambio de coordenadas para
obtener ug(t) a partir de las ¢;(¢). La matriz del cambio es la definida por
los coeficientes ag;, que son constantes en relaciéon al tiempo, y que como
hemos visto son precisamente las componentes de los modos normales de
vibracion.

5Cristobal Mateos: Algebra Lineal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.1.C.C.P. de
Madrid; Juan de Burgos: Algebra Lineal, McGraw-Hill, 1993
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Las componentes ag; definidos para la expresion (11.42) constituyen la

llamada Matriz Modal, [A] o [aki]. Es inmediato comprobar que ésta esta

formada por los modos normales como filas,

{al}z (a1 a2 -+ am)
gt | | [t e )
{an}T (anl ap2 - ann)

El cambio de coordenadas establecido por (11.44) esta definido por la
traspuesta de la matriz modal, [A]T. La expresion de la solucién {q} en
funcion de las coordenadas normales {u} es pues:

{a} = [A]" {u} (11.46)

es decir
{a(t)} = wi(t){ar} + ua(t){az} + ... + un(t){an}

Las coordenadas normales asi definidas poseen una propiedad notable,
ya que en funcién de ellas las ecuaciones del movimiento quedan desacopla-
das. Al realizar el cambio a las coordenadas normales, en lugar de un sistema
de n ecuaciones simultaneas acopladas (11.15), se obtienen n ecuaciones in-
dependientes, cada una con una sola variable, que se pueden solucionar una
a una. En efecto, sustituyendo (11.46) en (11.15),

IMJ[A]"{i} + [K][A]" {u} = {0}
y premultiplicando por la matriz modal [A],
[A][M][A]" {a} + [A][K][A]"{u} = {0}
Desarrollando en componentes los productos de matrices en esta ecua-
cion, la componente (i5) de [A][M][A]T corresponde a
([ATMI[A])i; = aiwmuag = {ai} " [M]{a;} = 6;; M,
es decir, se trata del producto interior a través de [M] del modo {a;} (fila
i de [A]) y el modo {a;} (columna j de [A]T), que como se vi6 en (11.37)

son las deltas de Kronecker multiplicadas por las masas modales. Por tanto
el resultado es una matriz diagonal:

My

[A]M][A]" = [Mp] = e (11.47)
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En el caso en que la normalizacién se haya hecho con masas modales uni-
tarias (11.35), esta seria la matriz identidad.

Analogamente, el otro producto de matrices, empleando (11.38), resulta
otra matriz diagonal

le%
[A]K][A]" == [Kp] = Mas (11.48)
M,w?

Por lo tanto, la ecuacion (11.15) queda expresada en coordenadas nor-
males como

Mpl{i} + [Kpl{u} = {0} (11.49)

En componentes, equivale a n ecuaciones desacopladas (independientes)

iy + wiug = 0, k=1,2,...n (11.50)

(sin sumatorio sobre el indice repetido k).

Este resultado no deberfa extranar si se recuerda la definicion de wuy(t)
realizada antes (11.43). En efecto, esta ecuacion define las ug(t) como fun-
ciones armonicas de frecuencias wg, que son precisamente las soluciones
generales de ecuaciones del tipo (11.50). Existe una identidad formal entre
definir wug(t) explicitamente en funcién de constantes By y 0 por determi-
nar como en (11.43), o definirlas como soluciones de las ecuaciones (11.50).
En definitiva, las ecuaciones (11.50) en wuy son n ecuaciones desacopladas,
correspondientes cada una a un sistema de un grado de libertad: la amplitud
del modo de vibracién correspondiente.

Esta observacion permite interpretar las vibraciones libres de un sistema
de n grados de libertad como la suma de las oscilaciones por separado
de n modos normales de vibracion, independientes unos de otros. Asi las
coordenadas normales ug(t) son las amplitudes de cada modo, coeficientes
variables con el tiempo por los que multiplicamos a los modos de vibracién
para obtener la vibracion total del sistema.

Hacemos notar que el desarrollo realizado arriba para demostrar la exis-
tencia y propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién, resumido
en las ecuaciones (11.47) y (11.48), puede resumirse mediante el llamado
teorema de diagonalizacion simultanea’. Este afirma que, dada una matriz

SConsultar por ejemplo J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de
Sdlidos Rigidos, 1989.



Aptdo. 11.2. Oscilaciones libres 11.19

simétrica [M] definida positiva, y otra matriz [K] simétrica, existe siempre
una matriz [A] no singular tal que [A][M][A]T = [1] y [A][K][A]T = [D],
siendo [1] la matriz unidad y [D] una matriz diagonal. Si ademas [K] es
definido positivo, los términos de la diagonal de [D] seran todos positivos
como es nuestro caso.

EJEMPLO 11.2: Sea un péndulo doble, formado por dos masas iguales m
unidas por varillas rigidas sin masa de longitud [, la primera de las cua-
les esta articulada en un punto fijo (figura 11.2). Estudiar las pequenas
oscilaciones alrededor de la posiciéon de equilibrio vertical calculando las
frecuencias propias y modos normales de vibracion.

Figura 11.2: Péndulo doble formado por
masas puntuales m unidas por varillas de
longitud [

Empleando las coordenadas (¢1,¢2) definidas en la figura 11.2, la La-
grangiana es:

1 , . .
L= §ml2 [2@% + @2 4 213 cos(p — ©1)] + mgl(2cos g1 + cos pa).
Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:

0= 2ml2gb1 + ml? cos(p2 — ¢1)P2 — leQb% sen(pa — 1) + 2mgl sen @1
0= ml2gb1 cos(p2 — 1) + m12¢2 + le(,b% sen(pg — 1) + mgl sen pa

Las ecuaciones se linealizan despreciando términos de segundo orden:

0 = 2ml%@; + mi%@y + 2mglye;
0 = mi*@1 + ml*@a + mglips
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La expresién matricial de las ecuaciones es:
M{a} + [K[{q} = {0}
2ml?  ml? 2mgl 0
La ecuacién caracteristica resulta
2 2
det((K] - AM]) =0 = 2 (f - A) — A2 =0,
cuyas soluciones son
- g. _ g
M= (2- \/5)7, Ao = (2+ \/5)7.

A partir de éstas podemos calcular el vector propio asociado a cada una,
asi como la frecuencia propia. El resultado es:

wp =1/2— ﬂ\/? {a1}" = (1,V2);
=2 VB[4 )T = 0,-vD),

11.2.5. Condiciones iniciales

Los 2n coeficientes (B, 0x) de (11.41) se obtendran a partir de las 2n
condiciones iniciales ({qo}, {Qo}). Desarrollando esta expresion,

{a} = Z By {ay} cos 6 coswyt + Z By {ay} sen oy sen wyt (11.51)
k k

por otra parte, la derivada de (11.41) es

{a} = - Z Bi{ay fwy sen(wit — o)
k
particularizando ambas en ¢ = 0,
{qo} = Z By{ag} cos
k

{qo} = Z Brwi{ay} sen oy,
k
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premultiplicando por {a;}T[M] identificamos los coeficientes:

BiM; cos & = {a;}" [M]{qo}

T ) (I no sumado)
Byw; M sen 5l = {al} [M]{qo}

Sustituyendo en (11.51) podremos expresar la solucion directamente en fun-
cién de las condiciones iniciales como

{a} = Z = [ty ) (o} cosont + - fan}semcant )| e}

(11.52)

EjEMPLO 11.3: Demostrar que un sistema sometido a un desplazamiento
inicial proporcional a un modo de vibracién, partiendo del reposo, desa-
rrolla un movimiento de oscilacién pura en que sélo se excita ese modo de
vibracion.

En efecto, sea {qo} = {a,}, {qo} = {0}. Los coeficientes entre corchetes
del sumatorio (11.52) seran

[k = {ar}[M]{ay } cos wyt = M},0k, cos wyt.

Por tanto, el movimiento resultante sera
"1
{q} = Z EMkékp coswit{ay} = coswyt{a,}.
k=1

11.2.6. Oscilaciones libres con amortiguamiento

Se considera ahora el caso mas general de vibraciones libres en las que
puedan existir fuerzas de amortiguamiento, dependientes de la velocidad.
La ecuacion del movimiento es (11.9):

[M[{a} + [Cl{q} + [K]{q} = {0}

Buscamos la soluciéon mediante funciones del tipo

{a} = C{b}e™*

donde al igual que antes, sblo tiene significado fisico la parte real de la
expresion, aunque con objeto de simplificar el desarrollo, emplearemos las
constantes y la notacién complejas.
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En este caso, a diferencia del caso sin amortiguamiento, tanto {b} co-
mo w pueden pertenecer al campo complejo. Sustituyendo en la ecuaciéon
matricial (11.9) y dividiendo por Ce™* # 0,

(~M]w? +[Clw + [K]){b} = {0}

Para simplificar las expresiones, realizamos el cambio 7 = iw. Resulta en-
tonces

(IM]y* + [Cly + [K]){b} = {0},
sistema homogéneo que define un problema de autovalores complejo. Para
tener soluciéon distinta de la trivial, ha de cumplir la condicién de que el
determinante de la matriz de coeficientes sea nulo:

det([M]y* + [C]y + [K]) = 0 (ecuacion caracteristica)

Esta ecuacién tendra en general soluciones complejas que vendran dadas
por parejas de autovalores y autovectores conjugadas del tipo

v = —s+ Qi, v =—s— Qi;
{b} = {a}+{B}i, {b}" ={a} {8}

La contribucién de esta pareja de soluciones conjugadas en la solucién ge-
neral serd, si las afectamos de constantes (escalares) arbitrarias Cy y Co,

{a(®)} = C1{b}e™ + Co{b} e’
— Oy ({a) + iH{B))e + Co({a} — i{B})e ¥

Desarrollando la exponencial compleja y considerando tan sélo la parte real
de la expresion resultante,

{q ()} = e *(Cy + C2)[{ax} cos Nt — {B} sen Nt] (11.53)

Para que la expresion anterior permanezca acotada, la parte real de 7, (—s),
ha de ser negativa o nula. En caso contrario, el médulo de (11.53) crece-
ria de forma exponencial, en contra de la hip6tesis de movimiento acotado
y pequenas oscilaciones. Si s = 0 no existird amortiguamiento para esa
frecuencia caracteristica, mientras que si s > 0, se producira un amortigua-
miento que provocara que al cabo de un cierto tiempo el valor de (11.53) se
haga tan pequeno como se quiera.

La solucién general sera, por combinacién lineal de todas las soluciones
del tipo (11.53),

{q} = Z Bre ' ({ay,} cos Qut — {8} sen Qt)
k=1
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Esta solucién consta pues de un sumatorio de armonicos, cada cual con
su fase y frecuencia propias, afectados cada uno de ellos por términos ex-
ponenciales decrecientes (e *¥!) que representan la pérdida de energia por
el amortiguamiento viscoso. Al cabo de suficiente tiempo el movimiento se
detiene en la préctica.

En este caso, la transformacién a coordenadas normales exigiria un cam-
bio a ejes principales que diagonalice simultdneamente las tres matrices
[M], [K], [C]. En general no es posible realizar esta triple diagonalizacion
simultanea. Tan so6lo seré factible en algunos casos particulares, como por
ejemplo, bajo la hipdtesis comtn en dindmica estructural del amortigua-
miento de Rayleigh, por la que se considera la matriz de amortiguamiento
proporcional a las de masas y de rigidez:

[C] = a[M] + BK] (11.54)

En este caso se comprueba facilmente que la diagonalizaciéon simultanea
se alcanza con la misma matriz modal [A] que se obtuvo en el caso sin
amortiguamiento (ecuaciones (11.47) y (11.48), ya que

[A][C][A]" = a[Mp)] + S[Kp]

M (o + fwi)
My (o + Bw3)

My, (o + Bw?)
(11.55)

que es también una matriz diagonal.

Para obtener la matriz modal [A] se emplearan por tanto los mismos mo-
dos normales del problema sin amortiguamiento. Hecha la diagonalizacion,
resultan las ecuaciones desacopladas

iy + cp iy + wiug =0 (11.56)

(sin sumatorio sobre el indice k repetido), donde 0 < ¢ = a + ﬂw% son los
coeficientes de la forma diagonal de [C] en (11.55). La solucion general de
cada una de estas ecuaciones de 1 g.d.1. tal como se expuso en el apartado 3.3
es

up = Cp ™kt (11.57)

donde C}, es en general un nimero complejo, al igual que wj.. De la misma
forma que antes, de esta expresion se considerara tan soélo la parte real.
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Sustituyendo en la ecuacion (11.56), las w;, deben satisfacer
—w'} Fiwh g +wi =0

ecuacion de segundo grado que posee dos soluciones,

e

w%zz;ki wi—c2/4
~—~— D e
= Sk =

Sustituyendo en (11.57) y tomando la parte real,

up(t) = R(Cpe’Wt + Cre MWtk
= By, cos(Qt — g )e k.

Esta ecuacién caracteriza a la amplitud modal como un movimiento afectado
de una exponencial decreciente, cuya energia disminuye con el tiempo debido
al amortiguamiento.

La ecuacion (11.56) se puede escribir también en funcion de las tasas de
amortiguamiento respecto al critico, haciendo el cambio ¢ = 2&,wy:

iy + 28wk Uy + wz ug = 0;

En este caso, la solucion de cada amplitud modal sera uy(t) = By cos(Qyt —
5k)e_§kwkt.

Un caso que reviste especial interés en la préctica es aquél en el que
se conoce la tasa de amortiguamiento de los modos de vibracién, obtenida
mediante un anélisis modal experimental o a partir de una especificaciéon
en una norma, aunque se desconoce la forma exacta que tenga la matriz de
amortiguamiento. Supongamos que los amortiguamientos modales unitarios
son &, medidos como razén del amortiguamiento critico. En este caso puede
obtenerse esta matriz mediante

- 1
Cl=> 2§kwkm([M]{ak}>({ak}T[M]>- (11.58)

k=1

En efecto, realizando el producto por los vectores propios en esta matriz
resulta una expresion diagonal,

{a} T [Cl{ay} = 26w My
La ecuacién desacoplada resultante para cada modo seréa

U, + 28pwr g + w,%uk = 0.
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11.3. Oscilaciones forzadas

11.3.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; Resonancia

La ecuacion matricial incluye en este caso un término independiente,
debido a las fuerzas de excitaciéon externas:

M]{a} + [K[{a} = {f(t)} (11.59)

Esta ecuacién tiene por solucién general una soluciéon particular de la
completa (11.59) més la solucion general de la homogénea (11.15):

{a} = {a}" + {q}¥

La solucién general de la homogénea es la obtenida anteriormente para las
vibraciones libres (11.24).

Para la solucién particular de la completa estudiemos el caso concreto
en que las fuerzas son armonicas,

{£f(t)} = {F}senat,

siendo {F'} un vector de constantes.
Busquemos una solucién particular del mismo tipo,

{q}’ = {D}senat.

El vector de constantes {D} se calcula sustituyendo {q}? en la ecuacion
(11.59):
(—a*[M]{D} + [K]{D})senat = {F}sen at

por lo que
{D} = (—=a*M] + [K])"'{F} (11.60)

En el caso en que «a coincida con una de las frecuencias propias del
sistema (o = wy), la matriz a invertir en (11.60) se hace singular y no
tiene solucién por lo tanto. Esto fisicamente equivale a una resonancia del
sistema, debido a que el modo de vibracion afectado absorbe constantemente
la energia de excitacion suministrada con su misma frecuencia propia, hasta
que la amplitud del mismo se hace infinita.

Otra forma de estudiar las oscilaciones forzadas es mediante el anéalisis
modal; haciendo el cambio (11.46) a las coordenadas normales en (11.59) y
premultiplicando por la matriz modal [A],

[A]M][A]" {a} + [A][K][A]" {u} = [A]{f(t)}
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Los productos de matrices de esta expresiéon se simplifican empleando
(11.47) y (11.48),
{} + [Q*{u} = [A[{f(1)}

En componentes,
i + wiug = (1) (k=1,2,...n, sin sumatorio)

donde los coeficientes 7y (t) representan

e () = axs f; (1),
teniendo la interpretacion de “fuerzas modales”.

Resulta por tanto un conjunto de n ecuaciones desacopladas de 1 grado
de libertad cada una, que resolvemos independientemente. Si en una ecua-
cion se produce resonancia (wy = « para fuerzas armonicas del tipo arriba
descrito), la amplitud de ese modo tendera a infinito.

El vector de fuerzas {f(t)} participa de forma distinta en cada modo,
excitandolos méas o menos, segin el valor de 7. En el caso en que las fuerzas
sean armonicas,

{f(t)} = {F}senat,
ni(t) = aj Fjsenat

denominéndose ag; F; = {ai}T{F} el “coeficiente de participacion modal”
de {F} en el modo k. En el caso en que coincida la frecuencia de la excitacion
con alguna frecuencia propia, @ = wy, se producira resonancia para ese modo
de vibracion.

En la practica los coeficientes de participacién modal de las fuerzas
habituales suelen ser altos para los modos mas bajos (wy pequenas), y pro-
gresivamente mas pequenos para los modos altos (wy grandes). Es por esto
que los modos mas bajos suelen ser los que més importancia tienen en la di-
némica estructural, al ser los que concentran la mayor parte de la energia en
las vibraciones. A menudo se hace la simplificacién consistente en considerar
tinicamente un ntmero limitado de modos de vibracién, despreciando los de
frecuencias mas altas. Esto resulta de gran utilidad cuando los modelos de
célculo poseen un ntmero elevado de grados de libertad, ya que a veces se
llega a tener decenas de miles para algunos calculos tridimensionales.

11.3.2. Oscilaciones con amortiguamiento; régimen transi-
torio y permanente

En este caso la ecuacion matricial del problema es la (11.10) completa,

M]{4} + [CH{a} + [Kl{a} = {f(t)}
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Al igual que antes, ésta tendra por solucion general una solucién particular
de la completa (11.10) mas la solucién general de la homogénea (11.9):

{a} = {a}" + {q}? (11.61)

La solucién de la homogénea corresponde al caso de vibraciones libres con
amortiguamiento, y tiene un valor apreciable s6lo durante un tiempo limi-
tado llamado régimen transitorio, desapareciendo al cabo del tiempo. Esta
solucién se ha estudiado antes, en el apartado 11.2.6. En el régimen transi-
torio se debe considerar por tanto la suma de los dos términos (11.61).

La solucién particular de la completa es la que define el llamado régimen
permanente. Supongamos el caso de una excitacion arménica, del tipo

{£(t)} = R{F}e')
= {F}cosat

Buscaremos una soluciéon particular del tipo {q} = {D}e' para lo que
sustituimos esta expresion en (11.10) obteniendo

(—a*M] + ia[C] + [K]){D} = {F} (11.62)

Esta ecuacién lineal se resuelve mediante la regla de Cramer, obteniendo
los elementos del vector soluciéon {D} como:

_ detj(a)
7 det(a)
donde det(a) = | — a®*[M] + ia[C] + [K]|, y det;(a) es el determinante de

la matriz de coeficientes anterior en la que se ha sustituido la columna j-
ésima por el término independiente {F}. No hace falta repetir que, de estas
expresiones complejas, al final se consideraré solo la parte real.

Los valores de la frecuencia de excitacion a que hacen minimo el deno-
minador, det(«), son los que producen resonancia en el sistema. Debido al
amortiguamiento, aqui la amplitud de oscilacién no tiende a infinito, sino
que se mantiene acotada, aunque con valores elevados que pueden provocar
la pérdida de linealidad o incluso la rotura del sistema.

Si el amortiguamiento es suficientemente pequeino, como suele ocurrir
en numerosas aplicaciones practicas, las frecuencias de resonancia tienen un
valor aproximadamente igual a las frecuencias propias sin amortiguamiento
wk. A menudo seré vélido también el considerar de forma aproximada que
el régimen permanente es el que sale de la soluciéon particular a la ecuaciéon
sin amortiguamiento (11.60). Esto equivaldria a considerar que existe un
pequeno amortiguamiento (inevitable), pero que para el calculo de régimen
permanente se puede despreciar el valor del mismo, lo que suele ser una
aproximacion valida en numerosos casos practicos.
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11.4. Meétodos para la obtencién de modos y fre-
cuencias propias

En sistemas con pocos grados de libertad (2 6 3) la obtencion de frecuen-
cias propias y modos normales de vibracién se puede realizar manualmente,
resolviendo la ecuacion caracteristica y el problema de autovalores asociado.
Para casos con mayor namero de grados de libertad existen otros procedi-
mientos, susceptibles de tratamiento numérico y resolucién en el ordenador.
Expondremos aqui un método basado en la “deflaccion” de matrices (Método
de Stodola), aplicable a casos con un numero moderado de grados de liber-
tad. Para los casos con un elevado niamero de grados de libertad, existen
procedimientos mas eficaces, como los métodos de iteracién por subespa-
cios o el método de Lanczos, que pueden consultarse en la bibliografia de
métodos numéricos en mecéanica computacional y elementos finitos”.

Supongamos, para no complicar la exposicion, que todos los autovalores
son distintos y no nulos. El problema de autovalores definido por

(—w?[M] + [K]){u} = {0}

se puede expresar también, multiplicando por [K]~!, como
[D{u} = pfu}
siendo
D] = (K]~ - [M]
nE 1w

Empezamos por tomar un vector {u;} cualquiera, que serd combinacion
lineal de los vectores propios o modos normales de vibracién, ya que como
vimos éstos forman una base de R™. Si multiplicamos {u;} por la matriz
[D], cada componente en esta base se verd multiplicada por el autovalor
p; correspondiente. La componente en la direccién del mayor autovalor,
@ = py (supuesto py > pg > pg > ... > ), se vera multiplicada por un
valor mayor que las demés. Al vector resultante lo denominamos {ug}

{uz} = [D{u}

"ver p.ej.: T.J.R. Hughes, The Finite Element Method, capitulo 10, Prentice-Hall Inc.,
1987; K.J. Bathe, Finite Element Procedures in Engineering Analysis, Prentice-Hall, 1982.
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Repitiendo el proceso sucesivamente, se obtienen una sucesiéon de vectores
{un}:

{us} = [D{u2};  {us} = [D{us}; ... {u,}=[D{up1}
En el limite (n — o0), en el vector {u,} predominaré el autovector co-
rrespondiente al maximo autovalor, p; (es decir, para el minimo valor de la
frecuencia que serd wi). Hemos de tomar la precaucion de normalizar el vec-

tor {u,} tras cada iteracién, para evitar valores numéricos excesivamente
mn I
grandes. Cuando se hayan realizado suficientes iteraciones seré por tanto

[Dl{un} ~ pfun}

con un error menor que una tolerancia prefijada. Entonces se adopta u; = p
como autovalor, y {u,} como vector propio correspondiente. La frecuencia
propia es w; = 1/,/u1, y llamamos {a;} al vector propio una vez normali-

zado,
al — {un}
= M

Consideramos ahora la nueva matriz

D]z = D] =y {1 Hau}! -[M] (11.63)
——

nxn

Vemos que, al multiplicar esta matriz por {a;} el resultado se anula:

[D]2{a1} = [D[{a1} — p1{ai} - 1 = {0}
mientras que para los otros vectores propios (k # 1) se obtiene el mismo
resultado que antes,

015=0
—N—

[Dlo{ar} = [Dl{ar} — m{ai} {ai} ' [M]{ar} = [D]{as}
Repitiendo el proceso de deflacciéon con esta matriz [D]q, obtendremos el
autovalor /autovector siguiente (g = 1/w3).

Una vez obtenido, normalizariamos el vector propio y obtendriamos la
matriz [D]s de la misma forma que (11.63). Proseguiriamos asi sucesiva-
mente, hasta obtener todos los autovalores y vectores propios.

Este procedimiento tiene la ventaja que los modos se obtienen de forma
sucesiva, comenzando por los de frecuencias propias mas bajas. Estos suelen
ser los més importantes en cuanto a su participacion en la solucién real, por
lo que a menudo basta con obtener los m modos mas bajos. Este método
permite calcular sélo los modos més importantes, deteniendo el proceso
cuando se ha calculado el modo m.
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Capitulo 12

Ecuaciones de Hamilton

12.1. Introduccidén

Para un sistema material con n grados de libertad hemos estudiado hasta
ahora en el capitulo 6 las ecuaciones de Newton-Euler (6.7) y (6.12), bien en
forma vectorial o bien sus componentes en coordenadas cartesianas, y en el
capitulo 7 las ecuaciones de Lagrange (7.14), en coordenadas generalizadas.
Todas ellas definen el movimiento mediante n ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Para su resolucién necesitan 2n condiciones iniciales, por
ejemplo las posiciones y velocidades iniciales.

Las ecuaciones canonicas (o de Hamilton) que se estudian en este capi-
tulo difieren de las formulaciones anteriores en que los sistemas se describen
con 2n ecuaciones diferenciales de primer orden (es decir, en derivadas pri-
meras), en lugar de n ecuaciones de segundo orden. Para ello, se introduce
un conjunto nuevo de variables: los momentos generalizados p’. Analoga-
mente, la soluciéon general de estas ecuaciones dependera de 2n pardmetros
constantes que se deben determinar mediante las correspondientes condi-
ciones iniciales (posiciones y momentos iniciales).

Las ecuaciones Canonicas y en general los métodos de la dindmica Hamil-
toniana tienen un interés principalmente conceptual y teérico. Su aplicacion
practica trasciende a la mecénica racional, estando en la base de la formula-
cién dindmica de otros campos, como la mecanica cuéntica. Por el contrario
tienen una aplicabilidad préactica a la resolucién de problemas de mecanica
racional menor que las formulaciones Lagrangiana o de Newton-Euler.

En ocasiones la descripcién mediante 2n ecuaciones de primer orden es
ventajosa, ya que puede facilitar la resolucién mediante métodos numéri-
cos, que se formulan y estudian en general para sistemas de Ecuaciones

12.1
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diferenciales de primer orden.
El método que seguiremos para deducir las ecuaciones Canodnicas se basa
en la transformada de Legendre, que pasamos a describir a continuacion.

12.2. La transformada de Legendre y sus propie-
dades

Sea una funcion f(g;, sj) que depende de dos conjuntos de variables:
las ¢; (1 =1,2,..n), y las s; (j = 1,2,...m). Se define como transformada
de Legendre de f respecto de las variables s; a la funcién

i\ def

Glai, 1) = pP'si—f (12.1)

donde se sobreentiende el sumatorio' en el indice repetido j, y se emplean
las nuevas variables p’ que se definen como

det OF

PG U= tzem) (12.2)

Diremos que las variables p’ son “conjugadas” de las sj.

Es importante recalcar que la dependencia funcional de la transformada
G es respecto de las variables ¢; y de las nuevas variables p’, para lo cual
habremos de realizar el oportuno cambio de variables en la expresion de f
en (12.1), eliminando las s; en favor de p?. Para que sea posible realizar esto,
el cambio de variables ha de ser regular, condicién que se expresa mediante
el determinante del jacobiano de la transformacion:

ol 0% f
det [351} = det [asjasi] #0 (12.3)

Si tomamos el diferencial de G en su definicion (12.1),

- , 0 0
dG = dep7 +p‘7d8j — a;dqi — aisf'dsj
? J

-0
= s;dp’ — (f);in

len este capitulo se entenderd el sumatorio implicito sobre los indices repetidos en
todas las expresiones
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donde se han empleado las relaciones (12.2). Esta igualdad nos permite
identificar las derivadas parciales de G:

oG
oG of

== 12.
04 dq; (12.5)

Observamos pues que las derivadas parciales de la transformada G respecto
de las variables conjugadas (p’) son precisamente las s/ que han venido a
sustituir, y las derivadas respecto a las variables que permanecen (g;) son
las de la funcion original (f) con signo cambiado.

Si realizamos dos veces la transformada de Legendre volvemos a obte-
ner la funcién original. En efecto, la segunda transformada sustituira las
variables p/ por

oG

opl’

que considerando (12.4) son precisamente las s;. Por otra parte denominan-
do a la nueva transformada I, resulta

I(gi, s5) = s’ — G
=sip) —(Wsj—f)=1f

zZ5 =

como queriamos demostrar.

12.3. Ecuaciones de Hamilton

Sea un sistema cuya configuracion esté descrita por n coordenadas ge-
neralizadas {¢;}, para i = 1,...,n, y con funcion Lagrangiana L(q;, ¢;,t).
Definiremos la funcidn Hamiltoniana como la transformada de Legendre de
la Lagrangiana respecto de las velocidades generalizadas:

; def ;.
H(gi,p',t) = p'di — L (12.6)

siendo p* © oL /0¢; (magnitudes que definimos en (7.34) como momentos
generalizados).

Como se preciso en el apartado anterior, la transformada H debe expre-
sarse tinicamente en funciéon de las nuevas coordenadas (g;, p’, t). Por tanto,
la dependencia funcional de L se debe alterar al expresar (12.6), siendo
necesario eliminar las variables ¢; en favor de las p’.
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La magnitud (es decir, el valor numérico) de la Hamiltoniana asi definida
coincide con la de la integral de la energia o integral de Jacobi que se vid
en la dinamica de Lagrange (ecuacién (7.43) en el apartado 7.2.5). Esta se
puede escribir como

h=p'4 — L (12.7)

Sin embargo, la diferencia entre (12.6) y (12.7) estriba en la dependencia
funcional distinta de la Hamiltoniana. En (12.6) H esta expresado en funcion
de las variables (g;,p’,t) mientras que h en (7.43) 6 (12.7) esta en funcion
de (¢, di,t). Esto habra de ser tenido en cuenta para las expresiones que
involucren derivadas parciales de H.

Recordando la observacion realizada en el apartado 7.2.5, en el caso en
que no tengamos sistemas de coordenadas ni enlaces méviles, la integral de
Jacobi y por lo tanto la Hamiltoniana que tiene igual valor representa la
energia total del sistema:

H=T+V

Las derivadas parciales de H son, aplicando las propiedades de la transfor-
macion de Legendre (12.4) y (12.5),

OH ) .

G =12 (12.8)
OH oL .

B0 9~ P (i=1,2,..n) (12.9)
OH oL

v = 5 (12.10)

En las expresiones (12.9) se han empleado las ecuaciones de Lagrange
(7.13) para expresarlas en funcién de p'. Los dos conjuntos (12.8) y (12.9),
de n ecuaciones cada uno, son las denominadas ecuaciones cancnicas de
Hamilton, o simplemente ecuaciones de Hamilton.

El primer grupo de ecuaciones (12.8) se puede interpretar como la expre-
sion del cambio de variables entre ¢; y p?, despejando las gj- Esto siempre
lo podremos hacer ya que el cambio de variables es regular, por ser la ener-
gia cinética T' definida positiva. Empleando para ésta la expresion (7.29) en
funcion de los coeficientes alli definidos:

;oL _or o0 [1 .. N .
P = 87% = 87(1] = 871] iaqumﬂ + arqr + 1o | = agjqx + a;
siendo det [ag] # 0.

El segundo conjunto de ecuaciones (12.9) se puede interpretar como las

expresiones de la segunda ley de Newton, teniendo el término —0H/dq; el
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caracter de fuerzas totales (las reales mas las ficticias debidas a la eleccion
de coordenadas no cartesianas), igualadas a las derivadas de los momentos
generalizados.

Por ultimo, la ecuaciéon (12.10) no constituye propiamente una de las
ecuaciones de Hamilton, expresando simplemente que si L no depende ex-
plicitamente de ¢, H tampoco lo hara.

Es necesario recalcar que en la formulacion de la dindmica basada en
las ecuaciones canénicas cambia el concepto de “configuracion” del sistema
dindmico, al modificarse (convencionalmente) el conjunto de coordenadas
empleadas para su descripcion. Asi, en la dinamica basada en las ecuacio-
nes de Lagrange la configuraciéon venia dada por las coordenadas genera-
lizadas {g;}, siendo la trayectoria del sistema la curva paramétrica dada
por su evoluciéon en el tiempo, {¢;(t)}. En concreto para el caso de coor-
denadas vectoriales o cartesianas, la configuracién coincidia con la posicién
del sistema, y las trayectorias con las curvas descritas por cada particula
en el espacio geométrico ordinario. En cambio, la dindmica Hamiltoniana
basada en las ecuaciones canodnicas, define la configuracion de un sistema
mediante las 2n variables “fasicas” {¢;, p'}. Las trayectorias, solucién de las
ecuaciones canénicas en funcién del tiempo, seran asimismo {¢;(t), p'(t)}, y
se pueden denominar trayectorias fdsicas para diferenciarlas de la dinamica
Lagrangiana. Esto constituye una generalizaciéon de lo ya mencionado en el
apartado 3.6, en donde se estudio la trayectoria en el espacio de las fases
(en aquel caso un plano al tratarse de sistemas con 1 grado de libertad) del
oscilador armoénico simple.

EJEMPLO 12.1: Veamos como ejercicio basico de aplicaciéon inmediata de lo
anterior la obtencién de la Hamiltoniana y las ecuaciones candnicas corres-
pondientes a una particula libre, sometida a un potencial V(z,y, z).

z
Y m

Figura 12.1: Obtencidn de las ecua- Vi(z.y,2)

ctones de Hamilton para una parti-

cula libre sometida a un campo con-

servativo de fuerzas. Yy
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Emplearemos como coordenadas las cartesianas (x,y, z). La energia ci-
nética es: .
T= 5m(g‘c2 + 9% 4 £?)

y los momentos generalizados:

_al_m$. y_ai_m-, = = m3
78[1‘:'7 ) pi . y7 piazi .

Expresando el cambio de variables, resulta el primer grupo de ecuaciones
Canonicas:

€T

p

T Y z
g=2. g=E. ;-2 (12.11)
m m
La Hamiltoniana es
H=p"c+p'y+p°2— (T -V)
. . .1 . )
=p s +p'y+p°i— §m(az2 + 92 4+ )+ V(z,y, 2)

No basta con esta expresién, sino que es necesario eliminar de ella las ve-
locidades (&, ¥, ), en funcién de los momentos generalizados. Resulta final-
mente

H= ﬁ[(p’”f + (@) + (7)) + V(z,y, 2)

Una vez expresada H con su dependencia funcional correcta, derivamos
para obtener el segundo grupo de ecuaciones canénicas (12.9):
oV ov Al
Oz oy 0z
Como comprobacion, derivando H respecto de los momentos generaliza-
dos se comprueba que las expresiones (12.11), que habiamos deducido como
expresion del cambio de variables, coinciden precisamente con el primer
grupo de ecuaciones canonicas (12.8).

-

e p (12.12)

12.4. Obtencién practica de las ecuaciones

El ejemplo anterior es extremadamente sencillo. Sin embargo en un caso
general la eliminacién de las velocidades generalizadas de la expresion de H
puede resultar algo mas engorrosa, al incluir expresiones de segundo grado
en las velocidades (ver (7.33)):

H=7p'¢4; — (T -V) (12.13)
1

i . . o1
= P4 — | 5i4id; + aigi + 5ao| +V
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De aqui habria que eliminar ¢; mediante sus expresiones en funciéon de p’.
Vamos a obtener otra expresion equivalente més sencilla, que sera lineal
en las velocidades ¢;:
;. oT : :
PG = 5 = (aikgr + ai)gi
i
= aikGir + aiqi = 2T — a;¢; — ap
Despejando,
1,. 1 . 1
T= QP di T 5ai ¢i Tt 5 a0,

y sustituyendo en la expresion de H (12.13) obtenemos

1 .. 1 . 1
H= ipl% — 504 — 500 +V (12.14)

En el caso en que T sea homogénea cuadratica en ¢; (lo que en la practica
es bastante comin) la expresion anterior se simplifica para dar

1 .
H = p'gi+V (12.15)

Observamos que la eliminacién de las velocidades {¢;} resulta mas facil
en las expresiones (12.14) 6 (12.15) que en (12.13), ya que en esta tltima
ecuacion intervienen en expresiones cuadraticas, pudiendo ser el desarrollo
bastante engorroso.

12.5. Integrales primeras

Si se expresa la derivada temporal (total) de H a partir de (12.6),

i _oH .. OH . OH
a ol T ap? T at

i .. OH

=-pq+qGp +—F—-

—_ Ot
=0

donde se han empleado las ecuaciones (12.8) y (12.9).
Por tanto la derivada total de H respecto al tiempo coincide con la par-
cial; dicho de otra manera, si ¢t no entra explicitamente en la expresion de

H, entonces H (y la energia total en los casos en que ambas coincidan) se-
ra constante. Este resultado constituye una integral primera, de obtencién
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inmediata en la dindmica Hamiltoniana. Independientemente de que se ve-
rifique o no la constancia de H, la Hamiltoniana H sera igual a la energia
total cuando la energia cinética 1" sea una expresion homogénea de grado 2
en las velocidades generalizadas.

En el caso en que la Hamiltoniana no dependa explicitamente de una
coordenada generalizada, de las ecuaciones (12.9) se deduce inmediatamente
que el momento generalizado correspondiente es constante:

OH

9q;
En este caso decimos que ¢; es una coordenada ciclica. Puesto que no va-
rian, los momentos generalizados correspondientes a las coordenadas ciclicas
se pueden sustituir en la Hamiltoniana por constantes ¢!, quedando H en
funcion de 2(n—r) grados de libertad, si r es el namero de coordenadas cicli-
cas. Una vez resuelto el sistema asi reducido, los valores de las coordenadas
ciclicas se obtendran de integrar las ecuaciones

0 = p'=0; p'=constante

qZ:%, Z:1,7"

Este resultado nos indica que el tratamiento de las coordenadas ciclicas en la
formulacion Hamiltoniana es trivial: basta con ignorarlas (de aqui que se de-
nomine también a las coordenadas ciclicas como coordenadas “ignorables”).

12.6. Generalizaciéon para fuerzas no conservativas

Si las fuerzas no provienen de un potencial, no cabe definir una fun-
cion Lagrangiana y por tanto no se puede aplicar (12.6) para obtener H.
Sin embargo en este caso podemos generalizar la definiciéon de la funciéon
Hamiltoniana y de las ecuaciones canénicas, estableciendo

HYE pig—T

4 oT
siendo p’ def 0
4i
Por las propiedades (12.4) y (12.5) de la transformada de Legendre, las
derivadas de H son:

OH

o= (i= 1.2 (12.16)
oH  oT

T pra (=12 (12.17)
on __o1r (12.18)

ot ot
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donde se han empleado las ecuaciones de Lagrange (7.12) para el segundo
grupo de ecuaciones, poniéndolas en funcion de las fuerzas generalizadas @);.

También se podria generalizar para el caso en que algunas fuerzas pro-
vengan de un potencial y otras no. Estableceriam para ello una Lagrangiana
parcial, incluyendo tnicamente las fuerzas que provengan de un potencial,
realizando la transformada de Legendre sobre ella. El desarrollo seria similar
al anterior, variando tinicamente el significado de las fuerzas generalizadas
Q; en (12.17), que ahora corresponderian tan solo a las fuerzas no conser-
vativas.

Por dltimo cabe también generalizar para el caso de enlaces anholéno-
mos. Para ello a las fuerzas generalizadas en (12.17) serfa preciso anadirles
las provenientes de los enlaces:

oOH
0q;

donde A; son los multiplicadores de Lagrange, y Aé- los coeficientes de los
enlaces para cada coordenada i (ver apartado 7.4.1).

12.7. El método de Routh

La formulacién de la dinamica basada en las ecuaciones candnicas resul-
ta especialmente sencilla para las coordenadas que son ciclicas. En efecto,
las coordenadas en si no aparecen en H ni en las ecuaciones, y los momentos
correspondientes son constantes. Por tanto, las coordenadas ciclicas quedan
totalmente “eliminadas’ de la formulacion, que en la préctica viene a tener
2 grados de libertad menos por cada coordenada ciclica. En cambio, en la
formulacion de Lagrange es preciso considerar las velocidades generalizadas
correspondientes en la Lagrangiana L y en las ecuaciones, ya que las ve-
locidades ¢; no tienen porqué ser constantes aunque las coordenadas sean
ciclicas.

El método de Routh es un tratamiento mixto entre las formulaciones de
Lagrange y Hamilton: Emplea las ecuaciones de Hamilton para las coorde-
nadas ciclicas, y las ecuaciones de Lagrange para el resto. Supongamos un
sistema con n g.d.l., de los cuales las r primeras coordenadas son ciclicas:

oL

— =0, =12 ..r ciclicas
9q; ( )
{g;}
oL ) 1
— #0, j=r+1Lr+2 .n (no ciclicas)
éqj
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Los momentos correspondientes a las coordenadas ciclicas seran constantes:
p=d, i=12,..r

Realizamos la transformada de Legendre sélo respecto de las coordenadas
ciclicas, definiendo asi la denominada funcidn Routhiana:

R=> dg—L (12.19)
j=1

(notese que el sumatorio se realiza sélo para lor r primeros indices).
La dependencia funcional de R es:

R(Gri1s - - Gni Grgts---Gns €' o 75 1)

Por las propiedades de la transformada (12.19), se cumple

OR oL OR oL
- _ P r=r+1,... 12.2
dq; 9gi" 04 ag; Tt T (12:20)

Es decir que, para las coordenadas no ciclicas, las derivadas parciales de R
son iguales que las de L con signo cambiado.

Sustituiremos ahora las derivadas parciales dadas por (12.20) en las
ecuaciones de Lagrange (7.13),

d oLy _oL _
dt \ 9¢; dqi

al cambiar todos los signos en los dos términos, se obtiene un conjunto de
ecuaciones igual pero ahora en funcion de R:

d (0R\ OR |
4 <aqi> G =0 (=7l (12.21)

Una vez integradas estas (n —r) ecuaciones para obtener R como funcién de
las constantes ¢/ y de t, calcularemos el valor de las r coordenadas ciclicas
a partir de:

) OR :
4 = 9 (j=1,..r)
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12.8. El principio de Hamilton aplicado a la fun-
cion hamiltoniana

Recordemos que las ecuaciones de la dinamica de Lagrange son conse-
cuencia de un principio variacional, en concreto del principio de Hamilton,
tal y como se vi6 en el apartado 7.6. Este principio es de una naturaleza
mas fundamental que las ecuaciones de Lagrange, de forma que se puede
generalizar a otro tipo de sistemas dindmicos. Su expresiéon es también de
indole mas sencilla, al requerir simplemente la condicién de extremo de un

funcional,
[

65 =9 L(qi, qi,t)dt = 0,
t1
para variaciones arbitrarias del camino en el espacio de las configuraciones,
es decir para {d¢;} arbitrarias.

Después de establecer las ecuaciones canénicas se nos plantea la cuestion
de si sera posible definir un principio variacional del cual se puedan deducir
dichas ecuaciones, de la misma forma que sucedia con las ecuaciones de
Lagrange. Un aspecto a considerar es que, puesto que ahora las variables
independientes son las {g;, p'} que definen trayectorias en el espacio de las
fases, logicamente el principio deberia contemplar variaciones de {¢;} y de
{p'} independientes.

Sea la funcion F' definida por:

P i def . ;
F(gi, p's 65 p' t) = P4 — H(gs, p', 1) (12.22)

Es inmediato comprobar, a partir de la definicion de H (12.6), que el valor
de esta funciéon F' es precisamente la Lagrangiana, F' = L (se trata de
la transformaciéon dual de Legendre, que como se vié en el apartado 12.2
coincide con la funciéon original). Postulamos como principio variacional la
condicion de extremo de la integral de F' entre dos instantes dados,
to t2
6| Fdt=6[ "¢ —-H)dt=0 (12.23)
t1 t1

para variaciones arbitrarias de las variables p’ y ¢; respecto de la trayectoria
fasica real, cumpliendo d¢; = 0 en los extremos.

En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange de este principio se obtie-
nen de forma anéloga a como se hizo en la ecuacion (7.98) para el caso
genérico del funcional de una sola funcion y(x). En este caso, las funciones
{g;(t), p'(t)} cumplen el papel de y(z) en aquella expresion; {g;, p'} son
sus derivadas, y ¢ representa la variable independiente (z).
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Al establecer variaciones d¢;, 0p' independientes, las ecuaciones de
Euler-Lagrange resultan

d (OF oF & 0H
dt <3qi> dq; P Oqx ( )
d [OF oF OH
— | =— = 0=q¢ — = 12.25
at (apz) ap = Bpk (1225)
Estas coinciden precisamente con las ecuaciones candnicas (12.8) y

(12.9).

Si se anade a la funcién F en (12.22) un término que sea derivada
respecto del tiempo de una funcién cualquiera de coordenadas y tiempo,
%M (gi,t), el principio variacional no se ve alterado, ya que los funcionales
diferirian tan s6lo en una constante,

2 dM(q,t
/ ég)dt = M(q. D) = M(gy.t2) — M(qy, 1),
t

1

por lo que la condiciéon de extremo en (12.23) no se ve modificada.

12.9. Estructura de las ecuaciones candnicas

Introduciremos el concepto a partir de un sistema con 1 grado de li-
bertad. Supongamos éste definido por una funcién hamiltoniana H(q,p,t).
Podemos definir

{x}déf{;i}, o bien {X}:{xl}, conri=¢q, T9=p

X2
asi como
oH oH
{OH} def ox1 B dq
o) em | |on
o4 Op

e (2 )

Esta matriz [J] es ortogonal y hemisimétrica, y verifica las propiedades
siguientes:

(3% = —[1] (12.26)
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Empleando la matriz [J] para expresar las ecuaciones canonicas:

OH _ . 0H _.
8q_ p7 ap_CL

vemos que se pueden escribir matricialmente como

(S )=

o bien, aplicando las propiedades (12.26),

= {5} (1227)

Generalizando para el caso de n grados de libertad, de igual manera
podemos definir

cqr ) (OH /0

(x} def | qn | . OH | det | OH/Ogn
pt 0x OH /0p!

(") (OH/9p"

[J] es ahora una matriz cuadrada 2n x 2n, formada por submatrices
nulas e identidad de orden n x n:

] def ( [O]rxn [1]an>

_[ nxn [O]nxn

Las ecuaciones candnicas son por tanto equivalentes a la expresion ma-
tricial compacta (12.27).

En ella, el vector {x} contiene las 2n variables independientes de la for-
mulacion Hamiltoniana, por lo que (12.27) define la dindmica. Esta ecuacion
define una estructura denominada simpléctica caracteristica de los sistemas
Hamiltonianos.

12.9.1. Transformaciones candnicas

La dindmica Hamiltoniana describe la evolucién de los sistemas en el es-
pacio de las fases (de 2n dimensiones), con coordenadas {g;,p'}. Es posible
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realizar cambios de coordenadas a otros sistemas en este espacio, aunque
en un caso general no se puede garantizar que estos cambios mantengan
la forma de las ecuaciones de Hamilton. A las transformaciones de coorde-
nadas que conservan la estructura de las ecuaciones canénicas se les llama
Transformaciones Candnicas.

Sea un nuevo conjunto de parametros {Q;, P'}, relacionado con las va-
riables {g;, p’} mediante las relaciones

P' = P'(q;, 1, t)

Para que la transformacion sea candnica ha de existir una nueva funcién
K(Qi, P, t) tal que

. oK

. oK

Pi=—
Qi

A esta funcion K, que cumple el papel de Hamiltoniana transformada para
las nuevas variables, se le denomina de forma algo coloquial “Kamiltoniana”.

Una forma de establecer estas transformaciones es a partir del principio
variacional de Hamilton (12.23). Las “funciones F” (12.22) en las coorde-
nadas originales y en las nuevas deben ser equivalentes, por lo que a tenor
de lo dicho en el apartado 12.8, diferirdn en una derivada total respecto del
tiempo:

dM

Py~ Hg, 1) = P Q; — K@y, Pt + 3 (12.28)

La funciéon M se denomina funcién generadora de las transformaciones
canonicas. Existen 4 formas que puede tomar la funciéon M, que determinan
cuatro tipos de transformaciones candnicas correspondientes. Aunque no en-
traremos a detallar esta clasificacion, propia de textos més especializados,
a modo de ejemplo consideremos una forma de generaciéon de transforma-

ciones canoénicas mediante una funcién M del tipo

M = ¢(qj> Qj> t) (1229)

asl

dM 99 ¢ 99

at ot QQJ
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Introduciendo esta derivada en (12.28), y puesto que ¢; y @; son varia-
bles independientes, se obtienen las relaciones
ﬁ:@;—ﬂzgﬂ K:H+%. (12.30)
aq]' 8Q] ot
Una funcién cualquiera ¢ que cumpla estas condiciones nos permitira gene-
rar transformaciones canénicas, en las que la “Kamiltoniana” K cumpliré
las ecuaciones canodnicas para las nuevas coordenadas.

Una aplicaciéon de especial interés de las transformaciones candnicas se-
rfa para intentar convertir todas las coordenadas de un sistema en ciclicas,
con lo que la resolucion de las ecuaciones candnicas seria trivial como se ha
visto. Esto pudiera parecer el hallazgo de la “piedra filosofal” de la dinami-
ca, si no fuera porque obtener las transformaciones candnicas precisas no
es en absoluto sencillo. En la préctica, el problema dindmico se converti-
ria en obtener las transformaciones canénicas precisas para convertir todas
las coordenadas en ciclicas. En el apartado siguiente se detalla un ejemplo
sencillo de este tipo de transformaciones.

12.10. Ejemplos

EJEMPLO 12.2: Obtencién de las ecuaciones canénicas para el caso general
del movimiento de una particula de masa m en un campo central, definido
por un potencial V' (r).

Sabemos que, al conservarse el momento cinético, el movimiento es
plano, por lo que tomaremos las coordenadas polares (r, ):

X = T COS
@} - v2:7"2—0—7’2gb2
Yy = rseny

La Lagrangiana es
L:T—V:%mwﬂw%%—vm,
y los momentos generalizados:
pr=mi;  pf =mrie.

Comprobamos la condicion (12.3) de regularidad del cambio de variables de
i a p":
=m?r?#£0 parar#0

'WL
04;0q;

_|m 0
10 mr?
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La Hamiltoniana la podemos obtener aplicando (12.15),

N () (pP)?
H I3 ') = Vv
(3,0") = 5+ 55 + V()
Siendo las ecuaciones canonicas:

7,4_8H_p’" oH 4

opr  m’ = Ap?  mr2

OH £ v
O v
or mr or
Comprobamos que ¢ es ciclica, por lo que p¥ = [ (cte), siendo [ el mdédulo
del momento cinético.
También, al ser H independiente del tiempo

dH O0H

_— = 0 = H = T V = (cte

a o TV = (ete)
EJEMPLO 12.3: Sea un oscilador arménico simple, de masa m y constante
lineal del resorte k. Denominamos ¢ la elongacién medida desde la posicion
de equilibrio, y p el momento generalizado correspondiente. Realizar una
transformacion candnica a coordenadas ciclicas (P, Q).

o

q
Figura 12.2:  Oscilador armdnico
stmple.
m
k
La Hamiltoniana es
1 1 P 1
H = -mg*+ -k¢*> = -— + —muw?¢? 12.31
514 +2q 2m—|—2qu ( )

donde p = mg es el momento generalizado, y w def Vk/m.

Veamos una transformacién canoénica que convierta a la coordenada ¢
en otra coordenada @) que es ciclica. Para ello condideramos la funcién
generadora

?(q,Q) = %mw q° cot Q
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que es del tipo (12.29) mencionado en el apartado 12.9. Aplicando las rela-
ciones (12.30)

p= @ = mw qcot Q)
dq
9o 1 q°
T0Q imwseHQQ
K=H

P =

eliminando p y ¢ entre estas igualdades resulta

[ 2P
=4/ ——sen Q; p=V2mwPcos@ (12.32)

lo que sustituido en (12.31) arroja

P o1
K=H=—+-muw?¢=wP
2m 2

Inmediatamente comprobamos que se verifica
0K
oQ

Al tratarse de una coordenada ciclica, las ecuaciones candnicas resultan

triviales de plantear y de integrar, en funcion de dos parametros («, 8) que
se obtendran con las condiciones iniciales.

0 = Q@ ciclica

. 0K
. 0K

Una vez realizada esta integracion, deshaciendo el cambio (12.32), se

obtiene para ¢
2a¢
) =4/— t
() = |/ 2 sent + )

que es la soluciéon general, conocida ya, de oscilaciones armoénicas en vi-
braciones libres, en funcién de dos constantes de integraciéon a y 5, que se
determinaran a partir de las ecuaciones iniciales.
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Capitulo 13

Estatica

13.1. Consideraciones generales

En los capitulos precedentes se ha estudiado la descripciéon del movi-
miento (cinemética), las magnitudes que caracterizan al mismo en sistemas
materiales (cinética), y la evolucion de estas magnitudes con el tiempo (di-
namica).

En este capitulo se estudiard la estatica o equilibrio de los sistemas,
entendida como la ausencia de movimiento. Se trata por tanto de un caso
particular de la dinamica, pero que por su importancia merece un trata-
miento especial.

DEFINICION:

Se dice que un sistema material esta en equilibrio cuando to-
das sus particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el
mismo estado de reposo.

Para que se verifique el equilibrio y éste sea estable han de darse una
serie de condiciones, cuyo andlisis constituye el objeto de la estatica. Esta
permitird analizar diversos tipos de problemas:

1. Para un sistema sometido a un conjunto de fuerzas dadas, establecer
la existencia de una o més posibles configuraciones de equilibrio y
determinar éstas.

2. Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequenas perturbaciones res-
pecto de la posicién de equilibrio se mantiene el movimiento proximo

13.1
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a dicha configuracion, o si por el contrario se aleja indefinidamente de
la misma.

3. Para un sistema en una configuracion geométrica determinada, de-
terminar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas
activas como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.

Las aplicaciones practicas de la estatica en la ingenierfa son muy nu-
merosas, siendo quiza la parte de la mecanica més empleada. Esto es asi
especialmente en la ingenieria civil y en el analisis estructural: por lo general
las estructuras se disenan para estar y permanecer en reposo bajo las cargas
de servicio estaticas, o para que su movimiento bajo cargas dinamicas sea
pequeno y estable (vibraciones).

Los principios generales de la dinamica de sistemas, desarrollados en
los capitulos anteriores permiten, mediante su particularizacién a las condi-
ciones de la estatica, establecer las condiciones generales del equilibrio. En
concreto, para un sistema general de varias particulas (digamos N), la apli-
cacion del principio de la cantidad de movimiento a cada particula (ecuacion
(6.3)), para las condiciones particulares del equilibrio (dv;/dt = 0), da lu-
gar a una condicion necesaria: F; = 0, (i = 1,2,...N). Por otra parte,
si el sistema parte de un estado inicial de reposo (v;(0) = 0) la condiciéon
anterior es también suficiente. Podemos adoptar por lo tanto con carécter
general como condicion de equilibrio (necesaria y suficiente) la anulacion de
la resultante de las fuerzas ejercidas sobre cada particula:

v;(0)=0, F;=0 < wv(t)=0 Vi=12...N (13.1)

En los sistemas reales con infinitas particulas (p. €j., solidos rigidos consi-
derados como medios continuos) es preciso reducir las condiciones generales
para el equilibrio expresadas arriba a un niimero menor de condiciones, de
forma que sea abordable el problema mediante los métodos de la mecanica
de sistemas discretos estudiados en este curso'. En cualquier caso, el estudio
de las fuerzas seré esencial para las condiciones de equilibrio.

Ya se estableci6é una clasificacién somera de las fuerzas en un sistema en
el apartado 6.1. Sin embargo, recordaremos aqui algunos conceptos que nos
seran utiles para la estatica. En primer lugar, es posible clasificar las fuerzas

!Se puede estudiar la estatica (y también la dindmica) en medios continuos, mediante
ecuaciones en derivadas parciales o formulaciones débiles equivalentes como el principio
de los trabajos virtuales. Entre los procedimientos de resoluciéon, el mas potente en la
actualidad es el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.), especialmente adecuado para
su tratamiento numeérico en ordenadores.
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en fuerzas activas o directamente aplicadas, y fuerzas pasivas, también lla-
madas reacciones o fuerzas de ligadura. Las primeras son las que tienen un
valor conocido, variables con el tiempo o no (por ejemplo, cargas exteriores
ejercidas sobre el sistema), o posiblemente en funciéon de la configuracion o
estado del sistema (por ejemplo, fuerzas internas en muelles o amortiguado-
res). Por el contrario, se consideran reacciones las que sirven para imponer
una determinada ligadura o apoyo, y cuyo valor debe calcularse imponiendo
las ecuaciones de equilibrio compatibles con dicha ligadura (o de la dindmica
si el problema no es estatico).

Otra clasificacion de las fuerzas a tener en cuenta es como interiores y
exteriores. El primer caso engloba a todas las que provienen de particulas
dentro del propio sistema, tanto por acciones de contacto, acciones a dis-
tancia (por ejemplo, atraccion gravitatoria), o mediante elementos discretos
como resortes o amortiguadores. En este caso tanto la accién como la reac-
cibn que postula la tercera ley de Newton se ejercen entre particulas del
sistema. Por el contrario, se denomina fuerza exterior a la que proviene de
puntos externos al sistema, y la reaccién a la misma no se ejerce por tanto
sobre el sistema. Tanto las fuerzas activas como las reacciones pueden ser
a su vez interiores o exteriores, siendo ambas clasificaciones independien-
tes. Asi, las ligaduras pueden provenir de particulas del mismo sistema (por
ejemplo, distancias constantes entre puntos de un solido rigido) o de fuera
del mismo (por ejemplo, apoyos o sustentaciones externas).

Otro elemento importante para el anélisis del equilibrio son las ligaduras
o enlaces. Ya se habld sobre ellas en el apartado 6.1, por lo que s6lamente
recordaremos aqui los aspectos fundamentales. Estableciamos alli la clasifi-
cacion entre enlaces holénomos, funciones que imponian condiciones entre
coordenadas y tiempo:

o(ri,re, ...,y t) =0, (13.2)

y enlaces anholénomos, funciones que adicionalmente dependian de las ve-
locidades:
O(r1y .o Ty Ty Ty t) =0 (13.3)

Asimismo, en funcion de su variacién temporal, los enlaces se denominan
rednomos si dependen explicitamente del tiempo (0¢/0t # 0) o esclerd-
nomos si no varian con el tiempo (9¢/dt = 0). Por tltimo, denominamos
lisos a los enlaces cuyas fuerzas de reacciéon no realizan trabajo para los mo-
vimientos permitidos por los mismos, mientras que seran rugosos en caso
contrario. Para que tenga sentido esta tltima clasificacién, es obvio que el
enlace debe permitir algiin movimiento, ya que en caso contrario no cabe ha-
blar de trabajo. Para ilustrar esta tltima clasificacién, considérese un apoyo
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deslizante, que puede ser liso o con rozamiento entre las superficies; por el
contrario, si el apoyo restringe todos los movimientos del punto en cuestiéon
se convierte en un empotramiento, al cual no tiene sentido calificarlo como
liso ni rugoso.

13.2. Condiciones analiticas del equilibrio

En el capitulo 7 se estudié la formulacién analitica de la mecénica, en
relacién con la dindmica. Recordemos que la base de dicho planteamiento,
debido originalmente al matemético francés Lagrange, es la descripcion de
la configuraciéon del sistema mediante un conjunto reducido de coordenadas
generalizadas, para las que empleamos la notacion {¢;} (i =1,2,...,n), que
sirven para definir de manera univoca la configuraciéon. Estas coordenadas
pueden, en principio, representar magnitudes fisicas diversas (longitudes,
angulos, distancias al cuadrado, ... ), no estando restringidas a sistemas de
coordenadas algebraicas ni a bases de espacios vectoriales.

La ventaja fundamental del uso de coordenadas generalizadas es que en
su propia elecciéon estd incluida toda o a menos gran parte de la informacion
de los enlaces. Cuando los enlaces son holénomos, de las ecuaciones (13.2)
que los expresan podemos “eliminar” las coordenadas dependientes; de esta
forma, restan al final anicamente las coordenadas independientes o grados
de libertad del sistema. Si existen ademés enlaces anholénomos propiamen-
te dichos (es decir, no integrables) no sera posible eliminar las coordenadas
redundantes y seré preciso mantener sus ecuaciones de ligadura de mane-
ra explicita, para solucionarlas finalmente junto con las ecuaciones de la
dindmica mediante multiplicadores de Lagrange (ver apartado 7.4).

En cualquier caso, el estudio de un sistema mediante coordenadas ge-
neralizadas permite un marco ventajoso para establecer las condiciones de
equilibrio, ya que por lo general nos restringiremos al minimo mumero de
condiciones. Sean las coordenadas generalizadas libres o no, por lo general
son un niamero mucho mas reducido que el de las coordenadas cartesianas
de todas las particulas del sistema; normalmente, serdn ademés un conjunto
discreto y finito de coordenadas, en lugar de un numero infinito como por
ejemplo el que corresponde a las particulas de un sé6lido considerado como
un medio continuo.

Puesto que la relaciéon entre las configuraciones o posiciones del sistema
y las coordenadas generalizadas 7;(¢;) (i =1,...N;j =1,...n) es univoca,
es obvio que la definiciéon de equilibrio (13.1) dada en el apartado anterior
es equivalente a exigir que las coordenadas generalizadas sean constantes y
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permanezcan constantes:

g =0; § =0 (j=1,...,n)| (condiciéon de equilibrio)  (13.4)

Para establecer la restricciéon que esta condiciéon impone a las fuerzas, par-
timos de las ecuaciones de Lagrange (7.12):

d /0T oT
(=Y _Z= 0. 13.
at <8qj> dg; @ (135)

donde Q; son las fuerzas generalizadas (ecuacion (7.7)) y T es la energia
cinética. Esta ultima viene dada, en el caso en que los enlaces no dependan
del tiempo, mediante (7.33):

1

T— = .o
2ak’IQkQZ

donde los coeficientes ay; son simétricos, y pueden ser funcién a su vez de
las coordenadas, ax;(g;). Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (13.5),

dag; . 10ay . .

g LOaw . o
& Gk + il 2 9, g = Qj

y empleando la condicion de equilibrio (13.4) se llega a la condicion equiva-
lente

Qi=0 (j=1,...,n) (13.6)

Es facil ver también que, si Q; = 0 y se parte de condiciones iniciales de
reposo (¢;(0) = 0), puesto que la matriz de coeficientes ay; es regular, ha de
ser ¢; = 0. Por lo tanto, la anulacion de las fuerzas generalizadas (13.6) es
necesaria y suficiente para el equilibrio de un sistema, pudiendo considerarse
como una condicién equivalente a (13.4).

13.2.1. Unicidad del equilibrio; condicién de Lipschitz

Acabamos de ver que si se anulan las fuerzas generalizas (Q; = 0) existe
solucién estéatica o de equilibrio. Sin embargo, no queda demostrado desde
el punto de vista matematico la unicidad de esta soluciéon. Podria, en teoria,
existir otra soluciéon que fuese dindmica.

Desde un punto de vista fisico determinista la falta de unicidad no tiene
sentido, pues supondria que a partir de condiciones iniciales dadas es impo-
sible predecir el estado o la evolucién de un sistema. Esto de hecho ocurre

2al igual que en capitulos anteriores, adoptaremos aqui el convenio de sumatorio im-
plicito para los indices repetidos
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en la dinamica para el caso de los sistemas caoticos, en los que el desorden
(“caos”) se debe en realidad a una gran sensibilidad frente a perturbaciones
pequenas, haciéndose en la practica impredecible su evolucion.

Veamos un sencillo ejemplo de sistema que posee solucién no tnica,
estatica y dindmica:

mx:k‘\/m

La solucion estéatica es obviamente:

, siendo m,k > 0 (13.7)

z=0
Sin embargo, existe asimismo una solucién dindmica dada por:

Ko,
- ¢
T Taam?

basta sustituir en (13.7) para comprobar que esta solucién cumple efectiva-
mente la ecuacion.

Mateméticamente, la condicién de unicidad se expresa por la Condicion
de Lipschitz:

Se dice que una funcién Q(q;,t), definida en un Dominio D cum-
ple la condicién de Lipschitz respecto de las variables {q;} si se
puede encontrar una constante k tal que Vq; € D y VAg;,

1Q(qi + Agiyt) — Qg t)| < k Z |Ag; (13.8)

La constante k se denomina constante de Lipschitz.
Si el Dominio D es convexo, un requisito suficiente para la condicion de

Lipschitz es que existan derivadas parciales 0. v que estén acotadas en D.
qi

La funcion (13.7) propuesta en el ejemplo anterior no podemos garan-
tizar que cumple la condiciéon de Lipschitz en & = 0, pues no existe all{ su
derivada. por tanto, no esta garantizada la unicidad de la solucién, que de
hecho hemos visto no es tnica.

13.3. Estabilidad del equilibrio

13.3.1. Concepto de estabilidad

Una perturbacién del equilibrio en que se alteren las coordenadas {g;},
o bien se ponga en movimiento el sistema con velocidades iniciales {¢; # 0},
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.................. — — Figura 13.1: Sistema
kvlz] gobernado por la ecua-

cion mx = k\/m;
la solucion estdtica en
xz = 0 no es unica, de-
bido a la no derivabi-
lidad de la funcion de

fuerza en este punto.

mg

Figura 13.2:  Ejemplos de
O O O equilibrio estable, inestable e
% indiferente.

(®]

0) —————o

mg

§ (o)

daré lugar a una evolucién dinadmica del sistema, en la que obviamente la
configuracién varfia respecto de la posicion de equilibrio.

Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacién respecto de la
posicion de equilibrio esta acotada, llegando a ser tan pequena como que-
ramos al hacer la perturbacién suficientemente pequena. En términos mas
precisos, y suponiendo que la posicion de equilibrio corresponde a {g; = 0},
diremos que el equilibrio es estable si para un valor € tan pequeno como se
desee es posible encontrar un valor § de forma que:

Ve, 30 tal que |qoi| <0, |doil < = gl <e

En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta
perturbacién tienden a devolver al sistema a su posiciéon de equilibrio.
Por el contrario, se dice que el equilibrio es inestable cuando la confi-
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guracion del sistema no estd acotada, atin para una perturbacién pequena,
perdiéndose por tanto la posicién de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar
el sistema de su posicion de equilibrio.

Por ultimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a
perturbaciones en que se alteran tan solo las coordenadas, pero no las velo-
cidades. En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posiciéon original
de equilibrio siguen siendo de equilibrio.

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provengan de un potencial V'
(Qi = —0V/0q;), es inmediato observar que la condicion de equilibrio (13.6)
exige que éste adopte un valor estacionario en la posiciéon de equilibrio:

=0 (i=1,...n 13.9
84, _o ( ) (13.9)

El problema de la estabilidad del equilibrio es en realidad un problema de
dindmica, como se ha observado arriba, puesto que una vez que se perturba
la posicién de equilibrio, aunque sea ligeramente, se pierden las condiciones
estaticas (13.4).

13.3.2. Condiciones de estabilidad: teorema de Lejeune-
Dirichlet

Supongamos un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial
V: Q; = —0V/0q;, y que ademéas es autéonomo: 9V /9t = 0. Sabemos que
en el equilibrio debe cumplirse 0V /dq; = 0, por lo cual V' adopta un valor
estacionario en dicho punto. La condicién analitica para la estabilidad del
equilibrio viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet, que afirma:

“Si el potencial V' es minimo en la posicién de equilibrio, ésta es
estable”

Cuando el potencial toma un valor estacionario correspondiente a un mé-
ximo, por el contrario, el equilibrio es inestable. En el caso en que V sea
estacionario pero no corresponda ni a un minimo ni a un maximo, el caracter
del equilibrio es en principio dudoso, pudiendo corresponder a situaciones
de equilibrio indiferente o inestable.

Veamos en primer lugar una justificaciéon del teorema mediante un razo-
namiento sencillo e intuitivo, basado en la conservaciéon de la energia total,
E =T + V. Dicha energia debe conservarse, al provenir las fuerzas de un
potencial auténomo. Supongamos una perturbacién del equilibrio, que es-
té asociada bien a un cambio de las coordenadas {g;} o de las velocidades
{4i}, o de ambas al tiempo. En cualquier caso, y asignando (sin pérdida de
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generalidad) valor nulo al potencial en la posicion de equilibrio, en ella la
energia total es nula; la perturbacion inicial del mismo esté asociada a una
energia pequena ¢ = AFE de forma que en la evolucion posterior (din4dmica)
se cumple:

e=T+V

Si en la posicion de equilibrio V|, = 0 es un minimo local, al separarse
ligeramente del mismo serd V' > 0. Por otra parte la energia cinética también
se anula en la posicién de equilibrio y su caracter esencialmente positivo
obliga igualemente a que sea 1" > 0. Al ser 7'+ V = ¢, esto indica que
ambos deben estar acotados:

T+V =c¢, T>0V>0 = T<eV<e

La regularidad de V' y T como funciones de las coordenadas y de las velo-
cidades respectivamente hacen que esta condicién sea equivalente a que las
coordenadas y las velocidades se mantengan igualmente pequenas, asegu-
rando por tanto la estabilidad.

Por el contrario, si V' estd en un punto de méaximo, al apartarse del
equilibrio es V' < 0, por lo cual la energia cinética 1" debe crecer para
mantener la suma igual a €, apartandose el sistema cada vez méas de la
posicién de equilibrio, con lo que éste sera inestable.

Es posible realizar una discusién algo méas precisa de la estabilidad ba-
sandose en el desarrollo en serie de V' (11.12):

oV 1 0*V
Vig)=VO0)+ —| ¢+ = =——| g +--. 13.10
~—~— ——
=0 def 4.
= kyj

Al linealizar el sistema despreciando en el desarrollo anterior los términos
de orden superior al segundo, tal como se vi6 en el capitulo 11 al estudiar
las pequenas oscilaciones, el movimiento en general se puede describir como
combinacion lineal de exponenciales del tipo (11.22):

{at)} = Cr{ap}eV! (13.11)
k

estando los autovalores A\ definidos por la expresion (11.29):

_ {a} T [K{a}

M= (e} TIM{ar)

(13.12)
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donde el denominador debe ser positivo al corresponder la matriz [M] a la
forma cuadratica de la energia cinética 7' (definida positiva). Si el numerador
es positivo, por la definicion de [K] = [k;;] en (13.10), quiere decir que se
trata de un minimo del potencial. Esta situacién corresponde a A\, > 0y por
tanto wi = /A € R, por lo cual las soluciones dindmicas del movimiento
son pequenas oscilaciones armoénicas, acotadas, del tipo (11.24):

{a(t)} = Bi{ag} cos(wyt — d)
B

Por el contrario, si el numerador en (13.12) fuese negativo, correspondiendo
a un maximo de V, seria A\; < 0, y sus raices serian imaginarias, ++/Ap =
+i si. Los sumandos correspondientes en la solucion (13.11) seran

C’l{ak}es’“t + Cg{ak}e_s’“t.

Este término no estd acotado al incluir una exponencial creciente, lo que
equivale a equilibrio inestable.

Puede tedricamente darse el caso de que V sea minimo pero que el
numerador en (13.12) sea nulo, siendo entonces los términos pares de orden
superior al segundo en (13.10) los encargados de hacer cumplir la condiciéon
de minimo, AV > 0. La matriz [k;;] serfa entonces semidefinida positiva,
siendo preciso para evaluar la estabilidad un estudio mas detallado de los
términos de orden superior.

El hecho de que el potencial sea minimo corresponde a que las fuerzas
que se generan en el sistema al perturbar la posicién de equilibrio,

Q) ~ 0%V
' 0q:0g,""

que son fuerzas pequenas (del orden de g;), tiendan a recuperar la posicion
de equilibrio. Si existen ademéas fuerzas de tipo viscoso (proporcionales a las
velocidades ¢;) éstas no alteran la naturaleza del equilibrio puesto que son
infinitésimas para alteraciones de las posiciones proximas al equilibrio. En
efecto, producida una perturbacién en coordenadas, estas fuerzas de tipo
viscoso no tenderian ni a devolver ni a apartar al sistema de la posicién de
equilibrio si las velocidades son cero, o practicamente cero.

Por el contrario, hay resistencias pasivas como el rozamiento que toman
un valor finito ante cualquier intento de desplazamiento, en el sentido de im-
pedir el mismo. En este caso si pueden resultar estabilizadoras del equilibrio,
creando lo que se puede llamar “zonas” de equilibrio estable (el equilibrio
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estable se produce no sélo en el punto de minimo potencial V', sino en un
dominio finito en que las fuerzas de rozamiento garantizan la estabilidad).

Una consecuencia practica inmediata del teorema de Lejeune-Dirichlet
es el teorema de Torricelli, para sistemas sujetos al campo gravitatorio sim-
plificado. Este afirma que

Para un un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme,
las posiciones de equilibrio estable son las que corresponden a los
minimos de la altura (coordenada vertical) del centro de masas.

En efecto, el potencial del sistema es

V=Y migz = Mgz

i

por lo cual, el minimo de zg coincide con el minimo de V', lo que garantiza
la estabilidad.

13.4. Equilibrio de una particula

13.4.1. Particula libre

Para fijar ideas desarrollaremos en la practica los conceptos de equili-
brio expuestos arriba, comenzando por el sistema més simple, una particula
o punto material libre. Las coordenadas generalizadas pueden ser las tres
coordenadas cartesianas (x,y,z), o bién las coordenadas en otro sistema
como cilindricas, esféricas, etc. (ver apartado 2.2).

La condicién de equilibrio es

F=0 (13.13)

donde F es la resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre la particula. En
general, F' serd funciéon de la posiciéon de la particula, lo cual nos permite
plantear el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que define las posiciones
de equilibrio.

Si F' (bien todas o algunas de sus componentes) depende a su vez del
tiempo, es decir si se trata de un sistema no auténomo, para que haya
equilibrio sera necesario conseguir la anulacion de F'(t) en todo momento.

Si las fuerzas provienen de un potencial V', la condicién de equilibrio
(13.13) equivale a

ov._ov. oV

% =By =8y =" (13.14)
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es decir, V ha de tomar un valor estacionario. Para que este equilibrio sea
estable, tal y como hemos visto con anterioridad, este punto debe constituir
un minimo de V', lo que queda garantizado si la matriz de derivadas segundas
es definida positiva:

528 VARG 28 VARG 24 V4
0x?  0xdy 00z

o’V 9*V  9*V

>0
Ooydr  Oy?  0Oydz

o*vV 9’V 9%V
020r 020y 022

Un resultado elemental de algebra matricial es que para que una matriz
sea definida positiva todos sus menores principales han de ser positivos, lo
cual en nuestro caso se traduce en tres inecuaciones, al ser la matriz de
orden tres.

Conviene observar que, en el caso de emplear coordenadas curvilineas y
que estas no sean regulares en todo el dominio, en los puntos de singularidad
no sera posible aplicar el criterio anterior. Esto ocurre, por ejemplo, en
coordenadas esféricas para los puntos de latitud A = £7/2. En estos puntos
es necesario realizar un cambio a otras coordenadas regulares para estudiar
el equilibrio.

Por ultimo, este caso sencillo permite hacerse una idea intuitiva de la
naturaleza de las fuerzas estabilizadoras para una posicién de equilibrio
estable. En efecto, éstas quedan definidas por el gradiente de V con signo

cambiado,

F = _dv =—gradV
dr

vector que va dirigido hacia los puntos de minimo valor de V', es decir en
direccién contraria a los puntos de méximo V. Por tanto, en el primer caso
las fuerzas tienden a recuperar la posicién de equilibrio, mientras que en el
segundo alejan a la particula de esta posicion.

13.4.2. Particula ligada a una superficie

Consideramos la superficie definida por la expresién analitica

f(r)=0 (13.15)
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.....

Figura 13.3: Particula ligada a una 4
superficie '

Supondremos una particula ligada de forma bilateral a la superficie me-
diante un enlace liso, por lo que la reaccién sobre la particula serd normal
a la superficie:

N = \grad f (13.16)

La condicién de equilibrio requiere la anulacién de la resultante de sumar
fuerzas aplicadas (F') y reaccion (IN):

F+Xgradf=0 (13.17)

Las cuatro incognitas (coordenadas (x,y, z) de la particula y multiplicador
A) se resuelven mediante las cuatro ecuaciones escalares que se deducen de
(13.15) y (13.17).

En el caso en que la ligadura no sea bilateral, pudiendo la particula
abandonar la superficie por una de sus caras, la reacciéon (13.16) no puede
tomar un valor cualquiera, sino que se vera limitado a A > 0 6 A < 0 segin
la cara libre. El método a seguir en este caso es solucionar el problema igual
que si la ligadura fuera bilateral, para comprobar después el signo de A. Si
éste es el adecuado, se da por valida la solucion; si no, la particula habria
abandonado la superficie y se rehace el célculo considerandola libre a partir
de ese instante.

Por lo general, en lugar de resolver directamente para las cuatro varia-
bles (z,y,z,A), es preferible un planteamiento mas sencillo empleando la
definicién paramétrica de la superficie, en funcién de dos parametros u y v.
Notemos que la ecuacion (13.16) expresa simplemente que la fuerza aplicada
F ha de ser normal a la superficie, lo que equivale a que sea normal a dos
vectores tangentes a la misma, Or/du y Or/0v:

or or

.87”:0, F.%:o (13.18)
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estas dos ecuaciones, en funcién de las variables u y v, definen las posiciones
de equilibrio sobre la superficie. En el caso particular en que F provenga de
un potencial, (13.18) equivale a:

ov. or oV (u,v)
=) T T =0
ov. or ov(u,v)
Y T T =0

es decir, equivale a que el potencial V' (u,v) expresado como funcion de las
coordenadas (u,v) de la superficie, sea estacionario. De hecho, podriamos
haber considerado desde un principio (u,v) como las dos coordenadas gene-
ralizadas del sistema, lo que nos habria conducido directamente al resultado
anterior.

La estabilidad del equilibrio se estudiara mediante la matriz de derivadas
segundas de (u,v),

v v
ou?  Oudv
2y v
Ovou  Ov?

analizando si es definida positiva. Volvemos a hacer la observacién, aqui
méas pertinente si cabe, de la comprobacién de la regularidad de las coor-
denadas. En una superficie por lo general las coordenadas seran curvilineas
y es bastante comin que existan puntos en los que el mapa paramétrico no
sea regular.

Por dltimo queda por estudiar el caso de que la superficie no sea lisa,
existiendo una componente tangencial de la reaccién debida al rozamiento.
Dejaremos esto para mas adelante, en el apartado 13.7 en que se tratardn
las resistencias pasivas debidas al rozamiento.

13.4.3. Particula ligada a una curva

Consideramos la curva I' definida por las ecuaciones

f(r)=0; g(r)=0. (13.19)

Supongamos una particula ligada a I' mediante una ligadura bilateral
y lisa, por lo que la reaccién normal de I" sobre la particula serd normal a
la curva. Esta normal, como sabemos, no es tinica, expresandose en general
como combinacién lineal:

N = )Xgrad f + pgradg
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Figura 13.4: Particula ligada a una
curva I lisa: para el equilibrio la
: N
fuerza aplicada F debe anular la
reaccion normal N .

para Ay p arbitrarias. Si ademaés actiia sobre la particula una fuerza aplicada
F', el equilibrio requiere F' 4+ IN = 0, es decir

F+ \grad f+pugradg =0 (13.20)

El problema queda planteado pues con 5 ecuaciones escalares (13.19) y
(13.20) para las 5 incognitas (x,y, z, A, 11).

En la practica, el planteamiento expuesto arriba puede resultar demasia-
do engorroso, pudiendo ser preferible el empleo de la descripcion paramétrica
de la curva, en funcién de un parametro u:

': urr(u)

La expresion de equilibrio (13.20) establece simplemente que F' sea normal
a la curva, cuya direccion en un punto viene definida por su tangente dr/du.
Por tanto, equivale a

dr
S 13.21
Tu ( )

resultando una tnica ecuacion en funciéon del pardmetro u, que define el o
los puntos de equilibrio.

En este caso, aunque F'(r) no se haya obtenido a partir de un potencial,
admitiendo que sea una funcién continua, siempre seré posible obtener una
determinada funcién potencial definida sobre la curva,

Vl(u)——/FF-dr

de forma que el equilibrio corresponde a los puntos en los que Vi(u) es
estacionario. En efecto, para un elemento dr sobre I',

F~dr:F-§—rdu

u
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por lo que la derivada de V; coincide con (13.21):

dVi(u) dr
du du

Si F' se obtuvo a partir de un potencial general en el espacio V(r), logica-
mente el potencial sobre la curva coincidira con aquél:

Vi(u) = —/—gradV-dr _ /dV —V ((r(u)

La estabilidad del equilibrio corresponderé logicamente a los minimos de la
funcién potencial,

d2v;

du?
Por tltimo, en los casos en que la ligadura no sea lisa y puedan existir fuerzas
de reacciéon tangentes a la curva, habra que proyectar las fuerzas aplicadas
segun la tangente para establecer la inecuaciéon de rozamiento. Volveremos
a este aspecto en el apartado 13.7 en que se trata del rozamiento.

> 0.

13.5. Equilibrio de un sistema de particulas

13.5.1. Ecuaciones cardinales de la estatica

En el caso de un sistema de N particulas, el equilibrio del mismo equivale
al de cada una de sus particulas:

F;=0 (i=1,...,N) (13.22)

donde F'; es la fuerza total sobre cada particula i, resultante de fuerzas
exteriores e interiores:
F'i — F;;azt + Fént

La aplicacion de las condiciones de equilibrio (13.22) puede resultar muy
trabajosa, al tenerse que realizar para cada una de las N particulas. En el
caso de medios continuos, rigidos o no, constituidos por infinitas particulas,
es practicamente imposible. Por lo tanto es necesario obtener ecuaciones
y condiciones de tipo global que caractericen el equilibrio de un sistema
en su conjunto. Ademas, las ecuaciones (13.22) tienen el inconveniente de
que intervienen tanto las fuerzas activas como las reacciones, a menudo
desconocidas a priori.

El estudio del equilibrio se puede hacer particularizando algunos de los
principios generales de la dindmica de sistemas estudiados en el capitulo 6.
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En primer lugar, al sumar (13.22) para todas las particulas del sistema,
las fuerzas interiores se anulan dos a dos (apartado 6.2.1), por lo que se
obtiene

N
F=) F=0 (13.23)
=1

tomando momentos de las fuerzas respecto de un punto cualquiera, sumando
los mismos obtendremos otra ecuacién analoga:

N
Mo =Y riNF =0 (13.24)
=1

Al igual que en el apartado 6.2.2 hemos considerado que las fuerzas internas
son centrales, por lo que sus momentos se anulan dos a dos.

Las ecuaciones (13.23) y (13.24), denominadas ecuaciones cardinales de
la estdtica, contituyen un conjunto necesario de condiciones que han de
cumplirse para que todo sistema esté en equilibrio. En el caso general de
un sistema tridimensional seran 6 ecuaciones, mientras que para un sistema
plano se tratard de 3 ecuaciones. Estas ecuaciones equivalen a establecer
que el sistema de fuerzas, como sistema de vectores deslizantes, sea un
sistema nulo (resultante y momento en un punto nulos). Por otra parte, estas
ecuaciones pueden considerarse como un caso particular de las ecuaciones
cardinales de la dindmica (8.7) ya estudiadas anteriormente.

Como se ha dicho, las ecuaciones cardinales constituyen condiciones ne-
cesarias pero no siempre suficientes para el equilibrio de un sistema. Dicho
de otra manera, el que en un sistema actiie un conjunto de fuerzas de resul-
tante y momento nulos no es garantia de que el sistema esté en equilibrio.

Como ejemplos ilustrativos de esta afirmacion basta considerar siste-
mas en los que pueda haber movimiento relativo entre sus partes, como se
muestra en la figura 13.5.

Un método general para establecer el equilibrio es subdividir el siste-
ma global en subsistemas, de forma que al aplicar las ecuaciones (13.23) y
(13.24) a cada subsistema resulten condiciones necesarias y suficientes para
el equilibrio del mismo. Adelantaremos que para el caso de los sélidos rigi-
dos estas ecuaciones si son suficientes para garantizar el equilibrio, lo que se
demostrara en el apartado 13.6; por tanto buscaremos una subdivisiéon en
subsistemas rigidos, sin movimiento relativo interno. Légicamente, al partir
un sistema en varios subsistemas las fuerzas ejercidas entre unos y otros,
que antes eran internas y no aparecian en las ecuaciones, pasan a ser exter-
nas y aumentan por tanto el nimero de incognitas. Sin embargo también
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Figura 13.5: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante
y momento nulos, y sin embargo no estdin en equilibrio.

aumenta el nimero de ecuaciones (6 por cada subsistema nuevo), de forma
que se obtiene finalmente igual niimero de ecuaciones que de incognitas.

13.5.2. Principio de los trabajos virtuales

Este principio fue enunciado en el apartado 6.4.1 como un principio bési-
co de la mecénica, equivalente a las leyes o principios de Newton-Euler. Sus
caracteristicas esenciales que nos seran de utilidad son dos: por una parte,
establece una condicion global para el equilibrio de un sistema; por otra,
permite eliminar todas las fuerzas de reaccion correspondientes a enlaces
lisos, reacciones que por lo general son desconocidas a priori.

Recordemos aqui simplemente el enunciado expuesto en 6.4.1. Se llaman
desplazamientos virtuales {07r;} a cualquier conjunto de desplazamientos
infinitésimos (tan pequenos como se desee) tomados en un instante dado.
En general, no es necesario que los desplazamientos virtuales respeten los
vinculos; sin embargo nos interesa restringir éstos a los denominados des-
plazamientos virtuales compatibles, que si respetan los vinculos lisos.

Se considera un sistema sometido a fuerzas activas { f;} y reacciones de
enlaces lisos {R;}. El trabajo virtual desarrollado por estas reacciones es
nulo para {dr;} compatibles. Por tanto, la condiciéon necesaria y suficiente
para el equilibrio es que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea nulo,
para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los
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enlaces:

N
oW = Z fi-ori=0 V{dr;} compatibles
i=i

En el caso en que existan enlaces no lisos, el principio se aplica igual-
mente pero considerando las fuerzas de rozamiento (que si realizan trabajo
virtual) como fuerzas activas. lo mismo habremos de hacer si existe alguna
reaccion de un enlace, liso o no, cuyo valor deseemos calcular. Esto tltimo
serd necesario realizarlo en cualquier caso si los enlaces son unilaterales, con
objeto de comprobar a posteriori el signo de la reacciéon obtenida, para ver
si es compatible con la inecuaciéon del enlace.

Como ejemplo de aplicaciéon, consideremos el sistema del muelle de la
figura 13.5. Llamaremos z a la elongacién del resorte medida desde la posi-
cién natural del mismo, y sea su constante K. Tomaremos el desplazamiento
virtual dzx, obteniendo el trabajo virtual como

W =Féx — Kx dx =0

donde Kz es la fuerza interna debida al resorte, que actta en sentido con-
trario a x. Al ser dx arbitrario, se llega inmediatamente a la condicién de
equilibrio
F=Kzx

Como segundo ejemplo consideremos la aplicaciéon del principio para calcu-
lar el valor de una reacciéon de apoyo. Sea la viga biapoyada de la figura
13.6, de longitud total I, en la que se desea calcular el valor de la reaccién
vertical en A, R4.

A

Figura 13.6: Para calcular la reac- ; b _

- . \ - Jorvrtinitiinin Do  — a .
cion en A “liberamos” la coaccion
correspondiente para calcular el tra-
bajo virtual considerando Rp como
fuerza activa

Para ello “liberamos” el apoyo en cuestion y lo sustituimos por una fuerza
incognita R 4. Los desplazamientos virtuales compatibles son los debidos al
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giro respecto del apoyo B, que viene caracterizado por el descenso é en A.
Expresando la nulidad del trabajo virtual:

SW =P <ZZ’5) — RA(8) =0

al ser § un valor arbitrario, se elimina para obtener

b

a

Analogamente obtendriamos la reaccién en el otro apoyo, Rg = P ;i

13.6. Equilibrio del sélido rigido

13.6.1. Aplicacién del principio de los trabajos virtuales

Es posible obtener las condiciones generales de equilibrio del sé6lido rigido
en un caso general aplicando el Principio de los trabajos virtuales. Toma-
remos para ello desplazamientos virtuales compatibles con la condiciéon de
indeformabilidad del solido. Estos han de cumplir una relaciéon similar a la
(4.10) que define el campo de velocidades del solido:

v, =vo+ QAT

Las magnitudes v; pueden ser consideradas como ‘“velocidades virtuales”
compatibles. Analogamente, los desplazamientos virtuales compatibles son:

or; =0ro +dp Ar;

para valores arbitrarios pequenos de érp y d¢p.
Expresamos ahora el trabajo virtual:

W => Fi-bro+ Y (6 Am)-F;

denominando

dﬁf ext
FEY FS

3
def
Mo =Y ri NF™,
7
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se obtiene

5W:F'(5T0+5Q0‘ZT’Z‘/\FZ‘

=F -0ro+ Mo dp

Puesto que drp y d¢ pueden tomar valores arbitrarios, se deduce in-
mediatamente que las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio
son F = 0y Mp = 0, que coinciden precisamente con las ecuaciones
cardinales de la estética, (13.23) y (13.24). Al contrario de la observacion
realizada entonces para un sistema general, en este caso particular (sélido
rigido) hemos concluido, gracias al principio de los trabajos virtuales, que
las ecuaciones no son s6lo necesarias sino también suficientes. Resumiendo,
podemos afirmar:

En un sélido rigido la condicién necesaria y suficiente para el
equilibrio es que el Sistema de Vectores Deslizantes formado por
las fuerzas externas sobre el sélido sea un sistema nulo:

F=) F"=0

A
Mo=> rAF{" =0
7

Podriamos haber alcanzado esta misma conclusiéon mediante la particu-
larizacion de las ecuaciones de la dindmica del solido, (9.1) y (9.2) 6 (9.3),
para las condiciones de la estatica. En efecto, en el equilibrio es ag = 0, y
H s = Hp = 0 (constantes), por lo que se deducen de las citadas ecuaciones
F =0y Mo =0 como condiciones necesarias y suficientes.

Del resultado anterior se pueden deducir diversos corolarios de interés
practico:

COROLARIO 1.- Si sobre un sélido actiia un sistema de fuerzas, éste
puede ser sustituido por otro sistema de vectores deslizantes equivalente (es
decir, con igual resultante y momento en cualquer punto, lo que se denomina
también equipolente), sin alterar las condiciones de equilibrio.

En efecto, la diferencia entre los dos sistemas seria un sistema nulo, que
como hemos visto no altera el equilibrio.

COROLARIO 2.- Si sobre un sélido acttian dos fuerzas, estara en equili-
brio si y s6lo si ambas siguen la misma recta de accién, con el mismo médulo
y sentidos opuestos.
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En efecto, es la tnica forma de que las dos fuerzas constituyan un sistema
nulo.

COROLARIO 3.- Si sobre un sélido acttian tres fuerzas, para que haya
equilibrio éstas deben ser coplanarias y cortarse en un mismo punto.

La justificaciéon es evidente, ya que de otra forma es imposible que el
sistema resultante sea nulo.

En el caso en que el solido tenga el movimiento restringido por enlaces
o ligaduras, vale la pena distinguir varios casos:

Solido libre: Los valores de los desplazamientos virtuales drp y d¢ son
independientes; por tanto para el equilibrio han de ser nulas tanto la
resultante como el momento de las fuerzas aplicadas

F=Mo=0

Solido con un punto fijo: En este caso hay un punto O fijo por lo cual
podemos tomar dro = 0; la nulidad del trabajo virtual no impone por
tanto restriccion alguna sobre F', siendo la condicién de equilibrio

Mo=0

Solido con eje fijo: sea el eje fijo (O, e); los desplazamientos compatibles
son por tanto drp || e, Jd¢ || e, por lo que se obtienen las condiciones
de equilibrio

F-e=0, M-e=0

es decir, las proyecciones de F' y M sobre e deben anularse para el
equilibrio.

13.6.2. Sistemas isostaticos e hiperestaticos

En la estatica el objetivo suele ser determinar en primer lugar las confi-
guraciones o cargas exteriores para el equilibrio, para a continuacién calcular
las reacciones en los enlaces o apoyos.

Los casos particulares comentados en el apartado anterior corresponden
a sustentaciones que dejan al sistema con algtin grado de libertad. Al permi-
tir el movimiento, se necesita para el equilibrio que una o mas componentes
de las fuerzas o momentos sea nulo.

Si se aumenta el ntimero de coacciones del s6lido, se llega a un punto
en que no se permite ningin grado de libertad de movimiento: el sistema
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estard entonces en equilibrio para cualquier conjunto de cargas exteriores
(siempre que no se supere la resistencia de rotura de los enlaces). Es el
caso, por ejemplo, de un sélido con un eje fijo por un cojinete cilindrico,
restringiendo ademaés el movimiento de traslacién en la direccién del eje y
el de rotacién alrededor del mismo. Las reacciones tendrian 6 componentes,
que se determinarian mediante las 6 ecuaciones cardinales de la estatica
(13.23) y (13.24).

|
_—,.A— —CL Figura 13.7: Sustentaciones
Xa TYA TYB 1sostdtica e hiperestdtica de una
a) isostética viga: en el sequndo caso las

ecuaciones de la estdtica no

|
A O O son suficientes para calcular las

X > reacciones en los apoyos; se dice
A 1Yy Yo Yp ‘ : «
que existen reacciones ‘“redun-
. YO ”
b) hiperestética dantes”.

Para fijar ideas consideremos un sistema plano, formado por una viga
recta biapoyada, en el que uno de los apoyos es una articulacién y el otro
un apoyo simple que permite el desplazamiento horizontal (figura 13.7,)

En este caso las tres ecuaciones de la estatica (M = 0; F, = 0; F, =0)
permiten calcular las tres reacciones incognitas, X 4, Ya e Yp, para cualquier
conjunto de cargas exteriores. Decimos que la sustentaciéon es isostdtica, ya
que el nimero de incégnitas a determinar, provenientes de las reacciones de
enlace, es igual al ntimero de ecuaciones de la estatica.

Imaginemos ahora que a la misma viga se le coloca otro apoyo C in-
termedio, que restrinja tan sélo el movimiento vertical en ese punto. Para
un conjunto dado de cargas exteriores tenemos ahora 4 reacciones incégni-
tas (Xa,Ya,Yn,Yo) y tan solo 3 ecuaciones de la estatica. Se dice que el
sistema es estdticamente indeterminado o hiperestdtico, debido a que posee
apoyos redundantes, que “sobran” para garantizar el equilibrio.

Desde el punto de vista de la estatica de sistemas rigidos no existe ningan
truco ni procedimiento que permita resolver este problema. Esta correcta-
mente planteado, ocurriendo que no tiene solucion mediante el sélo empleo
de las ecuaciones globales de equilibrio. Es pues necesario obtener ecuacio-
nes adicionales que proporcionen alguna relacién méas entre las incégnitas.
Estas ecuaciones se obtienen a través de considerar la deformabilidad de
la estructura (aplicando las técnicas que se estudian en la resistencia de
materiales o en el célculo de estructuras). A partir del estudio de la defor-
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mabilidad de los sélidos y las estructuras, asi como de las ecuaciones de
comportamiento de las mismas que ligan las deformaciones internas con las
tensiones, se obtienen las ecuaciones adicionales necesarias. El estudio de
estos aspectos se halla fuera del alcance de este curso.

13.7. Reacciones en los enlaces

Los enlaces, ligaduras o apoyos son dispositivos que restringen de alguna
manera los movimientos del sistema.

Ya se han discutido las caracteristicas generales y la clasificacion de los
mismos en el apartado 6.1 y en este mismo capitulo, en el apartado 13.1.
Vimos entonces que los enlaces de tipo bilateral se pueden definir mediante
ecuaciones bien del tipo (13.2) si son holénomos, o bien del tipo (13.3) si
son anholénomos.

Las restricciones al movimiento estdn asociadas a fuerzas de reaccion
o reacciones de los enlaces, que son las acciones necesarias para impedir
0 coaccionar los movimientos que los enlaces restringen. Estas fuerzas se
denominan de reaccién porque soélo se producen como reacciéon o respuesta
a un intento de realizar el movimiento que el enlace prohibe. Su valor por
tanto no es conocido a priori, sino s6lo como consecuencia de la solucién de
las ecuaciones del equilibrio (o de la dindmica en su caso). De ahi que nos
interese en general un procedimiento de solucién que, en primera instancia al
menos, elimine de las ecuaciones las reacciones desconocidas en los enlaces.
Esta es una de las ventajas principales del principio de los trabajos virtuales,
expuesto en el apartado 13.5.2.

El céalculo de las reacciones en los enlaces se realiza entonces en una
segunda instancia, una vez que se conocen las posibles configuraciones de
equilibrio. La obtencién de las reacciones puede ser necesaria por diversos
motivos: bien para realizar una comprobacién de la resistencia de los propios
dispositivos de apoyo o ligadura, bien para conocer los esfuerzos que se
transmiten a otros sistemas colindantes, o bien para realizar un calculo
més detallado de los mecanismos de transmision de los esfuerzos, como por
ejemplo las roscas de los tornillos, o los cojinetes de los ejes.

En otros casos puede no ser conveniente o practico plantear el problema
mediante trabajos virtuales. Este es el caso, por ejemplo, de los enlaces
rugosos que si realizan trabajo virtual. Es preciso conocer la naturaleza de
los esfuerzos que realizan para plantear las ecuaciones de la estatica.

En lo que sigue hablaremos brevemente de ambos tipos de enlaces: en
primer lugar las ligaduras lisas, y a continuaciéon las que transmiten fuerzas
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de contacto de rozamiento.

13.7.1. Enlaces lisos

Apoyo simple.- La reaccién corresponde a la que se produce entre dos
superficies tangentes que se tocan en un punto, permitiendo el deslizamiento
relativo entre ambas.

Sabemos por lo estudiado en cinemaética (apartado 4.5.3) que las velo-
cidades de los puntos en contacto correspondientes a cada uno de los dos
s6lidos han de estar contenidas en el plano tangente comiin. Estas veloci-
dades, correspondientes a particulas de cada sélido, no tienen porqué ser
iguales; en el caso en que lo sean estaremos en condiciones de rodadura, y
en caso contrario existira deslizamiento.

En cualquier caso, si el enlace es liso, para que la reaccién no realice
trabajo ésta debera ser normal a las superficies en contacto.

En general, este tipo de apoyo es compatible con una rotacion relativa
entre ambos soélidos, rotacion que puede descomponerse tal como se discutié
en el apartado 4.5.3 en rodadura y pivotamiento.

Figura 13.8: Apoyo simple entre su-
perficies lisas.

Roétula esférica.- FEsta uniéon entre dos solidos puede considerarse, de
manera idealizada, como una protuberancia esférica de uno de los sélidos
que se inserta en una oquedad de la misma forma en el otro. Si ambas
superficies son lisas, las fuerzas de contacto entre ambas seran radiales,
siendo la resultante por tanto un vector que pasard por el centro de la
esfera, en direcciéon arbitraria.

En definitiva, este enlace impone tres coacciones (las coordenadas
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Figura 13.9: Rodtula esférica mate-
rializada como una esfera solida in-
cluida en una oquedad igualmente D
esférica.
Va

(x,y,z) del centro de la esfera) y la reacciéon tiene consiguientemente tres
incognitas, las tres componentes del vector (Ry, Ry, R.).

Articulacion plana.- Constituye el caso correspondiente a la rétula es-
férica para el movimiento plano. En él las coacciones son dos (coordenadas
(x,y) del centro de la articulacion), de igual manera que las componentes
de la reaccion (R, Ry), que pasara por el centro de la articulacion y tendra
una orientacion arbitraria en el plano.

Figura 13.10:  Articulacion
plana

Arbol circular en cojinete cilindrico.- Se trata en este caso de una
superficie cilindrica circular que penetra en una oquedad igualmente cilin-
drica. Al ser las fuerzas normales al cilindro, reduciendo éstas a un punto O
de su eje, se obtiene una reaccion de componentes (R, Ry) (siendo z la di-
reccion del eje) y un momento de componentes (M, M,). Se considera que
el cojinete cilindrico permite el desplazamiento axial del eje (en direccion
z), asi como la rotacion del mismo, por lo que las tinicas componentes nulas
de la reaccién son R, y M,.
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Vi

Figura 13.11: FEnlace materializado me-
diante un drbol circular en un cojinete ci-
lindrico, pudiendo deslizar segun la direc-
cion del eje. P2

PI\S

Figura 13.12:  Enlace formado por una
Junta de revolucion que no permite desli-
zamiento en direccion azial. —

En algunos casos los cojinetes incorporan una coaccién al movimiento
axial, producida por un saliente o tornillo que se aloje en una garganta del
eje. En este caso la reacciéon tendria también la componente R, siendo en-
tonces equivalente a la articulacién plana mencionada arriba. El movimiento
permitido se reduce a la rotacion alrededor del eje Oz fijo.

Otra variante es el caso en que el alojamiento circular sea muy estrecho
en direccion axial, por lo que permitiria en la practica los giros segun las
direcciones no axiales x e y. Por lo tanto, las componentes de la reacciéon
serfan Unicamente R, y Iy, normales al eje, sin momentos de ningun tipo.
Este enlace equivaldria a una rétula esférica, en la que se permite ademés
el deslizamiento segun la direccion axial del eje cilindrico.

Empotramiento.- Es el enlace més rigido, consistiendo en una soldadu-
ra o unién perfecta entre los sélidos. No admite movimientos relativos de
traslacion ni de rotacién. entre los dos sélidos, por lo que las reacciones
incognitas son seis: las fuerzas (R, Ry, R;) y los momentos (M, M,, M)
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en el punto de empotramiento.

Figura 13.13: Empotramiento: no —
admite desplazamiento ni giros rela- ]

tivos. —

En el caso del movimiento plano légicamente las reacciones quedan re-
ducidas a tres, (R, Ry) para las fuerzas y M, para el momento.

Las cuerdas o hilos.- Los hilos son capaces de transmitir esfuerzos tan
sblo en su propia direccién y en el sentido de traccion, es decir, en el que
tiende a estirar al hilo®.

Por tanto, la reaccion tendra una tnica componente (7'), denominada
tension del hilo. Al tratarse de un enlace de tipo unilateral, serd preciso
comprobar a posteriori el signo de la misma, comprobando que es de tracciéon
(T' > 0). En caso que resultase de compresion (7' < 0) volveriamos a resolver
el problema “eliminando” el hilo, ya que obviamente no podria actuar en el
sentido de compresion.

Figura 13.14: Enlace proveniente de
un hilo.

El método habitual para calcular a posteriori la tensién del hilo es “cor-
tar” el hilo, sustituyéndolo por la accién de la tensién T en cada uno de los
dos so6lidos que une, en la direccion del mismo.

3Consideramos aqui tan sélo hilos sin peso ni cargas distribuidas que siempre adop-
tan bajo tensiéon una configuraciéon recta, quedando los hilos curvos sometidos a cargas
distribuidas para el capitulo 14.
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En el contexto de la mecanica de sélidos rigidos y de sistemas discretos
los hilos que se manejan son por lo general inextensibles. Los hilos reales
tienen siempre una cierta elasticidad, pudiendo estirarse segtun la tensiéon
aplicada, aunque en la practica generalmente sea muy poco. En esta asig-
natura consideraremos que este estiramiento es despreciable, salvo que se
diga expresamente lo contrario.

13.7.2. Enlaces con resistencias pasivas; rozamiento
Rozamiento entre superficies en contacto

En los enlaces reales, materializados mediante superficies sélidas en con-
tacto, no se da nunca de manera exacta el comportamiento ideal descrito
para los enlaces lisos. Los contactos reales no se producen entre superfi-
cies geométricas lisas, sino que existen rugosidades e imperfecciones en las
mismas; por otra parte, al ser comprimidos, los sélidos se deforman, con
lo que el contacto no es puntual. La lubricacién de los contactos facilita el
deslizamiento entre las superficies, al hacer que el contacto se realice no de
manera directa sino a través de una pelicula de lubricante interpuesta.

Estos fenémenos contribuyen a hacer que las acciones de contacto reales
sean considerablemente méas complejas que lo descrito en el apartado an-
terior, y que ademas en muchos casos sea necesario condiderar reacciones
de enlace en forma de resistencias pasivas que desarrollan un trabajo. La
naturaleza de estas resistencias es tal que se oponen al deslizamiento rela-
tivo de los puntos en contacto, de forma que el trabajo realizado por ellas
es siempre negativo, detrayéndose de la energia mecénica del sistema. De
aqui el cardcter disipativo de las mismas, que hace que la energia mecanica
disminuya siempre, siguiendo la segunda ley de la termodinamica.

Para la resistencia al deslizamiento de dos superficies en contacto, el
modelo més usual es el denominado rozamiento de Coulomb. Este modelo
postula que si la fuerza normal que comprime a ambas superficies en con-
tacto es IV, el contacto es capaz de desarrollar una fuerza de rozamiento en
direccién tangencial cuyo valor esta limitado por la desigualdad

R < uN

donde p es el denominado coeficiente de rozamiento de Coulomb.

Debe precisarse que esta inecuacién establece el valor maximo del ro-
zamiento que puede movilizarse en el contacto. No debe cometerse el error
de suponer que la fuerza de rozamiento toma siempre el valor uN; éste
corresponde tnicamente al valor maximo que puede tomar.
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En la practica, el rozamiento se moviliza de forma gradual. Supongamos
un contacto entre dos superficies en equilibrio bajo una fuerza normal a las
mismas de valor N. Si la accién se va inclinando ligeramente, se movili-
za simultidneamente el rozamiento necesario para equilibrar la componente
tangencial de la accion (R < pN). Llega un momento en que se alcanza el
valor maximo del rozamiento (R = pV) y el punto de contacto comienza
a deslizar. Por tanto, el valor maximo puN so6lo se alcanza cuando se esta
produciendo el deslizamiento o cuando el contacto esté en el limite, a punto
de deslizar.

Figura 13.15: En el modelo de rozamien-
to de Coulomb la reaccion tangencial (T)
que se moviliza es menor o igual como md-
zimo a [ por la reaccion normal (N), lo

que permite definir el dngulo de rozamien-
to ¢ = arctan p.

El rozamiento de Coulomb tiene una interpretacién geométrica sencilla,
ya que el angulo entre las componentes normal y tangencial de la reaccién
viene dado por

R
t — - <
ga=<p

El deslizamiento se producira por tanto si este angulo supera el valor ma-
ximo definido por

a < p =arctgpu,

es decir, la fuerza de reaccién esta contenida en un cono de rozamiento de
semiangulo ¢ y vértice en el punto de contacto.

Por lo tanto la condicién de equilibrio, en relacién con las fuerzas aplica-
das en uno de los sélidos, es que éstas se reduzcan a una resultante aplicada
en el punto de contacto, cuyo angulo con la normal sea menor o igual que
el angulo de rozamiento ¢, es decir, que esté incluida dentro del cono de
rozamiento.

La realidad es algo més compleja que lo expuesto arriba, ya que se com-
prueba generalmente que al comenzar el deslizamiento el rozamiento tan-
gencial se reduce. Esto da lugar a dos coeficientes de rozamiento distintos:
el coeficiente estatico antes del deslizamiento (u), valido hasta la situacion
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limite, y el coeficiente dindmico (¢' < p), una vez comenzado el desliza-
miento. Asimismo, el coeficiente de rozamiento depende en la realidad de
diversos factores més, como la lubricacion, el estado de las superficies en
contacto, e incluso de la presién entre ambas.

El rozamiento, como mecanismo elemental, es responsable de diversas
manifestaciones de resistencias pasivas en mecanismos de enlace, como se
describe a continuacion.

Resistencia al giro en el cojinete de una articulacién.- Sea una
articulacion formada por un cojinete que aloja a un eje cilindrico de radio
R (figura 13.16). Sobre el eje acttia una carga P, con una pequena excentri-
cidad de forma que tiende a hacer girar el eje en el sentido contrario a las
agujas del reloj.

El rozamiento en el contacto eje-cojinete produce una fuerza de valor
T < uP, y en el limite de deslizamiento T' = uP. Para que el eje comienze
a girar alrededor de si mismo, serd necesario un momento que contrarreste
el momento generado por esta fuerza de rozamiento, es decir M = puRP.
Denominando

Figura 13.16: Resistencia al giro en
cojinetes

se puede interpretar esta resistencia como el efecto de un momento re-
sistente al giro, de valor

M, <rP si no existe giro en el cojinete
M, <rP| o r o CXISHe & LS,
M, =rP si existe giro.
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Se puede interpretar que el valor del parametro r, con dimensiones de
longitud, define un circulo de rozamiento. Para que haya equilibrio la carga
exterior P, como vector deslizante resultante de las acciones, debe pasar
por dentro del circulo de rozamiento; si su eje de accién no intersecta el
circulo, se producira giro en el cojinete.

El mecanismo de resistencia al giro en una rotula esférica es similar a
éste, definiéndose un parametro r que define una esfera de rozamiento de
igual manera.

Resistencia al pivotamiento.- Esta resistencia se origina por el hecho
de que el contacto entre dos superficies no es exactamente puntual, sino
que por la deformacion de las superficies, se produce contacto en una zona
de extensién finita. El giro de pivotamiento desencadena un rozamiento,
que produce un momento resistente alrededor del eje de pivotamiento. Este
momento resistente se caracteriza por un parametro € con dimensiones de
longitud, de forma que

< Nel o { M, < Ne si no existe pivotamiento,

P = M, = Ne si existe pivotamiento.
Resistencia a la rodadura.- Se trata de otro mecanismo de resistencia
pasiva muy comun, aunque en este caso no esta producido por el rozamiento
entre superficies. Distinguiremos dos casos, segiin se trate de una rueda
motriz o remolcada.

Rueda motriz.- Consideremos una rueda rodando sobre una superfi-
cie plana, sobre la que actua una carga vertical P (figura 14.14). Se observa
que la reaccién N, considerada como vector deslizante, no esta situada bajo
el eje de la rueda, sino ligeramente adelantada. Esto se debe a que esta
reaccién es en realidad la resultante de las acciones de contacto en un area
finita no puntual, que tiende a deformarse hacia delante por efecto de la
rodadura.

Se puede definir por tanto un coeficiente de resistencia a la rodadura 6,
con dimensiones de longitud, de forma que el momento resistente vale

M, < N§ si no existe rodadura,

M, <Né¢| < { M, = N6  si existe rodadura.

Conviene recalcar que fisicamente este efecto no esté relacionado con el
rozamiento sino con la deformaciéon local del area de contacto. De hecho
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M
P
P
Figura 13.17: Resistencia a la ro-
dadura de una rueda Motriz, sobre
la que actia un momento M y una
carga P.
—
T }N —p

en la rodadura se produce una fuerza de rozamiento (7" en la figura 13.17)
que, aunque pudiera resultar chocante a primera vista, lleva el sentido del
movimiento de avance de la rueda. Esto es debido a que el movimiento rela-
tivo que tiende a producir el par M sobre el punto de la rueda en contacto
tiene sentido opuesto al avance (es decir, hacia atras). Por tanto el roza-
miento “empuja”’ a la rueda en sentido opuesto, hacia delante. El valor de
esta fuerza de rozamiento es

T < puP si no existe deslizamiento
T<puP| & o o ’
{ T =uP si existe deslizamiento.

Rueda remolcada.- La situaciéon cambia si se trata de una rueda
remolcada, sobre la que acttia una carga P vertical y una tracciéon T en
sentido del avance (figura 13.18).

En este caso la resistencia a la rodadura se produce de manera similar,
manifestdndose como un avance del eje de la resultante de las reacciones
normales N, cuyo méximo valor es . El momento resistente a la rodadura
valdra

M, < No

Sin embargo, la reacciéon tangencial llevara en este caso el sentido opuesto al
avance. Esto se puede interpretar debido a que la traccién sobre el eje de la
rueda tiende a producir un deslizamiento del punto de contacto en sentido
del avance.
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P
. ) ) T
Figura 13.18: Restistencia a la roda-
dura de una rueda remolcada, sobre
la que actua una traccion T y una
carga P.
P~ —
T }N:P

Por altimo, observemos que en caso de duda respecto al sentido de la
reacciéon tangencial en los casos de rodadura, conviene establecer las ecua-
ciones cardinales (13.23) y (13.24) de equilibrio (o de la dinamica en su
caso), cuya soluciéon proporcionara el valor adecuado para la reaccion en
cada caso (en sentido algebraico, es decir con signo + 6 —). A menudo es
preferible esto ya que las apreciaciones intuitivas respecto a la “tendencia al
deslizamiento” pueden prestarse a confusiones.

13.8. Sistemas de barras articuladas

13.8.1. Clasificacion

Un tipo de sistemas de particular interés en diversas ramas de la ingenie-
ria, y en concreto en la ingenieria estructural, son los formados por barras
articuladas, con cargas concentradas aplicadas en las articulaciones.

Un conjunto de barras unidas mediante articulaciones puede dar lugar
a distintos tipos de sistemas, segtin el nimero de movimientos permitidos o
de coacciones a los mismos.

En primer lugar, cada una de las barras debe estar en equilibrio. Al apli-
car las ecuaciones cardinales (13.23) y (13.24) se concluye inmediatamente
que los esfuerzos en los extremos de cada barra deben ser iguales y de signo
contrario, dirigidos segtin la propia barra. Este esfuerzo se denomina tension
en la barra. En un sistema de barras existird por tanto una incégnita por
barra (su tension) més 6 reacciones incognitas provenientes de los apoyos
(supuesta una sustentacion isostatica).



Aptdo. 13.8. Sistemas de barras articuladas 13.35

Figura 13.19: FEsfuerzos en una ba-
rra en equilibrio

El ntmero de ecuaciones de que se dispone para resolver estas incognitas
son las del equilibrio en cada articulacion: es decir, 3 ecuaciones provenientes
de anular la resultante de las fuerzas sobre la misma. No cabe hablar de
momentos sobre la articulaciéon ya que éstas se idealizan como puntos y no
pueden transmitir momentos a las barras. Por lo tanto, en un caso general,
suponiendo que el nimero de barras es b y el niimero de nudos n, se tienen
3n ecuaciones para (6 + b) incognitas. En el caso particular de sistemas
planos, estas se reducirdn a 2n ecuaciones del equilibrio en cada nudo, para
(34 b) incognitas.

Las posibles combinaciones, algunas de las cuales se ilustran en la figu-
ra 13.20 para un caso plano, son las siguientes:

Tipo de sistema Sistema Plano | Sistema Espacial
(2D) (3D)
Mecanismo

(existen g.d.l. internos) 2n>34+0b 3n>6+0

Estructura isostatica
(sin g.d.l. internos) 2n =340 3n=6+0b

Estructura hiperestatica

(barras redundantes) 2n <3 +b N <6+0b

En el caso de los mecanismos, las coacciones de las barras rigidas y de
las ecuaciones globales de equilibrio (34+b 6 6+b segin sea 2D 6 3D) no son
suficientes para restringir el giro en todos los nudos, permitiendo entonces
movimientos o grados de libertad internos. Los mecanismos se emplean en
los casos en que se quiera transmitir movimientos de forma controlada y
eficaz, como en las maquinas de diverso tipo. un ejemplo muy comun es el
mecanismo biela-cigiienal de los motores de los automoviles. Sin embargo,
en las estructuras con fines portantes de ingenieria civil, por lo general se
busca que no se muevan internamente, por lo que procuraremos una coaccion
interna mayor.
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Las estructuras isostdticas poseen el nimero adecuado de barras para
que, junto con las ecuaciones del equilibrio global, coaccionen el movimiento
de giro en todas las articulaciones (2n = 3+ b 6 3n = 6 + b seglin que sea
2D 6 3D). Se dice que estamos ante una estructura, porque ésta no posee
grados de libertad internos. Ademaéas esta estructura es isostdtica, puesto
que las ecuaciones de la estatica bastan para obtener todas las tensiones en
las barras incégnitas. Este tipo de sistemas si son suceptibles de empleo en
ingenierfa civil con fines estructurales y resistentes.

Por ultimo, las estructuras hiperestdticas, restringen también los giros y
movimientos internos en los nudos, pero mediante un nimero de coacciones
mayor que el estrictamente necesario. El niimero de barras es mayor que
en el caso isostéatico, de forma que se verifica 2n < 3+b 6 3n < 6+ 0
segun estemos en 2D 6 3D. Las ecuaciones de la estatica no son suficientes
para obtener las tensiones en cada barra, habiendo de recurrirse a técnicas
propias del célculo de estructuras hiperestaticas®, en las que es preciso tener

en cuenta la deformabilidad de cada barra y su relacién con la tensiéon en
la misma. Estos sistemas también son adecuados para fines estructurales.

a) isostético b) mecanismo ¢) isostatico d) hiperestéatico
Figura 13.20: FEjemplos de sistemas isostdticos, hiperestdaticos y mecanismos

Conviene resaltar que la clasificaciéon realizada arriba entre mecanismos,
estructuras isostaticas e hiperestaticas, se refiere exclusivamente a los grados
de libertad internos o a las coacciones a los mismos. Hemos supuesto en toda
la discusién que el ntimero de reacciones provenientes de los apoyos externos
del sistema eran 3 para el caso plano y 6 para el espacial, correspondientes
a lo que se denomind, en el apartado 13.6.2, sustentacion isostdtica. Cabe
pensar sin embargo en una estructura internamente isostatica, pero con una
sustentacion hiperestética, o incluso con una sustentacion insuficiente que
permita desplazamientos globales de la misma como sélido rigido. lo mismo

4Estas técnicas se estudian en las disciplinas de resistencia de materiales y cdlculo de
estructuras.
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cabe decir de las estructuras hiperestaticas, que pueden tener sustentaciones
isostaticas, hiperestaticas, o incluso insuficientes.

También es necesario precisar que pueden existir casos en los que no
sea valido aplicar las féormulas dadas arriba para clasificar como isostéatico
o hiperestatico el sistema en su conjunto, ya que este puede ser heterogé-
neo. En efecto, pudiera ocurrir que una parte del mismo tuviese el caracter
de estructura (isostatica o incluso hiperestatica, con un namero cualquiera
de barras redundantes) mientras que otra parte estuviese insuficientemente
coaccionada, constituyendo el conjunto un mecanismo. Por tanto, es nece-
sario realizar un anélisis cuidadoso de cada sistema concreto, diferenciando
si es preciso las distintas partes, antes de aplicar las férmulas de la tabla
anterior.

Restringiéndonos a los casos de estructuras isostdticas sustentadas asi-
mismo de manera isostatica, explicaremos a continuacién a grandes rasgos
dos métodos generales de resolucién para las mismas.

13.8.2. Meétodo de los nudos

El método de los nudos se basa en realizar una separaciéon de cada uno
de los nudos de la estructura, estableciendo el equilibrio de fuerzas en él
a partir de las tensiones de las barras, las posibles cargas aplicadas en el
nudo, y las posibles reacciones caso de existir un apoyo en el nudo.

En primer lugar se determinan, mediante las ecuaciones cardinales de
la estatica (13.23) y (13.24), las reacciones de apoyo de la estructura para
las cargas dadas, lo que siempre sera posible si la sustentaciéon es isostatica
como se ha supuesto. A continuacién se escoge un nudo en que exista un
namero de barras (es decir, de incognitas) suficientemente bajo para que se
puedan determinar las tensiones en barras por las ecuaciones de equilibrio
en el nudo: un nudo con 3 barras como méaximo en 3D, 6 con 2 barras como
maximo en 2D. Al plantear el equilibrio del nudo (Y  F = 0) podremos
calcular las tensiones en barras unidas al nudo. Una vez resuelto este nudo
se procede a otro nudo conexo con éste, en el cual una de las tensiones ya
es conocida (la de la barra que une ambos). Solucionamos este nudo para
el resto de las tensiones incégnitas de igual manera. El procedimiento se
repite sucesivamente, escogiendo siempre nudos con un niimero de incognitas
suficientemente bajo, hasta resolver toda la estructura.

El método se ilustra mejor mediante un ejemplo, como el correspondiente
a la cercha articulada de la figura 13.21. En este ejemplo, una vez calculadas
las reacciones de apoyo (Xp, Yg, Ya), se van calculando las tensiones en
barras, progresando de nudo en nudo como se ha dicho.



13.38 Capitulo 13. ESTATICA

XB

Yp 7

E C

Figura 13.21: Ejemplo de resolucion de una estructura plana articulada por
el método de los nudos. Se comienza por el nudo A para determinar Ty y
Ty, luego el C (T5 yTy), el D (Ts y Tg) y por ultimo el E (T ).

El procedimiento del calculo se puede aplicar de forma analitica o de
forma grafica, siendo este tltimo procedimiento debido a Cremona.

Conviene aclarar que en una estructura isostatica siempre existe un ca-
mino isostético de solucién que permite ir solucionando nudo a nudo. En el
caso en que no exista este camino, se tratara en realidad de una estructura
hiperestatica.

13.8.3. Meétodo de las secciones

El método de las secciones, que se aplica tan sélo a sistemas planos, se
basa en plantear las ecuaciones de equilibrio a una parte de la estructura, en
la que el resto se ha seccionado y sustituido por las tensiones en las barras
cortadas.

El método comienza, al igual que en el caso anterior, por el calculo de
las reacciones de apoyo isostaticas. A continuacién se basa en el principio de
que, para una seccion ideal (es decir, tedrica) de una estructura, el efecto de
un lado de la estructura sobre el otro se reduce a las fuerzas (como vectores
deslizantes) de los elementos cortados aplicados en los puntos donde se han
seccionado. Esto permite considerar el equilibrio de uno sélo de los lados de
la estructura, sujeto a las fuerzas (incognitas) de las barras seccionadas.

Puesto que en el caso plano disponemos de 3 ecuaciones cardinales de
equilibrio, buscaremos secciones en las que se corte tan sblo a tres barras
cuya tension sea desconocida. De esta forma sera posible mediante la apli-
cacién de las ecuaciones de equilibrio calcular la tensiéon en las tres barras.
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Se procede asi con sucesivas secciones hasta determinar finalmente todas las
tensiones en barras de la estructura.

YB YA

Figura 13.22: Resolucion de una cercha articulada por el método de las
secciones. Una vez calculadas las reacciones de apoyo, el corte por la seccion
PP’ permite determinar las tensiones Ty, T3 y Ty. La seccion QQ' permitird
calcular Ty y Ty, y ast sucesivamente

El mejor modo de explicar el método es, al igual que antes, mediante un
ejemplo, descrito en la figura 13.22.

Al igual que en el caso de los nudos, toda estructura isostatica permite
dar secciones consecutivas de forma que en cada una surjan tan sdélo 3
incognitas o menos. En caso de que no se pudiera, la estructura seria en
realidad hiperestatica.



13.40 Capitulo 13. ESTATICA




Capitulo 14

Estatica de hilos

14.1. Consideraciones generales

Se trata aqui la aplicacion de los métodos de la estatica al estudio de
hilos o cables flexibles e inextensibles. La flexibilidad de los hilos hace que
su estudio difiera en cierta medida de los sistemas discretos considerados
en el resto de este curso. En efecto, uno de los objetivos principales de su
estudio sera determinar la configuracién que adoptan, a priori desconocida.
Sin embargo, resulta apropiado su estudio en el ambito de la mecanica
de sistemas rigidos ya que comparten una propiedad esencial: las fuerzas
internas (las que no permiten la extension del cable) no desarrollan ningin
trabajo. En este aspecto crucial se diferencian de los sistemas deformables
y estructurales, en los que se produce una energia de deformacién interna
bajo carga.

Las caracteristicas que definen los hilos flexibles e inextensibles y se
admiten aqui como hipétesis de partida son las siguientes:

1. Seccion despreciable. Se considera que el hilo posee una dimensién
predominante, mucho mayor que los otros dos, por lo que puede ser
idealizado segtin una linea, sin seccién transversal. Tan solo sera ne-
cesario considerar esta seccion a efecto de calcular su peso especifico
o peso propio por unidad de longitud, en funcién de la seccién trans-
versal y su densidad.

2. Flexibilidad perfecta. El hilo no resiste esfuerzos de flexién, y por lo
tanto tampoco de corte. Tan so6lo resiste esfuerzos en direccién tan-
gencial o longitudinal.

3. Inextensibilidad. Cuando estd sometido a traccion, el hilo es lo sufi-

14.1
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cientemente rigido (en direccion longitudinal) como para que se pueda
despreciar su extensibilidad. Por el contrario, sometido a compresion,
el hilo no ofrece resistencia y se arruga.

Debe quedar claro que estas hipotesis son una idealizacién que conforma
el modelo de hilos flexibles inextensibles al que se cine este capitulo. En
circunstancias reales, los cables o cuerdas no cumplen exactamente ninguna
de las hipdtesis anteriores; sin embargo, en numerosos casos practicos es
suficientemente valida esta idealizacién.

14.2. Ecuaciones de equilibrio bajo cargas conti-
nuas

14.2.1. Ecuacion vectorial del equilibrio

El hilo queda definido por su curva directriz, r(s), que supondremos
parametrizada en funcion de la longitud de arco s de la misma. En un punto
dado del hilo definido por s podremos considerar una seccién normal A, en
la cual definimos como cara frontal A" la que esta orientada en sentido
de s creciente, y cara dorsal A~ la orientada en sentido de s decreciente
(figura 14.1).

Figura 14.1:  Directriz del hilo
(r(s)), secciones frontal (AT ) y dor-
sal (A~ ), y concepto de tension (T')

Si se considera el hilo cortado por esta seccién, la parte que queda por
detras queda limitada por la seccion frontal A*, en la que el efecto del hilo
por delante que se ha eliminado puede sustituirse por una fuerza T que
se denomina tensidn. Si por el contrario se considera la parte del hilo por
delante, queda limitado por la seccion dorsal A, sobre la que el resto del hilo
produce una fuerza —T', de forma que esté en equilibrio con 7'. En principio
T podria llevar cualquier direccién, aunque como veremos mas abajo su
direccién seré tangente al propio hilo. Por otra parte, debe ser siempre
T > 0 de forma que corresponda a una traccion, T' < 0 corresponderia a un
esfuerzo de compresién que no puede ser resistido.
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Sea un elemento PQ del hilo, de longitud infinitesimal ds. El punto P
corresponde a s y @ a (s + ds). La seccion en P sera dorsal y la seccion en
@ frontal (figura 14.2).

Sobre el hilo actiia una carga continua g por unidad de longitud. Al
cortar el elemento de hilo por los puntos P y @, el equilibrio del mismo
queda garantizado por la tensién del hilo en cada extremo.

Figura 14.2:
FEquilibrio de
un elemento
PQ de hilo
sometido a
cargas  con-
tinuas q por
unidad de
longitud

En primer lugar, establecemos el equilibrio de fuerzas sobre este elemento
de hilo. Las fuerzas que acttian sobre el mismo son:

» Tension en P: (—T)
» Tension en Q: (T'+dT)
» Cargas externas: (gds)

Expresando la anulacién de la resultante,
—T+(T+dT)+qds=0

de donde resulta la ecuacion vectorial del equilibrio:

‘dT—i—qu:O‘ & g—i-q:O (14.1)

Para completar las condiciones de equilibrio, expresamos la anulacién

de los momentos en (). Denominando dr = dst ~ P(), siendo t la tangente
al hilo:
(=dr) A (=T) — &dr A gds = 0,

donde hemos supuesto que la resultante de cargas exteriores (gds) actta
en un punto intermedio del elemento, definido por (—&dr) desde @, siendo
€ € (0,1). Prescindiendo de infinitésimos de 2.° orden, resulta

drAT =0



14.4 Capitulo 14. ESTATICA DE HILOS

De aqui se deduce que la tensiéon ha de ser tangente al hilo, en conformidad
con la hipotesis 2. enunciada en el apartado 14.1.

14.2.2. Ecuaciones en coordenadas intrinsecas

Expresemos ahora la ecuaciéon del equilibrio (14.12) en funcién de sus
componentes en el triedro de Frenet (véase apartado 2.2.4). Recordamos
que la formula de Frenet (2.13) permite expresar la derivada de la tangente

como:
dt n

ds R’
siendo m la normal principal y R el radio de curvatura.
La tension lleva la direccién de la tangente, quedando definida por un
escalar T' de forma que T' = T't Sustituyendo en la ecuacién del equilibrio
(14.12):

d(Tt)

) =0
ds ta

dT n

—t+T— =0

ds + R+

Figura 14.3: Equiltbrio en compo-
nentes intrinsecas

Podemos extraer de esta tltima expresion las componentes segiin las
direcciones del triedro. Denominando (g, ¢n, g») las componentes de g segin
cada una de las direcciones,

(dT
€ + ¢ =0 (direccion tangente)
s
= + ¢, =0  (direccion normal) (14.2)
a =0 (direccion binormal)
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OBSERVACIONES:

= La componente ¢, segtin la binormal es nula. Esto quiere decir que el
hilo adopta una configuraciéon que contiene a la fuerza q en su plano
osculador, definido por los vectores (¢, n).

» Si no existe componente tangencial de la fuerza aplicada (¢; = 0), la
tensién del hilo se mantiene constante. Si ademés la fuerza normal
(gn) es constante, el radio de curvatura adoptado sera también cons-

tante, resultando una circunferencia como configuraciéon de equilibrio
del hilo.

EJEMPLO 14.1: Membrana cilindrica sometida a presiéon interna de valor p.

Consideramos una rebanada de la membrana normal a la directriz del
cilindro (figura 14.4), por lo que podremos considerarla como un hilo. La

Figura 14.4: Membrana cilindrica sometida a
presion interna p

presion hidrostatica de un fluido es normal a la superficie, por lo que la
tension es constante. Aplicando la expresion (14.22):

T =pR.

14.2.3. Ecuaciones en coordenadas cartesianas

Empleamos la siguiente nomenclatura para las componentes cartesianas
de los vectores

(4 dy d=
“\ds’ds’ ds
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Considerando que la tension se puede expresar como T' = T't, las ecuaciones

de equilibrio (14.12) resultan en las tres ecuaciones escalares

d dx
— | T— : =0
ds( ds)+q

d dy
— (=2 —
ds < ds) T 0

d dz
— (7= , =
ds ( ds> +4a 0

14.2.4. Casos de fuerzas conservativas

(14.3)

Supongamos que q, fuerza aplicada por unidad de longitud del hilo, se

puede obtener de un potencial:

g=—-grad(V) = dV =—q-dr

(14.4)

Puesto que q es una fuerza por unidad de longitud, V tiene la dimension

de energia por unidad de longitud, es decir de fuerza.

Proyectemos la ecuacion vectorial (14.1) sobre la tangente ¢:

AT - t+qds-t =0

es decir,
dT' +q-dr = 0;

y empleando (14.4) se obtiene
dT'=dV

e integrando

donde h es una constante de integracién arbitraria.

(14.5)

Esta expresion es de gran utilidad préctica, puesto que permite de forma

muy sencilla obtener la tensién en cada punto del hilo.

EJjEmMPLO 14.2: Hilo homogéneo sometido a su propio peso en el campo

gravitatorio simplificado
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T T
Figura 14.5: Hilo sometido
a su propio peso (campo con-
I servativo)
T, | |,_-n
q
x

Sea el peso de valor g por unidad de longitud del hilo (figura 14.5). El
potencial gravitatorio es V' = ¢z, por lo que aplicando (14.5) obtenemos la
tensién en cada punto del hilo como

T=qz+h

En la préctica conviene elegir un origen de coordenadas de forma que se
anule la constante arbitraria h. Esto se consigue situando el origen a una
distancia a = Ty/q por debajo del vértice o punto méas bajo de la curva de
equilibrio, siendo T la tension del hilo en dicho vértice. Asi resulta

(149

14.2.5. Casos de fuerzas centrales o paralelas
Si el campo de fuerzas aplicadas g pasa por un punto fijo, tomando el

radio vector r desde dicho punto, se cumplira

rANg=0
Multiplicando vectorialmente la ecuaciéon del equilibrio (14.1) por 7,

rANdT' +r ANqds=0
N——
=0

pero
rANdT =d(r ANT)—dr AT
——
=0

ya que T lleva la direccion de la tangente, T' = T' dr/ds. Se llega por tanto

a
(14.7)
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Esta expresion indica que la curva de equilibrio sera plana, puesto que r es
perpendicular a una direccién constante.
Supongamos ahora que el campo de fuerzas es paralelo a una direcciéon
u dada (¢ = qu). Multiplicando vectorialmente la ecuacion del equilibrio
(14.1) por w
uNdT +uAqgds=0
——
=0
pero
uANdT =d(uAT)—-duAT
N——
=0

ya que u es constante. Se obtiene por tanto

(14.8)

Vemos pues que en este caso también ha de ser plana la curva por un
razonamiento similar al anterior. En realidad, podriamos haber considerado
este como un caso particular de fuerzas centrales, dirigidas hacia un punto
impropio.

La expresion (14.8) indica ademés que la componente de T' normal a u
es constante; llamando a esta componente T,

T,=Ty (cte.) (14.9)

Por otra parte, para evaluar la componente de T" seglin u, proyectamos
la ecuacion del equilibrio (14.1) sobre esta direcciéon

d7T, +qds =0

de donde

T, = —/ gds+C (14.10)
0

Siendo C una constante de integracion.

Si elegimos el origen de arcos (s = 0) en el punto del vértice de la curva,
definido como aquél en el cual la tangente seé perpendicular a w y por tanto
T, = 0, se anula la constante de integracion:

Tu——/ qds
0

EJEMPLO 14.3: Hilo homogéneo sometido a su propio peso, bajo la acciéon
gravitatoria simplificada
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/I1,

Figura 14.6: Hilo sometido a su pro-
pLo peso »

Se trata de un campo de fuerzas conservativo y paralelo. Denominamos
las componentes vertical y horizontal de la tensién Ty y Ty respectivamente
(figura 14.6).

Si el peso del hilo por unidad de longitud es ¢, el campo de fuerzas seré
q = —qk, por lo que

dTy =qds = Ty =gs; (14.11)

Ty =Ty (cte) (14.12)

donde se ha elegido como origen de arcos (s = 0) el vértice o punto més
bajo de la curva, con tangente horizontal (71 = 0).
La tension total es segin (14.6)

T=qz=\T2+ T (14.13)

El origen de coordenadas se ha elegido a una distancia a por debajo
del vértice de la curva, de forma que la tensién mas baja, en el punto de
tangente horizontal, vale

To = qa (14.14)
De las expresiones (14.11), (14.13) y (14.14) se deduce la relaciéon

22 =5 +d’ (14.15)

Esta condicién es una propiedad que cumple la curva de equilibrio del hi-
lo, denominada catenaria. La determinacién precisa de la ecuacién de la
catenaria se realiza mas adelante (apartado 14.3.1).
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14.2.6. Analogia dinamica

Exponemos a continuacién un método alternativo, a través de una ana-
logia, que puede emplearse para el estudio de la configuraciéon del equilibrio
de un hilo. El método consiste en asimilar la tension T" a la velocidad de
una particula ficticia, cuya trayectoria dindmica sera precisamente la curva
de equilibrio del hilo:

dr def
v=—=T
dt
Para ello hemos de considerar que se ha definido un pseudo-tiempo ¢, que
parametriza la curva de equilibrio. Derivando la velocidad respecto de este
pseudo-tiempo obtenemos la “aceleraciéon”, y por tanto la ecuaciéon dinamica:

dT dT ds
- - “=_q-v

“Tat T ds ar
donde se ha empleado la ecuacién (14.12). Resulta por tanto
a=-v-q (14.16)

Esta ecuacion define el valor de la aceleracién a en funcién de las cargas
actuantes q. Por tanto, podemos considerarla como la ecuacién dindmica
de esta analogia, en lugar de ¢ = ma.

Si g proviene de un potencial V' tendremos, en funcion de (14.5), T =
V + h, y por tanto

a=(V+h)grad(V) = —grad { (V+ h)Q}

1
2

Por lo que el potencial de este movimiento analogico es V* = —%(V + h)?,
a partir del cual la aceleracién se obtiene como

a = —grad(V").

14.3. Configuraciones de equilibrio de hilos

14.3.1. Hilo homogéneo sometido a peso propio (catenaria)

Se denomina catenaria la curva de equilibrio que adopta un hilo uni-
forme sometido a su propio peso. Supongamos que éste vale ¢ por unidad
de longitud, es decir ¢ = —q¢k. Tomando el eje z como vertical y el eje
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x horizontal, las ecuaciones cartesianas del equilibrio (14.3) con F, = 0y

F, = —q arrojan:
d dx
(7= —o:
ds < ds) 0
d dz
— ([T— ) —qg=0.
ds < ds) 9

T—x:cte = ‘Tz:Tozcte.

De la primera ecuacion,

Aplicando la regla de la cadena a la segunda ecuacién de equilibrio,

d dz dx
s [ded} —e=0

y eliminando 7" en favor de Ty,

d dz
—(To— ) —q¢=0.
ds ( de> 1

Reorganizando términos y aplicando de nuevo la regla de la cadena,

To d [(dz\ dx
—— =) —=1 14.1
q dx <dx> ds (14.17)

Llamando a % To/q (pardmetro de la catenaria) y 2’ e 4. /dz, y conside-
rando

dx dx 1
sz/de—ksz: 2’
/14 (2)

la ecuacion (14.17) se convierte en
d /
w
1+ (2)°

a

La primitiva de esta expresién es: a senh_l(z’ ). Integrando con la condicién
inicial que corresponde a situar el origen de abscisas en el vértice o punto
de tangente horizontal,
/ _
< |z:0 =0
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se obtiene
x = asenh ' 2/

o bien, invirtiendo la relacién

T
2/ = senh =.
a

Integrando de nuevo con la condicion inicial z|,_, = a resulta finalmente

2= acosh > (14.18)
a
T Ty =Ty
Figura 14.7: Configuracion de
un hilo sometido a su propio
‘ 4z
peso (catenaria)
TO a = E
q
x

La configuracién de equilibrio puede verse en la figura 14.7. Debido a las
constantes de integraciéon tomadas, el vértice de la catenaria corresponde a
las coordenadas (x =0, z = a).

La tension en un punto cualquiera, segin la formula general (14.6) para
fuerzas conservativas y paralelas, es

T= qacoshE (14.19)
a

Longitud del arco de catenaria

Obtengamos ahora la longitud del arco de la catenaria entre dos puntos
dados. Para ello, integramos el elemento infinitesimal de arco ds :

ds? = da? + d2? = da? (1+ (z')Q) = da? (1 + senh? g) = dz? cosh? g.

Por tanto, el arco s medido entre el vértice (x = 0) y un punto cualquiera
de abscisa z es

5= / ds = / cosh §d§ = a senh . (14.20)
0 0 a a
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Observamos inmediatamente, aplicando la relacién entre funciones hiperb6-
licas (senh?z + 1 = cosh®z), que

2 =2%2—-a?
ecuacion que coincide con la deducida antes (14.15).

Observemos también que, segin se dedujo en (14.11) y (14.14), las com-
ponentes vertical y horizontal de la tensién son

x
Ty = qs = qa senh —,
a

Ty =Ty = qa.

Segmento desde el pie de la ordenada a la tangente

Demostraremos a continuacién una propiedad geométrica interesante de
la catenaria que en ocasiones puede resultar ttil. Sea P’ el pie de la ordenada
de un punto P de la catenaria (figura 14.8), es decir la proyeccion de P sobre
el eje Ox.

Figura 14.8: La distancia P'Q desde
el pie de la ordenada a la tangente a
la catenaria es constante e igual al
pardmetro “a” de la misma; la dis-
tancia PQ es igual al arco s entre P A «

P y O (nétese que el dibujo no es- 4
td a escala, por lo que en éste ambas
magnitudes no coinciden,). @) Q o
a \&|
P’ x

Llamando « al 4ngulo que forma la tangente a la catenaria con la hori-
zontal,

z T
tga = — = senh —
dx a

1 1 a

V1+tg2a B coshE oz
a

Cosx =
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considerando el triangulo rectangulo PQP’ (figura 14.8), obtenemos la dis-
tancia P’ desde el pie de la ordenada a la tangente:

P'Q = zcosa =a (cte)

Por otra parte, la distancia desde el punto P de la curva al punto Q vale

PQ:\/zQ—(P’Q)2: V22—a2=s

Es decir, es igual al arco de catenaria medido desde el vértice.

Deduccién de la ecuaciéon de la catenaria mediante la analogia
dinamica

Obtendremos ahora la ecuacién de la catenaria por otro procedimiento
distinto, empleando la analogia dindmica descrita en el apartado 14.2.6

La fuerza actuante por unidad de longitud para la catenaria vale ¢ =
—gk. La ecuacion dinamica (14.16) es por lo tanto

a = vqgk (14.21)
Expresando la componente cartesiana x de esta ecuacion,

d? d
dTE;U =0 = d—? = C (constante),

y considerando que v? = (dx/dt)? + (dz/dt)?, expresando la componente z

de (14.21),
d?z dar\ 2 dz\? dz\?
bl &r &) - 24 (92
a2 q\/(dt) +<dt> /¢ +<dt>

Integramos esta ecuacién:

d?z
a2 dz/dt
de? =q = senh! ( 2/ ) =qt

dz\?
2 sl
c+<dt>

donde se ha empleado la condicién inicial £

= 0. Invirtiendo la expre-
t=0

sion anterior,

d
d—j = C senh(qt),
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e integrando de nuevo:

z = (qjcosh(qt)

C
donde se ha considerado la condicién z|,_, = —. Puesto que z = Ct, y
q

llamando a % 9, se llega a
q

T
z = a cosh —
a

idéntico resultado al obtenido antes (14.18) por el procedimiento directo.

14.3.2. Hilo sometido a carga constante por unidad de abs-
cisa (parabola)

Un hilo sometido a carga vertical uniforme por unidad de abscisa z (coor-
denada horizontal) adopta una parabola como configuracion de equilibrio.
Como ejemplo mas caracteristico, puede citarse el de un puente colgante,
en que el peso del tablero es soportado por los cables mediante péndolas
(figura 14.9). El caso es distinto al del hilo sometido a peso propio (cate-

MMM Figura 14.9: Puente colgan-

[
te: ejemplo de carga constante
por unidad de abscisa.

naria), aunque si el cable estd muy tenso ambos se aproximan bastante.
En este caso la parabola podria servir como una primera aproximaciéon a la
catenaria.

-—

Si el peso por unidad de abscisa es ¢, un elemento de cable de longitud
ds pesarda ¢(dz/ds). Expresando las ecuaciones cartesianas del equilibrio

(14.3):
d dx
(7)) = o
ds( ds) ’

d dz dx
— (T— | —gq— =0.
ds ds ds
De la primera ecuacion se deduce que la tension horizontal es constante:

T, = TE = Tp (cte.)
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Desarrollando la segunda ecuacién y empleando este resultado,

d dz dx d dz dz
s (ded> =3 (Tod:v> =g

Simplificando las derivadas, esta expresion equivale a
d dz d?z
— (=) =¢ = Tho-—=q
dz ( Od:c) 1 0qaz — 1

Esta tltima es la ecuacion diferencial del equilibrio, que resulta particular-
mente simple para integrar. Integrando dos veces obtenemos:

_1lqg o

R 14.22
T (14.22)

Esta ecuacion corresponde a una pardbola de eje vertical. Al integrar se han
escogido los ejes para anular las constantes de integracién, imponiendo
dz
zl._o=0;, — =0,
|x—0 ’ dz =0
es decir, el origen de los ejes esta situado en el vértice de la pardabola (figu-
ra 14.10), a diferencia de la catenaria (figura 14.7).

q
e kv by PP
Figura 14.10: Hilo sometido a carga To
uniforme por unidad de abscisa (pa-
rabola) z

X

Anélogamente al caso de la catenaria, la tensiéon horizontal es constante
para todo el cable, puesto que no hay fuerzas horizontales sobre él. La
tensiéon minima se produce en el vértice de la parabola, donde la tunica
componente de la tension es la horizontal, T'= T, = Tj.

La tension vertical vale, proyectando la ecuacion (14.1) sobre la vertical,

dx

dT, +q,ds=0 = dT,=q—ds
ds

e integrando, considerando que para x =0es T, =0,

T, =qzx
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Esto equivale a decir que la tension vertical es precisamente el peso del cable
entre el vértice (z = 0) y un punto genérico de abscisa x.

La tensién total es
T = \/T¢ + (qx)? (14.23)

siendo su valor mayor cuanto més alejados estemos del vértice.

En este caso las fuerzas no provienen del potencial gravitatorio que se
deduciria del peso uniforme del cable, por lo cual la tensién total no vale
T = qz como en el caso de la catenaria. Sin embargo, podemos comprobar
que provienen de un potencial V' definido como

V=T +2qTp 2

En efecto las fuerzas se obtienen derivando V':

/ _ /
ov' q _ dx P, = _8V
Ox

q = — = —q—=;
0z 1+ %1)2 ds

Por otra parte, empleando (14.23) y (14.22) se comprueba que resulta ser
T = V', de acuerdo con la expresion (14.5) deducida antes.

=0

EJEMPLO 14.4: Sea un cable sometido a una carga repartida por unidad de
abscisa ¢, del cual conocemos su flecha f y la luz entre apoyos L a la misma
altura (figura 14.11). Se desea calcular las tensiones minimas y maximas en
el cable. Solucionar de forma genérica y aplicar para los valores numéricos
g=1kg/m, L =200m, f=20m.

NN EEN

Figura 14.11: Ejemplo: cable some-
tido a carga constante por unidad de
abscisa

L

La configuracién de equilibrio es una parabola, por lo que su ecuacién
es la (14.22):
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Para z = L/2 es z = f, luego

lg , 1 L?
T = — — = —(0—
0= 355" 8 f
La tension minima es por tanto
2
qL
Ty = —,
0 8f

y la tension méxima, aplicando (14.23) para x = L/2,

L\? L | L2
Tmax = T‘()2 + <q2> ;= Tmax = q§ W +1

Aplicando los datos numeéricos del enunciado, resulta

To = 250,0kg;  Tomax = 269,26kg; S = 205,2121 m.

EJEMPLO 14.5: Supongamos ahora el mismo problema que en el ejemplo
anterior 14.4 (cable de flecha f y luz L entre apoyos a la misma altura) pero
con carga ¢ constante por unidad de longitud del cable.

La curva de equilibrio es ahora una catenaria (14.18):
x
z = a cosh —
a
Particularizando para la flecha f en z = L/2,
L
(a+ f) =acosh —. (14.24)
2a
Para resolver el problema es preciso solucionar la ecuacién anterior en a.
Se trata de una ecuaciéon trascendente que carece de solucién analitica, de-
biendo resolverse por métodos numéricos’ para obtener el parametro a de

la catenaria. Esto se puede realizar por diversos procedimientos: dicotomia,
método de Newton, etc. (este tltimo es el més recomendado con caracter

No es objeto de este curso de mecanica el estudio de los métodos numeéricos de
resolucién de ecuaciones; si se precisa, consultar algin texto de analisis numérico, como
p-ej. J. Puy: Algoritmos Numéricos en Pascal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.
de Ing. de Caminos de Madrid, o R.L. Burden y J.D. Faires: Andlisis Numérico, Grupo
Editorial Iberoamericana, 1985.
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general). Otra alternativa es aproximar la solucion considerando la catena-
ria como una parabola, tal y como se justifica més abajo. Una vez obtenido
el valor de a, los valores de la tensién se obtienen como:

To = qa (Tension minima, en el vértice)

Thax = q(f +a) (Tension maxima, en el apoyo)

En el caso que nos ocupa, resolviendo para los valores numeéricos del enun-
ciado (véase ejemplo 14.4), resulta:

To = 253,2649kg;  Thax = 273,2649kg; S = 205,2374 m.

Aproximaciéon de la catenaria por la parabola

Como se ha dicho antes, la parabola es una buena aproximaciéon de la
catenaria para hilos muy tendidos, es decir, en los que la pendiente maxima
sea pequena. Puede comprobarse esto desarrollando en serie la ecuacién de
la catenaria en funcion del argumento (z/a):

. .

x 1 /2N\2 1 sx\4 1 /z\6
ZC—“COSha—“[1+2<a) +51(5) T (3) 0

El segundo término en el desarrollo anterior corresponde precisamente a
la ecuacion de la parabola (14.22), en la que se toma Ty/q = a. El primer
término corresponde a la traslaciéon vertical de ejes, ya que los de la catenaria
se toman una distancia a por debajo del vértice.

Esta propiedad permite, siempre que el parametro (z/a) sea suficiente-
mente pequeno, aproximar la catenaria por una pardbola. Esta aproxima-
cién es tanto mejor cuanto méas baja sea la pendiente, ya que un hilo més
tenso tiene un valor mayor de a = Ty/q. De esta forma, pueden resolverse
de forma aproximada con operaciones mas sencillas algunos problemas de
catenarias. Asimismo, esta aproximacién sirve como un primer valor pa-
ra comenzar las iteraciones en una resolucién numeérica aproximada de la
ecuacion de la catenaria (14.24).

Longitud de la parabola

Desarrollamos a continuacion el célculo de la longitud del hilo en el caso
de la parabola. Partimos de la ecuacion de la misma (14.22), en la que para
simplificar sustituimos Ty = qa, es decir:

_1x2

2—2;
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La longitud se obtiene integrando el elemento de arco:

s:/oxds:/ox\/mdm:/ox\/mdx

Resolviendo la integral?®, resulta:

s = %l‘ 1+(m/a)2+gln (gjt 1+(3:/a)2) . (14.25)

Este resultado representa la longitud del hilo paraboélico entre el vértice
(x = 0) y un punto genérico de abscisa x. Como puede comprobarse, la
expresion resulta méas dificil de obtener y engorrosa de trabajar que la que
correspondia a la catenaria (cf. ecuacion (14.20)).

Para trabajar en la préactica, a menudo conviene desarrollar en serie la
longitud de la parabola (14.25), obteniéndose:

1 rx\2 1 /x\4 1 /xz\6 z\8
@ RO @ o]
ng{—'_fia 40 \a +112a +Oa ( 6)
En los casos usuales basta con tomar los dos primeros términos del desarrollo
en serie, es decir
141 <x>2 (14.27)
s~ — (= . .
6 \a

EJEMPLO 14.6: Obtener la longitud del hilo en una parabola de luz L y
flecha f (figura 14.11).

La ecuacion de la pardbola (14.22), particularizada para x = L/2,z = f
arroja: )
= EE(L/g)Q, o =D _ 1L
2q g 8Ff
Sustituyendo en la ecuacion (14.25), y teniendo en cuenta que la longitud
del hilo es S = 2s|,_r /9, resulta:

fL\/1+16 (f/L)? +ff1 <4£+\/1+16(f/L)2>.

Empleando el desarrollo en serie (14.26), resulta:
8 /F\? 32 /f\' 256 [ f\© £\8
”3(1:) _5<L) 7 \z) "9z
8 ()
1 _ a
(1)

2Mediante el cambio ¢ = senh(z/a) y haciendo la integral resultante por partes. La
expresion final se obtiene teniendo en cuenta que senh™ z/a = In(z/a + /1 + (z/a)?).

S=1L

~ L
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EJEMPLO 14.7: Un cable de peso @) esta anclado entre dos puntos a igual
altura, a una determinada distancia horizontal L, de forma que su tensiéon
horizontal vale H = 10(Q). Se desea saber la rigidez geométrica kg del cable
respecto al desplazamiento horizontal de un extremo, es decir, el aumento de
la tensién horizontal H producida para un desplazamiento unidad, supuesto
el cable inextensible®. Resolver el problema de dos formas distintas, como
catenaria y empleando la aproximacion de la parabola.

Resoluciéon como catenaria.— En primer lugar, expresamos la
ecuacion del peso del cable, llamando x = L/2:

Q2= qasenhg = 10Qsenh£
a a

Despejando en esta expresion se obtiene

1
L —90,00832744. (14.28)
x  senh™(1/20)

A continuacién, expresamos la ecuacion de la longitud del cable y la dife-

renciamos:

S = 2asenh E;
a

adx — xda> T
— " e

O:2dasenhx+a< 5 osh —;
a a a

operando extraemos da/dx:

da 1

dz ~ (x/a) — tgh(z/a)

Teniendo en cuenta que H = ga,z = L/2, obtenemos la expresion de la
rigidez:

dL ~ 2dz  (z/a) — tgh(z/a)

Sustituyendo el valor de a calculado antes (14.28), resulta

kg = 12021,99355%

dH g¢da H/2a
kg =— =

3Se denomina esta razon como rigidez geométrica, ya que la rigidez real tendra ademas
una contribucion adicional (Tigidez eldstica) debido a la elongacion del cable bajo carga,
kg = EA/S, siendo E el modulo elastico, A la seccion del cable, y S su longitud total;
la rigidez conjunta se calculard mediante 1/k = 1/kq + 1/kE.
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Resoluciéon como parabola.— Tomando la aproximacién de la lon-
gitud de la parabola (14.27), la expresion del peso del cable, siendo x = L /2,

es
10 1 2
Q/QZqS:—Qx [1+(ac> ]
a 6 \a
Esta expresion resulta en una ecuacién cibica en a, de la cual despejando

la tinica raiz real se obtiene

% — 20,00832640 (14.29)

A continuacién, expresamos la ecuaciéon de la longitud del cable y la dife-

renciameos:
S 14 1 (m)2
A - (Z .
2 6 \a ’

1 /x\2 1z adx — xda
o= ar[14 L (EY] 4 plradewda,
x[+6 a }+x3a a?

operando extraemos da/dz:

da 1+ (z/a)?/2

de  (z/a)3/3

Teniendo en cuenta que H = ga,z = L/2, obtenemos la expresion de la
rigidez:

_dH  gqda  H1+ (z/a)?/2

~dL 2dr 2a (z/a)3/3

Sustituyendo el valor de a calculado antes (14.29), resulta

kg = 12024,99376%.

ka

Como puede comprobarse, resulta un valor bastante aproximado al obtenido
realizando el calculo como catenaria.

14.3.3. Efecto de cargas puntuales

En lo anterior se ha considerado tan sélo el efecto de cargas continuas
distribuidas sobre el hilo, que dan lugar a la ecuaciéon de equilibrio (14.1).
En un caso general pueden existir también sobre el hilo cargas puntuales
o concentradas aisladas, que provengan de apoyos intermedios o de cargas
suspendidas.
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Figura 14.12:

Las cargas pun-
tuales o concen-
tradas en un hilo
flexible producen
una discontinui-
dad en la tangen-

o7 te; en este caso
/ R se aplica me-
G 3
diante un apoyo
T,

deslizante o po-
lea de radio muy
pequeno, por lo
cual se orienta
como bisectriz de
T1 Yy T2.

El efecto que tienen las cargas puntuales sobre la configuracion del hilo es
producir una discontinuidad en la tangente. En efecto, debido a una carga
puntual R, planteando el equilibrio en el nudo de aplicaciéon de la carga
(figura 14.12),

-Ti{+T2+R=0

Si no hay rozamiento en el punto de aplicaciéon de la carga, no se trans-
miten fuerzas al hilo en direccién tangencial. La carga puntual R estara en
la bisectriz de las tangentes, al ser el médulo de la tensién igual a ambos
lados, T = Tb.

El procedimiento general de anélisis para estos casos consiste en dividir
el hilo en tramos entre cada dos apoyos o cargas puntuales, y solucionar
cada tramo por separado, en funcién de las cargas distribuidas en él. Si
estas cargas distribuidas son el propio peso del hilo, se formaran arcos de
catenaria.

Si lo tinico que existen sobre el hilo son cargas puntuales y no hay cargas
repartidas, el hilo se configura formando tramos rectos entre cada dos cargas.
La configuracién resultante se denomina poligono funicular.
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Figura 14.13: Poligono funicular de-
bido a cargas concentradas sobre un
hilo, sin cargas repartidas; las car-
gas P; se aplican en puntos fijos del P,
hilo (no deslizantes), por lo que su
direccion no es bisectriz del hilo.

14.3.4. Algunos tipos de condiciones de apoyo en los extre-
mos

Discutimos a continuacion, a titulo de ejemplos y sin animo de exhaus-
tividad, algunas condiciones de extremo y su tratamiento estatico en las
ecuaciones de los hilos.

Extremo con tensién maxima dada

Para materializar esta condicién basta colocar un contrapeso P en el
extremo mas alto (figura 14.14), cuyo valor equivaldré a la tension maxima
en el cable. El contrapeso cuelga de una pequena polea lisa, que transmite la
carga P al cable, sin variar el médulo, hasta la direccién de la tangente al hilo
en el apoyo. Como la tension en un cable es maxima en el punto més alto,
se obtiene un cable cuya tensién maxima es constante, independientemente
de las cargas intermedias que luego vaya a soportar.

T="p

Figura 14.14: Cable sometido a carga constante
P en un extremo a través de un contrapeso.
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Extremo con tensién horizontal dada

Se materializa mediante el hilo anclado a un carrito, y otro hilo auxiliar
(sin peso) unido a un contrapeso P a través de una polea lisa (figura 14.15).
La polea de la derecha transmite la carga P fija como tensiéon horizontal al
carrito. El apoyo del carrito proporciona la necesaria componente de tension
vertical en el extremo del hilo.

To =P
—_—

Figura 14.15: Cable sometido a
T. tension horizontal dada.

Punto de anclaje con rozamiento

En el extremo apoyado sobre la recta la reacciéon vertical es T, y la
horizontal Ty (figura 14.16). La relacion entre las componentes de la tension
es uT, > Ty =T,/ tga, por lo cual para el equilibrio habra de ser

l/tga<p=cotgy = a>r/2— .

En el limite estricto de equilibrio sera 1/tga = p.

Figura 14.16: Cable anclado en una
anilla que desliza en una recta hori-
zontal con rozamiento.
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Anclaje en bloque pesado con rozamiento

Se considera aqui un extremo A anclado a un bloque pesado sobre un
suelo rugoso, del cual tira hacia arriba el cable (figura 14.17). Para el equi-
librio debe considerarse que la normal es N = mg — T4, y de nuevo que
el limite de la tensién horizontal es uN. En este caso se considera la masa
del bloque como puntual y por lo tanto no se estudia el posible vuelco del
mismo.

T

mg
A Figura 14.17: Cable anclado en bloque pesa-

do sobre suelo rugoso.
N=mg—Ty4,

Carga puntual deslizante

Suponemos en este caso un cable con extremos anclados a igual altura,
y una carga puntual situada en el mismo de forma que pueda deslizar libre-
mente. Obviamente se tendera a situar en el punto medio, de forma que se
forme un angulo entre las dos ramas de catenaria simétricas que se forman
a derecha e izquierda de la carga (figura 14.18). Debe tenerse en cuenta que
el punto A donde se sitia la carga no es el vértice de esta catenaria. Por el
contrario, con la convencién usual de considerar el origen de abscisas bajo
el vértice de la catenaria, la abscisa de este punto es a priori una incégnita
del problema (z 4). Para relacionar ésta con los datos del problema, expre-
samos en forma de ecuacién que cada una de las catenarias simétricas debe
equilibrar la mitad de la carga vertical:

)

P
Th,=—= qasenhx—A.
2 a

Anclaje en puntos a distinta altura

Sea un cable homogéneo, de peso unitario ¢, con anclajes en los puntos
Ay B, situados a distinta altura (figura 14.19). Se conoce el valor de la
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Figura 14.18: Cable con extremos anclados a igual altura y sometido a una
carga puntual deslizante, que se sitia en el medio formando dos arcos simé-
tricos de catenaria.

reaccion horizontal en uno de los anclajes H, la luz entre ambos L y el
desnivel h.

Figura 14.19: Cable anclado en

2 LA 5 apoyos a distinta altura, sometido
N a carga horizontal constante H.

La tension horizontal en el hilo es constante, de valor Ty = H, por lo que
se conoce a = H/q. La incognita es la abscisa x4 del apoyo A en relacion
con el vértice de la catenaria, ya que xp = x4 + L. Se plantea por tanto la
ecuacion siguiente:

xA+ L TA

a cosh — acosh — = h.
a

Para resolver esta ecuaciéon, desarrollamos el coseno hiperbélico de la suma.
Denominando u = cosh(z4/L) (incognita) y § = cosh(L/a) (dato), resulta:

But VB IV —1—u="

)
a

Expresion que equivale a una ecuacion cuadratica de facil resolucion para
u.
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14.4. Hilos apoyados sobre superficies

14.4.1. Superficie lisa sin cargas

Una superficie lisa sobre la que se apoya un hilo proporciona una reac-
cion que es normal a la superficie y al propio hilo. Puesto que las fuerzas
exteriores estan siempre en el plano osculador (ecuacion (14.2)3), esta nor-
mal es precisamente la normal principal del hilo.

Las curvas trazadas sobre una superficie para las que la normal principal
a la curva es en todo punto la normal a la superficie, son las denominadas
geodésicas®. Por lo tanto la curva de equilibrio que adopta un hilo apoyado
sobre una superficie lisa, sin otras cargas exteriores, es una geodésica de la
superficie.

Por ejemplo, en una esfera las geodésicas son siempre circulos maximos.
En un cilindro, las geodésicas son bien secciones rectas normales al eje, bien
generatrices, o bien hélices.

OBSERVACIONES:

» Al no existir fuerza tangencial, de (14.2) se deduce que la tension en
el hilo es constante.

» También de (14.2) se deduce que la reaccién normal sobre la superficie

es i siendo R el radio de curvatura del hilo. Nétese que ésta es la

reaccion por unidad de longitud del hilo.

= Se puede emplear la analogia dindmica para estudiar la curva de equi-
librio, calculando para ello la trayectoria de un punto ligado a una
superficie lisa, sometida a la ecuacion dindmica de la analogia, (14.16).

14.4.2. Superficie lisa con cargas

Consideremos ahora, que ademés de la reaccién normal a la superficie,
acttian unas cargas exteriores de valor q por unidad de longitud del hilo.

Llamemos Q a la reacciéon normal de la superficie, que ahora no coinci-
dira necesariamente con la normal principal del hilo, aunque seguira siendo
normal a este (al ser normal a la superficie también es normal a cualquier
curva sobre la misma).

4 Ver pagina 2.32 de estos apuntes, o D.J. Struik, Geometria Diferencial Cldsica, ed.
Aguilar, (apartado 2.5).
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Figura 14.20: Hilo sobre superficie
lisa con cargas exteriores F: la reac-
cion normal de la superficie N no
es necesariamente la normal princi-
pal al hilo.

Denominamos n a la normal principal al hilo, b a la binormal, y IN a la
normal a la superficie. Todos estos vectores son versores unitarios. Sea « el
angulo que forman n y N:

n-N =cosa
La reaccion vale (figura 14.20)
Q=QN
y en componentes

Qcosc, componente segin n

@senq, componente segin b

Escribimos las ecuaciones de equilibrio en las direcciones del triedro
intrinseco (14.2)

dTr
0=g+ —
qt + ds
T
0=¢g,+Qcosa+ — (14.30)

R
0=q +Qsenc

Proyectamos éstas sobre la normal a la superficie, IN, multiplicando la
2.2 ecuacion por cosa 'y la 3.2 por sen o

T
Gn COS . + gpsen a +@Q) + Ecosa:O

=4qN
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Apliquemos ahora el Teorema de Meusnier de geometria diferencial®. Este
afirma que para una curva I" sobre una superficie, con radio de curvatura R
(de la curva), el radio de curvatura R,, de la seccién normal a la superficie
que es tangente a I' en ese punto verifica

R, cosa = R,

por lo que podemos escribir la ecuacién anterior como

T
av+Q+ 5 =0 (14.31)

siendo R, el radio de curvatura de la seccién normal a la superficie tangente
al hilo en cada punto.

EJjEMPLO 14.8: Hilo homogéneo pesado, situado sobre un paralelo horizon-
tal en una esfera lisa, en una latitud « (figura 14.21).

Figura 14.21: Hilo pesado situado
sobre una esfera lisa, en un para-
lelo de latitud .

La normal principal del hilo n esté dirigida hacia el centro del paralelo,
la normal a la superficie IN hacia el centro de la esfera, y la binormal b
es perpendicular al plano del paralelo, es decir vertical. La carga del peso
distribuido es ¢ = ¢b. Denominando Q = —Q IN a la reaccién de la esfera
sobre el hilo, la ecuacion de equilibrio en la direcciéon de b (14.303) arroja:

q

—Q@sena+q¢g=0 = Q= )
sen o

® D.J. Struik, Geometria Diferencial Cldsica, ed. Aguilar, (apartado 2.5).



Aptdo. 14.4. Hilos apoyados sobre superficies 14.31

Por otra parte, la ecuacion de equilibrio en la direccion N (14.31) conduce
a:

T
gsena—Q+—==0 = TzqR(

7 — sen a) = qRcos acotga.

sen «

14.4.3. Enrollamiento sobre tambor rugoso

Si el hilo estéd apoyado sobre una superficie rugosa, se producen fuerzas
tangenciales debido al rozamiento y el problema se complica considerable-
mente. En principio se podria tratar como el caso estudiado en el apartado
anterior, considerando las fuerzas de rozamiento como cargas aplicadas q.
Sin embargo las fuerzas de rozamiento son por lo general desconocidas a
priori, y definidas por desigualdades (R < uN), lo cual complica atn més
su tratamiento.

Un caso particular importante y que tiene solucién analitica es el del
enrollamiento sobre un tambor rugoso. Haremos para ello las siguientes
hipétesis:

1. No existen cargas exteriores aplicadas sobre el hilo;

2. El tambor tiene una seccién recta convexa (no es necesario exigir que
ésta sea circular);

3. El hilo se enrolla segiin una seccién recta del tambor.

Se desea calcular la situacion limite del equilibrio, cuando al tirar de un
extremo mas que del otro el hilo estd a punto de deslizar sobre el tambor.
En esta situaciéon limite, por ser inextensible el hilo, el rozamiento se ago-
ta simultdneamente en toda la longitud del hilo apoyada sobre el tambor.
Suponemos que se esta tirando desde un extremo con una tensiéon 7T, mien-
tras que en el origen existe una tensiéon Tj fija. Por tanto el rozamiento se
moviliza en sentido contrario a 7' (figura 14.22).

Planteamos las ecuaciones de equilibrio (14.2), denominando g, la reac-
cion normal del tambor (figura 14.22).

= Segin la tangente:

dT
— — ugn =0, 14.32
3 M =0 (14.32)
= Segln la normal:
T
— —qn,=0. 14.33
74 (14.33)
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Figura 14.22: Hilo enrollado sobre
un tambor rugoso, en el cual se tira
desde T, en situacion de equilibrio
estricto (a punto de deslizar)

El signo negativo de ¢, proviene de considerar sentido positivo el opuesto a
la normal n, es decir hacia el lado convexo del tambor.
De (14.33) obtenemos g, = T'/R, por lo que de (14.32)

dr T
as 'R
y separando variables
dT ds
T = 'LLE = pde.
Integramos entre dos puntos, el origen ¢ = 0, donde suponemos que la
tension vale T' = Tp, y un punto genérico ¢ donde la tension vale T':

30

Esta formula indica el aumento de la tensiéon producido por el rozamiento,
desde un punto en ¢ = 0 con tensién Ty, hasta un punto en que el hilo se
ha enrollado un angulo ¢, desde el que se tira con tension T > Tj.



Apéndice A

Resumen de algebra vectorial
y tensorial

Se resumen aqui algunos conceptos y definiciones importantes de vec-
tores y tensores, con pretensiéon de sencillez y brevedad. En aras de esta
sencillez, nos limitaremos al espacio Euclideo ordinario E3 y a coordenadas
cartesianas.

A.1. Escalares, puntos y vectores

En lo que sigue restringiremos nuestra atenciéon a los nimeros reales R
y el espacio geométrico ordinario E3, espacio afin de dimensiéon 3 y dotado
de la métrica euclidea.

Los elementos o € R se denominan escalares y pueden considerarse
como tensores de orden cero.

Los elementos A € E3 se denominan puntos. El segmento orientado con
origen en un punto A y final en otro B se denomina vector:

v=AB=B - A. (A1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores

mediante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la es-

tructura de espacio vectorial, denomindndose V), espacio vectorial asociado
3

a [E°.

Al
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A.2. Producto escalar y vectorial

El moédulo de un vector es la distancia entre los puntos origen y final
del mismo, |v|= \ﬁ |= dist(A, B). El producto escalar de dos vectores es
un escalar € R, cuyo valor se define geométricamente como

u - v = |u||v|cosb, (A.2)

siendo 6 el dngulo formado por w y vw. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (u - v = 0) se dice que son normales o perpendiculares. El
producto escalar es conmutativo, es decir,

U-v=v-u Yu,v € V. (A.3)

A.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclideo V tiene dimensién 3, es decir que se puede
establecer una base de 3 vectores linealmente independientes (e1, ez, €3) que
permite expresar un vector cualquiera v € ¥V como combinacién lineal,

3
v = Z V;€;. (A4)
i=1
Los coeficientes (v1,v2,v3) se denominan coordenadas de v en la base
(e1,e2,e3). Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es
decir formada por vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, verifi-
candose

€€ = (51] (A5)
(Donde los coeficientes d;; 6 deltas de Kronecker se definen por d;; = 0 si
i#jy oy =1sii=j).

En lo que sigue, salvo indicacién expresa en contra, supondremos siempre
bases ortonormales'. Se denomina sistema de referencia cartesiano al con-
junto {O; e;} formado por un punto O € E? y una base {e;} para el espacio
vectorial asociado V. De esta forma, las coordenadas cartesianas de un punto
X € E3 se definen como las coordenadas del vector x = O*Xk = Z?zl T;€;.

En funcién de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto
escalar de dos vectores puede expresarse como

3
u-v= Z WiV = U;V;. (A.6)
i=1

!Esta restriccion da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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En esta féormula y en lo que sigue, con objeto de simplificar la notacion,
siempre que en un monomio haya un indice repetido dos veces se entendera
que la expresiéon se suma sobre el rango del indice, salvo que se indique
expresamente lo contrario.

Mediante el producto escalar se puede asociar a un vector cualquiera
v € V una aplicacién lineal v” : V — R, de forma que le haga corresponder
su producto escalar por v:

Vox—v-zek (A.7)

Esta propiedad permite identificar los vectores como tensores de orden uno.

A.4. Tensores de orden dos

Se denomina tensor de orden dos sobre un espacio vectorial V a una
aplicacion lineal T : V — V), de forma que

Vov—T-ve. (A.8)
La linealidad se traduce en las propiedades siguientes
. T - (u+v)=T -u+T-v Vu,v €V
2. T (au) =a(T - u) Vae RiueV

El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2. Se define
el tensor nulo O € V2 por O -v =0VYv € V, y el tensor identidad o unidad
1eV?porl-v=vVYve).

Ademas, en V? se definen las propiedades y operaciones siguientes.

1. Igualdad. Dos tensores S, T € V? son iguales si y solo si
S-v=T-v Vv e V. (A.9)
2. Suma. Dados §,T € V? la suma S + T € V? se define por
(S+T) v=S-v+T-v Vv eV (A.10)
3. Producto por un escalar. Dado S8 € V2 y a € R se define el producto

aS € V? por
(aS)-v=0a(S - v) Vv eV (A.11)
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4. Producto o composicion de tensores. Dados S, T € V? se define el
producto S - T € V? por

(S-T) - v=8-(T- v) Vv eV (A.12)

Con estas definiciones, es facil comprobar que la suma de tensores es
conmutativa y asociativa, asi como el producto por un escalar. Asimismo, el
producto por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto
de la suma.

Se definen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {e;}
como los coeficientes escalares

Sij=ei-(S-€) (i, =12,3). (A.13)

Por tanto, la expresién en componentes de la aplicacién de un tensor sobre
un vector es

v=8S-u = vi:ei~v:ei-(S-ujej):S,-juj. (A14)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

S11 S12 Si3
[S] =1 S21 Sog Soz |, (A.15>
S31 S32 533

indicando el primer indice fila y el segundo columna de la matriz. Notese
que para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor
mismo se emplea la notacion [S] en lugar de S. La definicion de un tensor
es intrinseca, independiente de la base, mientras que sus componentes son
distintas segtn la base elegida.

Anélogamente, escribiremos las componentes de un vector v en una base
(e1, ez, e3) mediante una matriz columna {v} (el empleo de llaves indicara
la estructura de matriz columna). La traspuesta de ésta serd una matriz
fila, que denotaremos por |[v| = {v}T (el empleo de doble barra vertical
indicara la estructura de matriz fila):

U1
{v} =< v2p; |v|| = {v}T = (vi v2 w3). (A.16)
U3

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se traduce en
el correspondiente producto de matrices,

u=§T = Uij = Sikaj = [U] = [S] [T] (A17)
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Por otra parte, el desarrollo de un vector en funcién de los vectores de la
base puede expresarse mediante la matriz formada por estos tltimos,

U1
vV =ve; = (61, €, 63) (%) = {ei}T{v}. (A18)
U3

El producto tensorial (también llamado diadico) de dos vectores a y b
se define como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a®@b)-v=a(b v) Yo € V. (A.19)
La expresion en componentes es
u=(a®b)-v = u; =abjv;. (A.20)
Las componentes del tensor a ® b son
[a®blij=e;-((a®Db)- e;) =e;-(a(b-e;)) = a;bj, (A.21)
lo que en expresién matricial es
[a®b] = {a}{b}". (A.22)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede es-
cribir el desarrollo de un tensor en funcién de sus componentes,

T = Tij e; R e;. (A23)

A.5. Cambio de base

Establezcamos un cambio de base, desde {e;} a una nueva base {e}},
ambas ortonormales. El cambio se puede caracterizar mediante un tensor
A que transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e,=A-e;. (A.24)
Desarrollando las componentes de los nuevos vectores €} en la base e;,
e; = (e €i)ej = (ej - (A e))ej = Ajie;. (A.25)

Empleando la matriz de coordenadas [A] = [A;;] en la base {e;}, esta
relacion puede formularse matricialmente como

e} el
(ef ey e)=(er e e3)[A] & ehr =[A]T{exp. (A.26)
es es
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Las componentes de [A] tienen el significado siguiente:

Aij =€; (A . Ej) = €; - 6;-. (A27)

Asimismo, puede obtenerse una expresion directa del tensor de cambio me-
diante:

A= Z e, @ ey. (A.28)

3
=1

Veamos ahora la propiedad de ortogonalidad de la matriz de cambio.
Para ello, comenzamos por expresar los vectores de la base antigua (e;) en
la nueva base,

e; = (e - e;)e; = Aje;. (A.29)
Si sustituimos esta expresion en (A.25) resulta
6; = Aj’iAjk‘e;g (A.?)O)

(habiendo sustituido el indice mudo ¢ de (A.29) por k). De esta forma se
deduce inmediatamente la condicién que deben cumplir las componentes del
tensor de cambio de base,

Sk =AjiAj = [AT[A] = [1]. (A.31)

Esta propiedad, obtenida basédndose en la ortonormalidad de ambas bases,
caracteriza la matriz de cambio de base como matriz ortogonal:

(AT = (A7 (A.32)

Veamos ahora la transformacion de coordenadas de un vector, al cambiar
a la nueva base:

v ne (A.33)
= v}e; = v}Aijei; '
luego
vi = Ajjv; = {v} = [A]{v} (A.34)

U;' = Aij’Ui = {U}, = [A]T{’U} (A.35)
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A.6. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S definimos su traspuesto, ST, como otro tensor que
verifica

(S -u)-v=u-(ST -v) Vu,v € V. (A.36)

Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que sera hemi-
simétrico si 8T = — 8.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S™! tal que

S.8t=8"1.8=1. (A.37)
Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q7' es decir,

Q- Q"=Q" Q=1. (A.38)

El tensor A que define un cambio entre bases ortonormales, teniendo en
cuenta (A.31), es un tensor ortogonal:

AT[A]=1] = AT.-A=1 (A.39)

Un tensor ortogonal A se denomina rotacion si en el cambio de base asociado
a partir de un triedro a derechas (es decir, que verifica e3 = e; A e3) se
obtiene otro triedro a derechas. Més abajo (apartado A.11) veremos que
una condicién equivalente es que su determinante debe valer +1.

A.7. Cambio de coordenadas de un tensor

Sea un cambio de base definido por las expresiones tensoriales e; = A-e;
(¢ =1,...3), o de forma equivalente, por las expresiones algebraicas e, =
Aj;ej. Un tensor T' define una aplicacion lineal en V,

v=T-u, (A.40)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes expre-
siones matriciales:

{v} =[THu},  {o} =[T]{u}. (A.41)

Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vec-
tores, (A.34, A.35):

{v} = [A]"{v} = [A]"[T){u} = [A]"[T][A{u}"; (A.42)

por lo que
T = [A]"T][A] & T} = TuAuA,. (A.43)
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A.8. Coeficientes de permutacion

Se definen a partir de los vectores de una base ortonormal (ej, ez, e3)
mediante la expresion general siguiente:

eijk = (ei N ej) - ep. (A.44)
Desarrollando la expresion, comprobamos que su valor es +1, —1 6 0 segtn
el caso:
(+1  sila permutacion (i, j, k) es par:
(1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1, 2);
€jk = § —1 sila permutacion (i, j, k) es impar: (A.45)
(1,3,2), (2,1,3) 6 (3,2,1);

0 sien (4,4, k) algin indice esta repetido.

Se comprueba facilmente la propiedad de hemisimetria para los coeficientes,
€jik = —€ijk;  €ikj = —C€ijk- (A.46)

A partir de (A.44) se deduce inmediatamente que e; A e; = €€y, por lo
que el producto vectorial de dos vectores cualesquiera seré

U NV = €k UjVje. (A47)
Anélogamente, el producto mixto de tres vectores vale
la,b,c] = (aAD) - c=¢€jabjcy. (A.48)

Los coeficientes hemisimétricos €;;; corresponden a las coordenadas de un
tensor de orden tres, aunque no entraremos en més detalles sobre este as-
pecto.

A.9. Forma cuadratica asociada a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T define una forma cuadratica asociada,
YV xV — R, de forma que

VxV3(u,v)—u- (T v)eR (A.49)
Esta forma cuadratica es bilineal, es decir, lineal en cada uno de sus dos

argumentos. Decimos que el tensor T es definido positivo si la forma cua-
dratica asociada lo es, es decir,

u-(T-u)>0 YueV, u#0. (A.50)

Anélogamente, cabria definir los conceptos de tensor definido negativo, se-
midefinido negativo, semidefinido positivo e indefinido.
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A.10. Vector axial asociado a un tensor hemisimeé-
trico

La forma cuadrética asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente
hemisimétrica:

si T=-TT, u- (T -v)=—-v- (T -u) Yu,ve. (A.51)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = e;, v =
e;), deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

Ty = -T; Vi, j=1,2,3. (A.52)

Una propiedad importante de un tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector azxial asociado, que lo hace equivalente a un producto vectorial:

WeVt wW=-W' = ZweV, W-x=wAz Vzec). (A53)

Desarrollando las componentes de esta expresion,

Wiizier = €jpw;x ey, (A.54)
e igualando éstas,
€ijkwiry = Wi, (A.55)
——
=€k W; T4
por lo que
Wij = wiepji- (A.56)

Asimismo, se puede invertir esta relaciéon para obtener

1
El tensor hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también

w, 6 wA. La equivalencia es por tanto

W =wA=w (A.58)
)
w1 0 —ws3 w9
{w}=<Swsp, [W]=[w]=| ws 0 —wi]. (A.59)

ws —w?2 w1q 0
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A.11. Traza y determinante

La traza es una operacién tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

trla®@b)=a-b Va,beV. (A.60)
Por tanto, para los vectores de la base —ortonormal—,
tr(e; ® e;) = dy5, (A.61)
y aplicando esta expresiéon en el desarrollo de un tensor T,
trT =tr(Tij e; ® ej) = T;0;5 = Ty = Tin + Tog + T33. (A.62)

Conviene recalcar que, al tratarse de una operacién tensorial intrinseca, el
resultado es independiente del sistema de coordenadas en el que se calcule.
Por este motivo se dice que la traza es un invariante del tensor.

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el
determinante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T' = det[T. (A.63)
En funcion de los coeficientes de permutacion puede expresarse como
detT = eijkﬂlTjQTgk = Ez‘jleiT2ka3~ (A.64)

Se trata igualmente de una operacion tensorial intrinseca, por lo que el
resultado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular
las coordenadas. Es por tanto otro invariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:

detT#0 = 3IT7'|T-T'=1. (A.65)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los
determinantes,

det(A - B) = det(A) det(B) (A.66)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un
tensor es el inverso del determinante,

1
detl1=1, detT!= T (A.67)
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4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante
del tensor original,
det (T") = det (T) (A.68)

5. El determinante de un tensor ortogonal vale £1,

1=det(1) = det (RTR) = (det R)> = detR=+1. (A.69)

Se dice que un tensor ortogonal corresponde a una rotacion propia (ver
apartado A.6) cuando su determinante vale +1. En este caso puede com-
probarse que un triedro a derechas es transformado siempre en otro triedro
a derechas.
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