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Un so6lido rigido esta formado por dos esferas solidas,
de masa M y radio R cada una, tangentes entre si y
soldadas de forma completamente rigida en el punto de
tangencia. Se pone en movimiento con las dos esferas
apoyadas sobre un plano horizontal liso, imprimiéndole
una velocidad de rotaciéon w alrededor del eje O105 que
une los centros e igualmente una rotacion w alrededor de
la vertical Gy. Se admite en principio que el sélido no
bascula, manteniéndose ambas esferas apoyadas sobre el
plano. Se pide:

1. matriz de componentes del tensor central de inercia;

2. razonar si las componentes de la velocidad de rotacion sobre el eje de los centros y el eje
vertical se mantendran o no constantes;

3. obtener las ecuaciones de Euler de la dindmica;

4. calcular el valor de w para el que el s6lido bascularia, levantandose del plano por una de
las esferas, senalando asimismo cual de las dos seria.

1.— Se toma el triedro de referencia (Gzyz) de la figura, con z segin el eje de revolucion, y
vertical, y « horizontal. Téngase en cuenta que no es el triedro del sélido, ya que no gira con
él alrededor de su eje de revolucion, sino que el eje y se mantiene vertical en todo instante. Sin
embargo el tensor de inercia tiene componentes constantes en este triedro,
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2.— Sean (w,,wy,w,) las componentes de la velocidad de rotacion en un instante genérico

segtn los ejes dados. Puesto que el s6lido no bascula, w, = 0. Por otra parte, las tnicas fuerzas
que producen momento en G son las reacciones verticales del plano sobre las esferas, cuyo
momento en G lleva la direccion x. Puesto que la direccion y es fija, al no haber momento de
las fuerzas segun ella, el momento cinético segtin esta direccién es constante:

d . . .
E(HG-J):MG-Jzo = Hg- j=Aw, = cte.

Por lo que w, = w (cte.). El momento no tiene tampoco componente segin la direcciéon z, pero
en este caso debe considerarse que z es una direccion movil, ya que el triedro gira con velocidad
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wyg:

d d d
S He k)= LH. k+He Sk=Mg k+He- (wiAk
g He k)= He kt+Ha: o Hf,—ﬁ G (wink)

Cw, =0

= (Awj + Cw.k) - (wi) =0

por lo que resulta igualmente w, = w (cte.).

3.— La expresion del momento cinético es
Hg=Awj + Cwk, (1)

manteniendo constantes sus componentes en el triedro Gxyz, de forma que a lo largo del
movimiento describe un cono de eje vertical con vértice en G.
Llamando N; v N, a las reacciones (normales) del plano sobre cada esfera, el momento es
?
M = R(N; — N»)¢. Por otra parte, la derivada del momento cinético (|1f), teniendo en cuenta
G 3 ’
que sus componentes en los ejes considerados son constantes, es

d
EHG:wj/\(ij%—ka) = Cw’i.

Las ecuaciones de Euler se reducen por tanto a una tnica ecuacién escalar,

R(Nl - NQ) == CWQ (2)
5.- Tenemos en cuenta ademés la ecuacion de la cantidad de movimiento en direccion vertical,
Entre las ecuaciones y (3) se despejan las reacciones:
2 2 2 2
leMg+gMRw; N2:Mg—5MRw. (4)
A medida que aumenta w, llega un momento en que la reacciéon N, se anula, para el valor
/59
w=1/==
2R’

en cuyo momento la esfera 2 se levantaria del plano.



