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Se considera un semidisco de masa M y radio R
que está apoyado sobre una recta horizontal lisa, es-
tando en todo momento en un plano vertical fijo (el
semidisco puede rodar y deslizar libremente). En el
semidisco hay una ranura lisa siguiendo el radio en la
mitad del mismo, que contiene una part́ıcula de masa
m unida por un resorte lineal al centro del semidisco,
siendo la constante k y la longitud natural R/2. Es-
te resorte tiene además un amortiguamiento viscoso
lineal de constante c. Se pide:

1. Definir unas coordenadas generalizadas libres
para el sistema. Obtener las fuerzas generaliza-
das asociadas.

2. Obtener las expresiones de la enerǵıa cinética,
potencial de las fuerzas conservativas y función Lagrangiana.

3. Discutir la existencia de integrales primeras y en su caso obtenerlas.

4. Obtener las ecuaciones de Lagrange para las coordenadas no ćıclicas.
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1.— El sistema tiene tres grados de libertad, que
podemos caracterizar mediante las coordenadas gene-
ralizadas libres (x, θ, s): x es la traslación horizontal
del centro O del semidisco, θ el giro del mismo medi-
do en sentido horario y s la distancia de la part́ıcula
al centro del semidisco.

La distancia desde el centro del semidisco al centro
de masas G del mismo es OG = 4R/(3π).

Las fuerzas actuantes son los pesos del semidisco
−Mg j y de la part́ıcula −mg j, aśı como la acción
del resorte −[k(s− s0) + cṡ] que es una fuerza interna
y actuará en un sentido sobre la part́ıcula P y en el
contrario sobre el centro O del semidisco. El desplaza-
miento virtual de los puntos de aplicación de estas fuerzas es, empleando los ejes indicados en
la figura (i, j) y (n,u),

δrG = δx i +
4R

3π
δθn ; δrP = δx i + sδθn + δsu ; δrO = δx i . (1)

El trabajo virtual se calcula entonces como

δW = −Mg j · δrG −mg j · δrP − [k(s− s0) + cṡ]u · (δrP − δrO)

= −Mg
4R

3π
sen θ δθ −mgs sen θ δθ +mg cos θ δs− [k(s− s0) + cṡ]δs

(2)
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e identificando coeficientes se obtienen las fuerzas generalizadas:

Qx = 0 ; Qs = mg cos θ − k(s− s0)− cṡ ; Qθ = −Mg
4R

3π
sen θ −mgs sen θ . (3)

2.— La enerǵıa cinética es

T =
1

2
Mv2G +

1

2
IGθ̇

2 +
1

2
mv2P , (4)

siendo la velocidad de G

vG = ẋ i +
4R

3π
θ̇n ⇒ v2G = ẋ2 +

(
4R

3π

)2

θ̇2 − 2
4R

3π
θ̇ẋ cos θ . (5)

Por su parte, la velocidad de la part́ıcula es

vP = ẋ i + sθ̇n + ṡu ⇒ v2P = ẋ2 + s2θ̇2 + ṡ2 − 2sθ̇ẋ cos θ − 2ẋṡ sen θ . (6)

Considerando el momento de inercia del semidisco en G que vale IG = MR2
(
1
2
− 16

9π2

)
, la

expresión de la enerǵıa cinética es

T =
1

4
MR2θ̇2 −M 4R

3π
cos θ θ̇ẋ +

1

2
Mẋ2 +

1

2
m(ẋ2 + ṡ2 + s2θ̇2)−msθ̇ẋ cos θ −mẋṡ sen θ (7)

El potencial de las fuerzas conservativas vale

V = −Mg
4R

3π
cos θ −mgs cos θ +

1

2
k

(
s− R

2

)2

. (8)

La expresión de la Lagrangiana (parcial) L = T − V resulta

L =
1

4
MR2θ̇2 −M 4R

3π
cos θ θ̇ẋ+

1

2
Mẋ2 +

1

2
m(ẋ2 + ṡ2 + s2θ̇2)−msθ̇ẋ cos θ −mẋṡ sen θ

+Mg
4R

3π
cos θ +mgs cos θ − 1

2
k

(
s− R

2

)2

. (9)

Además de los términos que resulten de esta Lagrangiana deberá considerarse expĺıcitamente
la fuerza no conservativa

Qnc
s = −cṡ . (10)

3.— Comprobamos que la Lagrangiana (9) no depende de x, y además no hay otras fuerzas
en esta dirección, por lo que esta coordenada es ćıclica:

∂L

∂x
= 0, Qnc

x = 0 ⇒ px =
∂L

∂ẋ
= (M +m)ẋ−M 4R

3π
cos θ θ̇ −msθ̇ cos θ −mṡ sen θ = cte.

(11)
En relación con la enerǵıa, existe una fuerza no conservativa del amortiguamiento viscoso

por lo que no se conserva. Tampoco puede obtenerse la integral de Jacobi como constante
debido a esta fuerza no conservativa.

4.— La ecuación del movimiento para la coordenada ćıclica x es (11). Para las otras dos
coordenadas podemos obtener las ecuaciones de Lagrange correspondientes derivando la La-
grangiana (9). En primer lugar, para θ:

1

2
MR2θ̈ −M 4R

3π
cos θẍ + ms2θ̈ + 2msṡθ̇ − msẍ cos θ + Mg

4R

3π
sen θ + mgs sen θ = 0 . (12)

Finalmente, la ecuación correspondiente a s es

ms̈−mẍ sen θ −msθ̇2 −mg cos θ + k

(
s− R

2

)
= −cṡ . (13)
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