ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE DE PRACTICAS, GRUPO A (28 de octubre

Apellidos Nombre N.° TUpPo

Una particula material pesada de masa m esta ;

obligada a moverse sobre una esfera fija de radio
a con ligadura bilateral lisa.

Ademas del peso actia una fuerza atractiva ha-
cia una recta fija vertical que pasa por el centro
O de la esfera. Esta fuerza es proporcional a
la distancia, siendo k = 2mg/a la constante de
proporcionalidad.

En el instante inicial el punto m se sitia sobre

el ecuador de la esfera con una velocidad inicial
vy = v/2ga horizontal.

Se pide:

1. Expresién de las ecuaciones diferenciales iento de la particula.
2. Reducir las ecuaciones del apartado anterior a draturas.
3. Expresion de la reaccion de la esferagobge la particula en un instante genérico.

4. Expresion que permitiria calcular los s entre los que se desarrolla el movimiento.

Q

1. La posicién de la particula sobre la esfera queda to-
talmente determinada media; coordenadas es-
féricas (p,0) que muestra la fi junta.

El efecto de la fuerza at@activ totalmente equiva-
lente a la accién de un izontal situado entre la
particula y la recta verticalifija que pasa por O, con una
fuerza de magnitud F.

Puesto que la s
la fuerza atractiva

conserva:

lisa y tanto el peso como
vativas, la energia total se

1
E=T + mgasen § + gkaQ cos® 6
1 5, 1
— Zka?
vy + 5 a
donde ado como origen de potencial gravitatorio el plano ecuatorial. Teniendo

la velocidad de la particula se expresa en coordenadas esféricas como v =
fu,, y sustituyendo los valores de & y vy que proporciona el enunciado, se

en cuent
ab agp
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obtiene:

1
"9 42 cos? § = —m2ga + —
a 2

1 : 12
éma2 (62 + 2 cos? 9) + mgasen + 3

. 2
0% + % cos® 0 + —g(sen9 + cos?0) = =
a

a
Por otro lado, la componente vertical del momento respecto del Xde la esfera
de todas las fuerzas que actiian sobre la particula es nulo (el pes al, y tanto la
reaccién como la fuerza atractiva cortan a la vertical que pasa po
componente vertical del momento cinético en O de la particu‘ es constamipe:

Hy, K = (r Amv) - K = cte.

H, - K = ma*¢cos® 0 = mav, =

Las expresiones y son las dos ecuaciones iales del movimiento de la parti-

cula.

2. Sustituyendo el valor de ¢ dado por la expresion en se obtiene:

92:2—9(1— . + n29—sen9) (3)
a c

Las expresiones y permitg
diante sendas cuadraturas:

t(@):\/% /09 ad 2 — o) (4)

) = /29 / bodg
“Voa Jy cos?d(€)
3. Para calcular la ion NV planteamos el principio de la cantidad de movimiento en

direccion radial:

kg cos + N — mgsen§ = ma, = —ma(p? cos? 6 + 62) (5)
Introduciendogen xpresiones ([2) y (3]) se obtiene la expresion de la reaccién en funcién

exclusivame de 6:
N =mgsenf(3 — 4sen0)

donde‘9 = 0(t) podria obtenerse de la cuadratura (4]).

@,



4. Los paralelos entre los que se desarrolla el movimiento son aquellos en que 0( 0
(0 = 0), por lo que con la ayuda de la expresién el célculo se reduce a la obten de las

soluciones de la ecuacion:
1
1—C0829+Sen29—sen920 (6)

Aunque queda fuera de las pretensiones del enunciado, es interes her una idea

cualitativa de la regién definida por la ecuacién (@ Realizando en bio u = sen @
se obtiene:

ut — v +u=0 ‘
que tiene una primera solucién (v = 0 = 6 = 0). Existen adema, es soluciones dadas

3

por la ecuacién f(u) = u® — u® + 1 = 0. Puede comprobarseggue s8l6, una de ellas es real, y
ademds que se encuentra en el intervalo [—1,1] (que es lafque tiene sentido fisico), ya que
f(1) <0, f(—=1) > 0, y ademds f(u — o00) — ooy f(u —00, COMO se muestra
en la Figura . Esta solucién real u € [—1, 1] puede obt rma numérica, resultando
u=—0,7548 = 0 = —49,01°.
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% Grifico de f(u) = u® —u® +1
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