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9,

Un sistema mecanico esta compuesto de un aro ;

de masa m y radio R y un disco de masa m y

radio r < R.

El aro tiene un punto fijo O y puede girar libre- ‘

mente alrededor de una recta vertical fija que

pasa por O, manteniéndose siempre vertical. m, R
El disco estda unido a lo largo de uno de sus 0O
didmetros en el centro del diametro horizontal

OA del aro, de forma que puede girar libremente

alrededor de este. La figura adjunta proporciona

una vista del sistema en el plano del aro que

muestra al disco en perspectiva en una posicién

genérica.

Se pide

1. Discutir la existencia de integrales primeras vimiento, obteniendo las expresiones
correspondientes caso de que existan.

2. Calcular el momento M que habri@ qu€ ejercer sobre el aro para conseguir que su
velocidad de rotacién alrededor del e al fuera constante.

Q

1. El sistema tiene dos grados de libertad; uno de ellos
es el giro 1 del conjunto alr la recta vertical
fija, y otro el giro ¢ del disco al or del didmetro OA.
Obsérvese que tanto el argg@emo ‘€ disco experimentan
rotaciones puras, ya que @ Wesfijo O pertenece a am-
bos.

Existen dos integre R
es la conservacion de ponente vertical del momento
cinético del conjunto<ém puesto que el peso es verti-
cal y por tanto nd’da momento segin esa direccién, y la

ras. La primera de ellas

articulacién en a Mibre el giro alrededor de la ver-

tical, mt?odu ndse amente un momgnto horizontal. Figura 1: Vista segin OA, mos-
L/a otra int | primera es la conservacion de la ener- 4000 ol canto del disco

gia del codjun esto que no trabaja ninguna de las

fuerz e actian sobre éste.

Obs en este caso, a pesar de que el giro del disco alrededor de OA es libre,
la correspondiente componente del momento cinético en su centro, ya que se
ireccion mévil que no coincide con el eje de revoluciéon del disco.

or conMeniencia se adopta un sistema mévil auxiliar (O; 1, 7, k) ligado al disco, de forma

que or ¢ es perpendicular al plano del disco, el j es horizontal segin OA y k es
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perpendicular a los otros dos formando un triedro orientado a derechas. En es el
tensor de inercia en O del disco toma la forma:

A 0 0 1 1
Iop,.=| 0 B 0 ; A:§7n7"2—|—TrLR2 , B:Zmr2 , C= 2 R?
0 0 C

Denotando por K al versor vertical fijo, las velocidades de rotacio aro y del disco
resultan:
Qoo = VK | Quisco = VK + pj = =1 sengp‘ h] + s pk

Por tanto, el momento cinético en O del disco resulta: Q

Ho,,.., = Io,... Quisco = —Asen i + BHj + C cos ok

y el momento cinético total segin la vertical tiene la expresi

3

H=Hy, K= (Hy,, +Hop,.,) K= Usen? p + Cy cos?

L)+ imrzz/') (1 +sen’ ) (1)

Finalmente, la expresion de la energia total, que comigide con la cinética si el nivel nulo de

potencial gravitatorio se sitia en O, tiene la expresion:

13
23"
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= ngQ [1&2(1 + sen? )+ ng]

E = Taro + Tdisco = + Qdisco : Hodisco

2. En este caso la componente vertical del momento cinético total en O deja de ser
constante. El momento pedido puede obtenerse planteando el principio del momento cinético
en O al conjunto segun la ver

dHo-K dH
dt dt o dt

Derivando la expresion gen e H dada en y particularizando en la expresion obtenida
¥ = 1o, = 0, se obtj
1 )
M = Z—lmr%pocp sen 2

K
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