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Una varilla rigida sin masa de longitud [ se encuentra
articulada en sus extremos A y B a sendas barras de masa
M y longitud [, cuyos extremos estan fijos. Una particula
de masa m esta ensartada en dicha varilla y estd unida a un
muelle de constante k, anclado en A, con longitud natural
[/2. Admitiendo que el movimiento sélo tiene lugar en el
plano vertical. Se pide:

1. Definir e identificar el nimero de grados de libertad
del sistema. k

2. Discutir la existencia de integrales primeras y, en caso de existir, calcularlas.

3. En el caso en que en el extremo B estuviese aplicada una fuerza F' horizontal, indicar las
ecuaciones diferenciales del movimiento en este caso.

4. En el caso que las barras de longitud [ estuviesen sujetas a un movimiento impuesto de
velocidad angular constante w, calcular la ecuacion diferencial del movimiento y discutir
la existencia de integrales primeras.

1. El sistema tiene dos grados de libertad que iden-
tificaremos con la coordenada x que define la posicién
de la particula dentro de la varilla y el dngulo 6 que
define la orientacién de las barras con respecto a la
vertical. 0 0
. . . 10 10
2. Para plantear las ecuaciones diferenciales del mo-
vimiento definimos la funcion lagrangiana del sistema A v . B
que en este caso se define como: ii x
x

1 : : 1o 1
L=T-V= §m(9'c2 + 126% + 210 cos 0) + gMz202 — §kx2 + (m + M)gl cos 6

Se puede comprobar que ninguna de las dos coordenadas es ciclica. Dado que todas las fuerzas
que trabajan derivan de potencial, la energia se conserva. Otra manera de deducir esta ecuacién
es verificando que la funcién lagrangiana no depende explicitamente del tiempo. Existe, por
tanto, la integral de Jacobi que coincide en este caso con la energia dado que las coordenadas
no dependen explicitamente del tiempo al ser la energia cinética una funcién homogénea de
segundo grado. La ecuacién de la energia se puede expresar como:

1 : : 1 : 1
E=T+V= Em(:tQ + 1260* + 2104 cos 0) + §Ml292 + 51{::52 — (m + M)gl cosf




Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:
d (OL\ 0L _ 0
dt \ 0z or

d(oLy_oL_
dt \ 90 00
mi +mlfcos — mlf?send + kx = 0

) .
(§M+m> 1?0 + mli cos @ + (m + M)glsenf = 0

3. Para evaluar la modificacién de las ecuaciones se evaluard a qué fuerzas generalizadas da
lugar la aplicacién de la fuerza F':

SW =F -6r = Flcos 050 = Q%60 = Q° = Flcosf
La tnica ecuacién que se ve modificada es la correspondiente al grado de libertad €, resultando:
i 8_L — 8_L =Q°
dt \ 00 o0

2 .
<§M—i—m) 1?0 + mli cos @ + (m + M)glsen6 = Flcos

4. En este caso el sistema tiene un tnico grado de libertad, por lo que la funcién lagrangiana
resulta:

1 1 1
L=T-V= §m(x'2 + IPw? + 2lwi cos wt) + §M12w2 - ékzxz + (m + M)gl coswt

La ecuacién diferencial del movimiento resulta:

‘m:’é — mlw?senwt + kx = O‘

En este caso no existen integrales primeras del movimiento dado que x no es una coordenada
ciclica y la funcion lagrangiana depende explicitamente del tiempo.



