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Una varilla ŕıgida sin masa de longitud l se encuentra
articulada en sus extremos A y B a sendas barras de masa
M y longitud l, cuyos extremos están fijos. Una part́ıcula
de masa m está ensartada en dicha varilla y está unida a un
muelle de constante k, anclado en A, con longitud natural
l/2. Admitiendo que el movimiento sólo tiene lugar en el
plano vertical. Se pide:

1. Definir e identificar el número de grados de libertad
del sistema.

2. Discutir la existencia de integrales primeras y, en caso de existir, calcularlas.

3. En el caso en que en el extremo B estuviese aplicada una fuerza F horizontal, indicar las
ecuaciones diferenciales del movimiento en este caso.

4. En el caso que las barras de longitud l estuviesen sujetas a un movimiento impuesto de
velocidad angular constante ω, calcular la ecuación diferencial del movimiento y discutir
la existencia de integrales primeras.
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1. El sistema tiene dos grados de libertad que iden-
tificaremos con la coordenada x que define la posición
de la part́ıcula dentro de la varilla y el ángulo θ que
define la orientación de las barras con respecto a la
vertical.

2. Para plantear las ecuaciones diferenciales del mo-
vimiento definimos la función lagrangiana del sistema
que en este caso se define como:

L = T − V =
1

2
m(ẋ2 + l2θ̇2 + 2lθ̇ẋ cos θ) +

1

3
Ml2θ̇2 − 1

2
kx2 + (m + M)gl cos θ

Se puede comprobar que ninguna de las dos coordenadas es ćıclica. Dado que todas las fuerzas
que trabajan derivan de potencial, la enerǵıa se conserva. Otra manera de deducir esta ecuación
es verificando que la función lagrangiana no depende expĺıcitamente del tiempo. Existe, por
tanto, la integral de Jacobi que coincide en este caso con la enerǵıa dado que las coordenadas
no dependen expĺıcitamente del tiempo al ser la enerǵıa cinética una función homogénea de
segundo grado. La ecuación de la enerǵıa se puede expresar como:

E = T + V =
1

2
m(ẋ2 + l2θ̇2 + 2lθ̇ẋ cos θ) +

1

3
Ml2θ̇2 +

1

2
kx2 − (m + M)gl cos θ

1



Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0

mẍ + mlθ̈ cos θ −mlθ̇2 sen θ + kx = 0(
2

3
M + m

)
l2θ̈ + mlẍ cos θ + (m + M)gl sen θ = 0

3. Para evaluar la modificación de las ecuaciones se evaluará a qué fuerzas generalizadas da
lugar la aplicación de la fuerza F :

δW = F · δr = Fl cos θδθ = Qθδθ =⇒ Qθ = Fl cos θ

La única ecuación que se ve modificada es la correspondiente al grado de libertad θ, resultando:

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= Qθ(

2

3
M + m

)
l2θ̈ + mlẍ cos θ + (m + M)gl sen θ = Fl cos θ

4. En este caso el sistema tiene un único grado de libertad, por lo que la función lagrangiana
resulta:

L = T − V =
1

2
m(ẋ2 + l2ω2 + 2lωẋ cos ωt) +

1

3
Ml2ω2 − 1

2
kx2 + (m + M)gl cos ωt

La ecuación diferencial del movimiento resulta:

mẍ−mlω2 sen ωt + kx = 0

En este caso no existen integrales primeras del movimiento dado que x no es una coordenada
ćıclica y la función lagrangiana depende expĺıcitamente del tiempo.
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