MECANICA

Practica n° 8 curso 2002-2003
Ejercicio 36.— El sistema plano de la figura adjunta esta forma-
do por una masa m; que desliza libremente sobre una recta horizon- my
tal, y unida a ella mediante un hilo tenso de longitud [ otra masa
L —
my. Se pide: T , I
|
0
1. En funcién de las coordenadas cartesianas de cada particula :
| Mo

(x1,y1, T2, y2) expresar las ligaduras existentes y el nimero de
grados de libertad del sistema.

2. Parametrizando las coordenadas mediante las magnitudes (z, ), expresar las ecuaciones
de la dindmica que resultan del principio de D’Alembert.

3. Obtener mediante los teoremas generales de Newton-Euler las ecuaciones de la dindamica
y comprobar que equivalen a las obtenidas en el apartado anterior.

4. Misma cuestion mediante las ecuaciones de Lagrange.

1. El sistema (plano) podria definirse mediante las coordenadas cartesianas de sus masas
(1,41, %2, y2), v las dos ecuaciones de ligadura que expresan el apoyo sobre la recta
horizontal de m, y la longitud del péndulo:

yi=0; (z1—22)* 4 (y1 —y)* = 1%

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Para definir estos pueden emplearse los
pardametros (libres) z, 6 de la figura.

2. La expresion del principio de D’Alembert es
fl . 5’]”1 + f2 . (57‘2 — mlh . (57‘1 — mg’f'z . (57‘2 =0 V{(;Tl, 5T2} comp. (1)

Con los grados de libertad indicados, y empleando los vectores unitarios 2, J, ug, u,, los
desplazamientos virtuales son:

ory =0xt; 0re =0x 1+ 100 ug,
y las aceleraciones
P =714 Po=2at+10uy— 16%u,.

La unica fuerza aplicada externa que desarrolla trabajo virtual es f, = —mqg j. Desarro-
llando la expresion del principio de D’Alembert y agrupando términos,

ox [—mli’ — mo(T + 10 cos 6 — 10% sen 9)}

+ 00 [—m2gl sen @ — my(lZ cos + ZQé] =0 WV{dz,i0}.



Las coordenadas (z,6) son libres, por lo que en la expresién anterior las variaciones
{0z, 00} son arbitrarias, y por tanto cada uno de sus coeficientes deberd ser nulo:

—my & — my (& + 16 cos§ — 16%sen §) = 0, (2)

—magl sen § — my(li cos 0 + 120) = 0. (3)
Estas son las ecuaciones que definen la dinamica del sistema.

En primer lugar podemos expresar la ecuacién dindmica (balance de cantidad de mo-
vimiento) para el conjunto de las dos masas en direccién z, en la cual no hay fuerzas
experiores aplicadas:

myi@ + ma(i + 10 cos 0 — 10%sen 0) = 0.

Comprobamos que esta ecuacion coincide con .

Por otra parte, podemos obtener otra ecuacién de la dindmica de la masa my (balance de
la cantidad de movimiento) en la direccién del giro 6:

ma (% cos O + 16) = —myg sen b,

ecuacion que (multiplicada por [) a su vez corresponde a ({3)).

De forma equivalente, podriamos haber aplicado el balance del momento cinético en un
punto fijo sobre la recta, situado en z = xy:

Hy = myl <($—x0)ésen9+:t0059+lé);

%HA = myl <(a: — x0)(@sen § + 62 cos B) + Z cos 6 + l9> ;

Ma = —mog(x — x) — maglsend.

Sin pérdida de generalidad, por conveniencia, el punto (fijo) donde se toman momentos
puede ser precisamente el que en este instante (genérico) coincide con la masa myq, es decir
T = Xo:

d .
EHA =My = mol (icos@ + l@) = —maglsend,

que vuelve a ser la misma ecuacion ([3).

La lagrangiana del sistema vale

1 1 . )
L=T-V= §m1x’2 + §m2 (x'Q + 120% + 2110 cos 9) + mogl cos 6.

Derivando se hallan las dos ecuaciones de Lagrange que vuelven a coincidir con las obte-

nidas antes y .

Ejercicio 37.— SOLUCION: ejercicio 5.° examen final junio 1997

Ejercicio 38.— SOLUCION: ver ejemplo 6.8 (pdg. 6.33) en libro curso de mecdnica


http://w3.mecanica.upm.es/~goico/exam9697/789exam.pdf

Ejercicio 39.— Un semiaro de masa m y radio R rueda sin
deslizar sobre una recta horizontal, manteniéndose vertical en
todo instante. Sobre él se mueve sin rozamiento una particula
de masa m con ligadura bilateral que no estorba la rodadura.
Se emplearan como pardmetros los angulos 6 y ¢ de giro del
semiaro, y de la particula relativa al semiaro, ambos medidos
desde la posicién de equilibrio y en sentido antihorario.
Obtener las ecuaciones del movimiento, asi como las reac-
ciones en un instante ge nérico, mediante aplicacién de los teo-
remas generales de Newton-Euler. Discutir la existencia de integrales primeras.

La distancia del centro del semiaro al centro de masas del mismo vale d = 2R/m, y el
momento de inercia en dicho centro de masas I = MR*(1 — 4/7?).

El sistema tiene 2 g.d.1., pero al plantear las ecuaciones de Newton-Euler (ecuaciones cardi-
nales de la dindmica) intervienen también las reacciones H, V'y N sobre el aro (respectivamente
segin x e y en el punto de rodadura y en direccién radial debida a la particula m), por lo que
serd necesario obtener ecuaciones adicionales para estas nuevas incégnitas. Planteamos pues las
5 ecuaciones siguientes:

1. Balance de cantidad de movimiento en direccién x del conjunto:

2Récos€ — E92 sen 9) +m (—Ré + Rqﬁ cos ¢ — qu sen ¢> ;o (1)

™ ™

H:M(-Ré+

2. Balance de cantidad de movimiento en direccién y del conjunto:

IR .. 2R . ; .
V—(M+m)g=M (—Rﬁsenﬁ—l— —R€2COSQ> +m <R¢sen¢+R¢QCOS¢> :(2)
T

T
3. Balance de cantidad de movimiento en direccion r de la particula:

—N+mgcosp =m (—Ré sen ¢ — Rgf) ; (3)

4. Balance de cantidad de movimiento en direccion ¢ de la particula:
—mgsen¢o =m (—Ré cos ¢ + Rgzﬁ) ; (4)

5. Balance de momento cinético del semiaro:

H (R— ¥cose) -V (¥sene) - N <?sen(¢—9)) = MR? (1 — %) 6. (5)

La ecuacion ({4]) es directamente una de las dos ecuaciones de la dindmica que buscamos.
Para obtener la otra despejamos de las ecuaciones (T]), (2), las reacciones H, V y N y
sustituimos en ({5]), obteniendo finalmente:

2 2 2 .
[2]\4}%2 (1 - —COSQ) + mR? (1 — —cosf + —sengzﬁsen((b—@))} 0
T T

s
.. 2

2 2R : ;
+ mR? {_Cos¢+ —COS(¢—9)] ¢+ M=—sen 06’ + mR*sen ¢ ¢’
T m

2 2
- Mg—R sen f + mg—R(senﬁ + cospsen(p —0)) =0 (6)
T m



Puede comprobarse que las ecuaciones y @ son equivalentes a las dos ecuaciones de La-
grange que se obtendrian (ver solucién ejercicio 5.°, examen de 1994). La ecuacién de Lagrange
en ¢ es la misma que , y puede comprobarse desarrollando el algebra que la @ es igual a la

2R
de Lagrange en # més la multiplicada por —— cos(¢ — 6).
T

Ejercicio 40.— SOLUCION: Ejercicio 4.°, examen final septiembre 2002.


http://w3.mecanica.upm.es/~goico/exam9394/393exam.pdf
http://w3.mecanica.upm.es/~goico/exam0102/358exam.pdf

