ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE DE PRACTICAS, GRUPO A (13 de marzo de 2001)

Apellidos Nombre

N.° Grupo

Un sélido rigido esta formado por una esfera soli-
da, de centro ', masa m y radio R, y una barra
rigida AB de longitud R y masa 2m. Se pone en
movimiento de forma que tanto la esfera como el
punto B de la barra se encuentran apoyados en un

plano horizontal liso, con velocidad de rotacion wy

segun la vertical y wy segin el eje de la barra. Se

pide:

1. expresar el tensor central de inercia en ejes principales;

2. razonar si las componentes de la velocidad de rotacion sobre el eje de la barra y el eje

vertical deben mantenerse o no constantes;

3. expresar el momento cinético respecto del centro de masa del sélido;

4. obtener las ecuaciones de Euler;

5. obtener el minimo valor de ws/w; para que,
solido, éste tuviera lugar en la esfera.

caso de que se produjera el despegue del

1. Con los datos geométricos y masicos del
enunciado es sencillo deducir que el centro de
masa del solido se encuentra en el punto A. Para
expresar el tensor de inercia I se ha seleccio-
nado un sistema mévil (G4, 7, k) que no esta li-
gado al sélido pero cuyas direcciones son princi-
pales. El eje k lleva la direccién de la barra, el
eje 1 es horizontal (entra en el papel en la Figu-
rall) y el eje j es perpendicular a los anteriores
formando un triedro a derechas.

Aplicando la expresion del campo tensorial
de inercia en la esfera y el solido para calcular
sus respectivas contribuciones en G, se obtiene
la expresion del tensor central Iq:
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Figura 1: Definicion del sistema de ejes
moviles
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2. Haciendo la hipotesis de que el sélido se mantiene en contacto con el suelo, el movimiento
de aquél puede considerarse como la composicion de dos rotaciones: una rotacion 1 segin la
vertical y otra rotacién ¢ segin el eje de la barra:

Q=yK + ok

No existe rotacién en direccién perpendicular a ambas (direccién normal al papel en la Figura
1)) ya que ésta conduciria a que se despegara el sélido. Teniendo en cuenta que K = \/75 7+ %k
se deduce que las componentes de la velocidad de rotacién (€2,,€,,€2,) en el triedro mévil

Se expresan Ccomo:

.3 -1

y el momento cinético en G se expresa como Hg = I - Q = (0, AQ,, C,)

Del razonamiento anterior también se deduce que el sistema mévil (¢, 7, k) tiene una
velocidad de rotacién w = K = 1)(v/3/2) + 1 (1/2)k.

Puesto que el plano es liso, todas las fuerzas (reacciones y peso) que actuan sobre el
solido son verticales, y por tanto la componente vertical del momento total en G es nulo. En
consecuencia, la correspondiente componente del momento cinético se mantiene constante:

1
HG-K:Ang—i—CﬁQZ:de (3)

Por otro lado, al ser las reacciones verticales, éstas cortan al eje de la barra, y por
tanto la componente segtin esta direccion del momento en G es nulo. De este razonamiento
no se deduce de forma evidente que la correspondiente componente del momento cinético
(Hg -k = CQ,) sea constante, ya que la direccion k es mévil. Sin embargo, esta afirmacién
es cierta en este caso como puede comprobarse evaluando su derivada temporal:
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De las expresiones (3) y (4) se deduce que las componentes (£2,,€2,) de € en el triedro
movil son constantes, y que también lo son las velocidades de rotacion, en particular seran
iguales a las iniciales (w = wy,$ = wy). Esto quiere decir que si el sélido se lanza de
forma que no se despega inicialmente, sigue sin despegarse en todo el movimiento posterior,

conservandose las componentes wy vy ws.

3. La expresién del momento cinético respecto del centro de masa del solido resulta, te-
niendo en cuenta los resultados del apartado anterior:

HG:IG-Q—?Awlj—i—C’(wQ—i—%)k

4. Llamando N; = N1 K y N, = N, K a las reacciones en la barra y la esfera respectiva-
mente, el momento total en GG se expresa como:

M¢g = ?R(]\h — Ny)i (5)



Por otro lado, la derivada del momento cinético en G se calcula mediante la expresién:

\/g C—-A w9
2 V9o w2 .
1 9 ( 9 +Cw1)7/

dHG:(dHG (6)

dt dt
=0

) t+wAHg=uw
rel

Igualando las expresiones (5) y (6) se obtiene la ecuacién de Euler:
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5. El planteamiento del principio de cantidad de movimiento segun la vertical conduce a
la expresion:
Ny + Ny = 3mg (8)

El sistema de ecuaciones (7) y (8) permite obtener las reacciones:
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Teniendo en cuenta las expresiones de A y C' dadas en (2) se observa que (C'— A) < 0, por
lo que el lugar de despegue depende de la relacion (ws/w1):

» Si(wo/wy) > % — Nj > 0 siempre , Ny puede anularse — se despegaria antes la
esfera. Este despegue tendria lugar cuando w? alcance el valor
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n Si(wo/wy) < f—g — N, > 0 siempre, N; puede anularse — se despegaria antes la
barra. Este despegue tendria lugar cuando w? alcance el valor
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