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Apellidos Nombre N.° Grupo

Una particula pesada de masa m se mueve en el interior de un
casquete esférico de radio R que gira alrededor de la vertical
con una velocidad angular §2.

Entre el casquete y la particula existe una fuerza de rozamien-
to tipo Coulomb de coeficiente u, y se admite que la particula
nunca pierde el contacto con la superficie.

Se pide:

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento de la particula.
2. Discutir la existencia de integrales primeras.

3. Expresién de la aceleraciéon de la particula relativa a un observador ligado al casquete.

NOTA: Se recuerda que el rozamiento se moviliza en funciéon del movimiento relativo entre
la particula y la superficie.

1.— Emplearemos coordenadas esféricas (r, ¢, 0) en
una referencia absoluta para describir el movimiento
(es decir, estas coordenadas no se refieren a la es-
fera moévil sino a direcciones fijas en el espacio). La

definicion de coordenadas y los sentidos que conside- o Ur .-

.. , V2 R I ey
raremos positivos son los usuales (véase la figura ad- T =T,
junta). Obsérvese que, con este criterio, la posicién de v/

m en el casquete inferior corresponde a valores nega-
tivos de la latitud #. Las componentes de la velocidad

de la particula son:

v, =0; v, =Rcosly; wvy= RE.
Las componentes de la aceleracion son:
a, = —R? cos? § — RO?
a, = —2ROpsen f + Ry cos (1)
ag = Ry senf cos 0 + RO.

Las fuerzas que actian sobre la particula son su peso, P = —mg(senfu, + cosfuy),
la reaccién normal, N = N u,, y la reaccién tangencial debido al rozamiento. Este actia
en direccién de la velocidad relativa entre particula y superficie y con sentido opuesto. La
expresion de esta velocidad relativa es

Ve = ReosO(¢ — Q)uy, + RO uy,
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por lo que la fuerza tangencial de rozamiento es
cos (¢ — N, + ug
\/Cos2 0(p — Q)2 + 62

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores de fuerzas y aceleraciones, las ecuaciones de
balance de la cantidad de movimiento son:

—mR <<p2 cos®  + 92) =N —mgsend (2)
cosf(p — Q)
\/COS2 0(p — Q)2 + 62
0
\/(3082 0(p — Q)2 + 62

En la ecuacién (2) se puede despejar la reaccién normal N,

F,.=—uN

mR (—299{') sen 6 + ¢ cos 9) = —uN

mR (gbz sen 6 cos 0 + 9) = —mgcost — uN

N =mgsenf — mR <¢QCOS29+92> ,

y eliminarla de las ecuaciones (3) y (4):

—20psend + @ cosh = —p

cosf(p — Q) [
\/(3082 0(p — Q)2 + 62

. 0 .
gb%en&cosﬁ—i—&z—%cos&—,u . [%sene—(¢200829+92>}
\/C082 0(p — Q)2 + 62

% sen f — (@2 cos? 0 + 62>]

2.— No se conserva la energia dado que la fuerza de rozamiento es siempre disipativa:
en cualquier trayectoria (relativa) cerrada realiza un trabajo negativo, ya que es siempre
F, -dp < 0. Por otra parte, la imposicion de una velocidad dada €2 al casquete precisa de
un momento externo sobre el sistema, también de naturaleza no conservativo.

Tampoco se conserva el momento cinético, ni siquiera respecto al eje de revolucién del
casquete esférico, ya que la fuerza de rozamiento produce un momento respecto a dicho eje.
Por lo tanto no existen integrales primeras.

3.— La aceleracién relativa se obtiene restando de la absoluta expresada en (1) las de
arrastre y coriolis:

Aoy = —RO% cos? O u, + RO?sen ) cos O ug + RQ cos 6 Ugy;
Aeor = 2(Qk) A |RcosO(¢ — Qu, + RO ’U,g]
= —2QRcos O(p — Q)(cos O u, — senfuy) — 2RQ0 sen 6 u,,
Restando las componentes, se obtiene:
(arel)r = —R(p — Q)2 cos® 6 — RO?;
(are)p = —2RO(p — Q) sen d + R(¢ — ) cos b
(aret)g = R(p — Q)?sen f cos O + RE.

Se puede observar que ésta ultima ecuacion se podria haber deducido sin méas que haber
adoptado como longitud el angulo relativo con respecto al casquete esférico: . = ¢ — Q.



