ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE DE PRACTICAS, GRUPO A (14 de enero de 2003)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Una barra pesada AB de masa m y longitud [ se mueve en A
todo momento contenida en un plano vertical fijo, de forma
que las coordenadas (z,z) del extremo A verifican en todo
momento la relaciéon z = xtga, con a = cte.

Se pide:
1. Establecer el nimero de grados de libertad del sistema.
2. Ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de la barra.

3. Suponiendo que la barra inicialmente esté en reposo, obtener el angulo que inicialmente
debe formar la barra con la vertical para que el movimiento posterior sea una traslacién
pura.

1. La configuracién de la barra queda univocamente determinada por las coordenadas de
uno de sus puntos y el angulo que forma con alguna direccién fija. Como adicionalmente se
impone una ecuacion de restriccién, el nimero de grados de libertad es dos.

2. Una manera sencilla de obtener las ecuaciones del movimiento es seleccionar como para-
metros independientes una de las coordenadas del extremo A (z) y el dngulo € que forma la
barra con la vertical, ya que al ser la ligadura holénoma es posible eliminar la otra coordena-
da de A (z = ztga). Con este razonamiento, la velocidad del centro de masa G se expresa
como:
xG:x—ésenﬁ , ZG:xtga—§c089 (1)
z

Empleando las expresiones se obtiene la Lagrangiana del sistema:
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y las correspondientes ecuaciones de Lagrange:

m
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Otra posible estrategia es seleccionar dos coordenadas inde-
pendientes que verifiquen de forma automatica la ligadura im-
puesta al extremo A. Esto es posible teniendo en cuenta que A
la expresion z = xtg a equivale a imponer que el extremo A
se mueva a lo largo de una recta fija lisa que forma un dngulo s

a con el eje horizontal. Eligiendo como coordenadas genera- G, 0
lizadas la distancia s al origen del punto A y el dngulo que o
forma la barra con la vertical se puede obtener una Lagran- / B
giana alternativa:

1 . 1 .
L(s,0) = 3m <s’2 — 156 cos(6 + a)> + 6m1292 —mg (s sen o — écos 9)

y sus correspondientes ecuaciones de Lagrange, que resultan algo mas sencillas que las obte-
nidas previamente.

1 . 1.
m§ — §m10 cos(d + o) + §ml92 sen(f + a) + mgsena = 0 (2)
1 .. 1 1
gmle — §m,§ cos(6 + o) + 5™Mg senf =0 (3)

Cabria resenar una tercera forma de resolver el problema, empleando las tres coordenadas
(x, z,0) e introduciendo un multiplicador de Lagrange para tener en cuenta la restriccién so-
bre A. Aunque este procedimiento es un poco mas laborioso, tiene la ventaja de proporcionar
de forma automaética la fuerzas de reaccién en el extremo A, aunque esto no se pide en el
enunciado.

3. Si el movimiento es una traslacion pura se verifica § = 6 = 0, que sustituido en las
ecuaciones del movimiento y proporcionan las expresiones:

5+ gsena =0

§cos(0 +a)—gsenf =0
en las que podemos eliminar § y obtener una relacion entre 6 y «:
senacos(f +a) = —senf |

que resuelta proporciona € = —a.

Este resultado puede interpretarse de una forma simple a la luz de los principios de
Newton-Euler. El principio del momento cinético en G para el caso de la traslacion pura
establece que el momento de la fuerza de reaccién (Ry4) respecto de G debe ser nulo:

dH

— 1.0 =0 — Mg =0
dt G G

por lo que esta fuerza de reaccion R, debe encontrarse alineada con la barra. Como la res-
triccion equivale a suponer que el extremo A desliza sin rozamiento sobre una recta fija de
pendiente (tga), la reaccion de ésta necesariamente se encuentra dirigida en direccién per-
pendicular a la recta. Por tanto, la tinica posibilidad es que la barra se mueva permaneciendo
perpendicular a la recta fija, de forma que 6 = —a.



