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Una particula de masa m esta obligada a moverse sobre el paraboloide de revolucion:
2%+ y* = bz,

siendo Oz el eje vertical ascendente. Sobre la particula actiian ademas de su peso dos fuerzas
repulsivas:

1. Repulsién desde el origen de coordenadas O, proporcional a la distancia a la particula,
de constante k; = mg/8b.

2. Repulsion desde el eje z, proporcional a la distancia a la particula, de constante ky =
Tmg/8b.

En el supuesto de que el paraboloide sea liso, se pide:
1. Posiciones de equilibrio y andlisis de la estabilidad de dichas posiciones.
2. Reaccién de la superficie en dichas posiciones.

*

1. Empleando coordenadas cilindricas r, 6 y z, la ecuacion del paraboloide es:
r? = bz (1)
Las fuerzas que actuian sobre la particula son:
= Peso: F} = —mgu,
= Repulsién desde el origen de coordenadas: Fy = ki(rw, + r?/bu,)
= Repulsion desde el eje z: F3 = koru,

Todas las fuerzas son conservativas y por tanto provienen de sendas funciones potenciales
que se calcularan a continuacion.

Empleando la ecuacién (1) para eliminar z en favor de 7, el vector de posicion de la particula
y su variacion infinitesimal son:

2 2rd
r:'rur+%u2:> dr = dru, + rdf ug + rbr

A partir de la definicion de potencial y de las expresiones de las fuerzas aplicadas sobre la
particula y de dr resulta:

Uu, (2)

2\ 2
dV = —(F\+ Fy + Fy) - dr = {—(kl +E)r + (mg - kl%) ﬂ dr (3)
Integrando y sustituyendo los valores de k; y ko dados en el enunciado:

" 1 mg\ o 1ki 4, 1mg, 1mg,
= — —_— E— R — [ — - = 4
V(r) /Odv ( 2(k1+k:2)+ 2 )r 5 =3 T (4)



NOTA:

Un procedimiento mas intuitivo y sencillo de operar consiste en expresar directa-
mente el potencial del peso como:

7,2

Vi =mgz =mg—

y los correspondientes a las fuerzas repulsivas proporcionales a la distancia me-

diante:
1 1 r?
Vy = —§k1(r2 +2%) = —§k1r2 (1 + b—g)
1
‘/3 = —§k27“2

La funcion potencial V' se obtiene igualmente mediante la suma V(r) = Vi + Vo4 V3

Las posiciones de equilibrio corresponden a los valores de r para los que se anula la primera

derivada de V: 1
= m_‘g — _m_’g 3 — —
dr b " 4 b3 r 0= r 07 r 20 (5)

Para estudiar la naturaleza de las posiciones de equilibrio analizamos el signo de la derivada
segunda de V:

d?V  mg 3mg 2
A A 6
az b 4 )
d? 2
_V _ g < 0 maximo, = Eq. inestable (7)
dT? r=2b b
2
d_V L) > 0 minimo, = Eq. estable (8)
dr? |, _, b

2. La reaccién del paraboloide sobre la particula lleva la direcciéon del vector normal al
mismo IN. Dicha direccion se calcula a partir del gradiente de la ecuacién (1) del paraboloide:

N = -2ru, +bu, (9)
expresandose la reaccién R:
R=)\ (—Q—bru,, + uz> (10)
En la ecuacion de equilibrio:
R+F +F,+F;=0 (11)
la componente segin u, es: )
A =myg (1 - %) (12)
Para la posicién r = 2b resulta A = mg/2, de donde:
R= %(—zmr +u,) (13)

En la posicion r = 0 sobre la particula sélo actia el peso por lo que R = mgu,.



