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Sobre un plano vertical se dispone de una varilla ho-
mogénea y pesada de masa m y longitud a. Dicha varilla
puede moverse sin rozamiento sobre una circunferencia
fija, de radio a, de forma que sus extremos A y B estan
situados en todo instante sobre puntos de dicha circun-
ferencia, como se indica en la figura.

Ademéas del peso, sobre la varilla actiia sobre cada
particula de la misma, una fuerza repulsiva del eje Oy
proporcional al producto de la masa de cada particula
por su distancia al eje, siendo w? la constante de pro-
porcionalidad.

Se pide:

1. Calcular todas las posibles posiciones de equilibrio y analizar su dependencia con el

valor w?.

2. Determinar w? para que 6 = 60° sea posicién de equilibrio.
3. Reacciones en A y B para la anterior posicion de equilibrio.

4. Discutir la estabilidad de la posicién de equilibrio 6 = 0°.

1.- Las posiciones de equilibrio de la varilla pueden calcularse empleando diferentes méto-
dos.

Uno de ellos es mediante las expresiones correspondientes de la mecanica analitica.
En este planteamiento, es necesario calcular el potencial V' (6) de las fuerzas directamente
aplicadas y calcular los valores de # en los que V presenta un extremo. Las tnicas fuerzas
directamente aplicadas son el peso y la fuerza de repulsion.

En primer lugar, calculamos el potencial de la fuerza repulsiva. Una particula dm de
la varilla estd sometida a una fuerza de valor dF, = w? zdm 1, siendo z la distancia de la
particula al eje y. El potencial del que deriva esta fuerza es:

1
dV, = —§w2 22 dm

de forma que se verifica que dF', = —graddV,. El potencial total se obtiene integrando a
lo largo de la varilla:



Para ello, tomamos como variable auxiliar la distancia (s) de
una particula cualquiera al centro de la varilla, de forma que
x = a‘/Tg senf + scosf (ver figura adjunta), resultando:

a 2
1 2
V, = —§w2% /g (a? Sen6’—|—30086’> ds (1)

donde ademds se ha tenido en cuenta que dm = “*ds. La
integral ([l) resulta:

1 1
V, = —gm w? a? (BSen20 + 3 cos? 9)

El potencial total V' (6) es la suma del de la fuerza repulsiva
y el del peso, obteniéndose la expresion:

1 1
V(0) = —g™ w? a? (386112(9 + 3 cos” 8) — mga? cos f

donde se ha tomado como origen de potencial gravitatorio la horizontal que pasa por el
punto C.

Las posiciones de equilibrio se calculan como los valores de # que hacen extremo el
potencial:

dv(6) V3 2
—_— _— = = 2
0 masen (g 5 T 3 cos 6 0 (2)

obteniéndose las posiciones:

0, =0 Oy =m 03 = arc cos (ig\/2§> (3)

aw

0, y 0, existen para cualquier valor de w?, pero la posicién 65 solo existe para w? > 31:1/?’,
ya que la funcién cos no toma valores mayores que la unidad.

Una forma alternativa de obtener las posiciones de equilibrio es plantear las ecuaciones
cardinales de la estatica F' = 0 = M ¢, siendo F' la resultante de todas las fuerzas externas
sobre la varilla y M la resultante de los momentos de las fuerzas externas en el punto
C. Este punto es el mas adecuado para plantear la nulidad de momentos puesto que las
reacciones del aro, al ser éste liso, se dirigen segtin el radio y su momento en el punto central
es nulo.

Con este planteamiento, es necesario calcular el momento en C' de la fuerza repulsiva.
Podemos hacer esto mediante dos procedimientos. El primero consistiria en sustituir el sis-
tema de vectores correspondiente a las fuerzas repartidas por uno estaticamente equivalente
que consista en una tnica fuerza aplicada en un cierto punto de la varilla, y posteriormen-
te calcular el momento de esta tnica fuerza en C'. El segundo procedimiento consiste en
calcular directamente el momento en C' de las fuerzas de repulsién repartidas. Procediendo
con este segundo método, el momento dM,.» = dM, -k sobre una particula dm se expresa
como:

dM,- = 0dF, = <a\/73 cos ) — ssen(9> Wwrzdm



de forma que el momento total en C' de la fuerza repulsiva resulta:

M,c = w2/2 (a?cos@—ssen&) (a?senﬁ—l—scos@) ™ s
_a a

2
= gmwgaQ send cosf

Sumando a M, el momento del peso (M, = —mg‘/Tga senf) e igualando la expresién

resultante a cero, se obtiene de nuevo la ecuacién ([2) que proporciona las posiciones de
equilibrio.

2.- Sustituyendo 5 = 7/3 en la tercera expresion de (3] se obtiene:

w2 = 39\/§
2a

(4)

En esta posicion de equilibrio, el segmento BC' se encuentra en posicién horizontal y el
AC forma un angulo de 30° con la vertical.

3.- Las reacciones se obtienen planteando que las dos componentes de la resultante de
todas las fuerzas externas sobre la varilla deben anularse. Para ello hay que tener en cuenta
que la resultante se las fuerzas de repulsion (F, = F,4) vale:

E:/dﬂz/
AB —

que, como puede observarse, coincide con la que se obtendria concentrando toda la masa
de la varilla en su centro.
Las ecuaciones de equilibrio resultan:

nle

w? <§ sen 6 + s cos 9) % ds = a?muﬂ sen 6

a
2

1 3

F,=0 = —§N1—N2—|—a\/7_mw2 senf =0
3

F,=0 = gNl—mg:O

De estas ecuaciones, sustituyendo § = 60° y teniendo en cuenta el valor de w? dado en (),
se obtienen las reacciones:

B 2\/§mg N — 19\/§m
— = — =

N
3 24

4.- Para discutir la estabilidad del equilibrio hay que estudiar el signo de la derivada
segunda del potencial:

a2V V3 2 L,

—— = —mgacosf — —ma“w” cos(20 5
= mg = (20) )
En el caso de que la expresion anterior sea menor que cero, la posicion es estable, y en caso
contrario es inestable. Sustituyendo en la expresién (Bl) 6§ = 0, se obtiene la caracterizacién



de la estabilidad pedida:
2 39\/§

w? < 1 Equilibrio estable
a
3g9V3
w? > 9v3 Equilibrio inestable
4a
En el caso limite w? = %g se observa que la derivada segunda (fl) se anula, por lo que hay

que comprobar el signo de la derivada cuarta:

d*v 3 8
i = g mya cosf + gmaQu)Q cos(20) (6)
Sustituyendo en (@) los valores § = 0y w? = 32{5 se obtiene el valor 3“/5%, por lo que

esta posicion es de equilibrio estable.



