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Mecanica

PROBLEMA PUNTUABLE (8 de Marzo de 2000)

Apellidos Nombre

N.° Grupo

Una esfera hueca con pared de espesor despreciable, ma-
sa m y radio R rueda sin deslizar sobre un plano inclina-
do (IT) un dngulo 30°. El centro O’ de la esfera estd unido
mediante una articulaciéon a un punto fijo O del plano II
a través de una barra de longitud 2R y masa desprecia-
ble. La posicién de la barra se define mediante el angulo
0 que forma su proyeccion sobre el plano inclinado y una

linea de méaxima pendiente del mismo.

Se pide:

1. Tensor de inercia del conjunto en O.

2. Expresién del momento cinético H o en funcién de 6.

3. Expresién del momento de las fuerzas externas en O (se deberd considerar que la
reaccién del plano inclinado (IT) sobre la esfera esté contenida en todo momento en un
plano que es perpendicular tanto a Il como a la proyeccién de la barra sobre él).

4. Ecuaciones de Euler del movimiento.

5.  Expresar las reacciones y la ecuacién dindmica exclusivamente en funcion de 6 y sus

derivadas.

6. Justificar que el movimiento que se produce es de tipo pendular.

7. Integrales primeras del movimiento.

1.— En primer lugar describiremos las di-
recciones que tomaremos para describir la
geometria. La figura adjunta representa el
plano OAQO’ en verdadera magnitud. Ob-
servamos primeramente que este plano no
es vertical, salvo para la posicién particular
0 = 0, en cuyo caso OA es la maxima pen-
diente de II. En segundo lugar, hacemos no-
tar que la pendiente de la recta OA en una
posicién genérica 0 < 6 < /2 tiene un va-
lor a(f) < 30°, siendo «(0) = 30° sélo para
0 =0.

seccion OA para 0 =0 J

Consideramos las direcciones del triedro definido por los versores k (segun la varilla OO"), ©
(normal a la varilla dentro del plano OAO") y j (perpendicular al plano OAQ’, saliendo hacia
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fuera del papel en la figura adjunta, paralelo al plano inclinado). Asimismo, emplearemos
los versores m (normal al plano II) y ¢ (segin la recta OA € II).

Expresaremos las componentes del tensor de inercia I en las direcciones (4, j, k), que son
principales de inercia. El momento de inercia de una esfera hueca respecto de un eje por su
centro es I, = 2M R?, por lo que aplicando el teorema de Steiner resulta A = B = LM R?
y C = %MRQ, es decir

%M R? 0 0
Io] = 0 %M R? 0 (1)
0 0 :MR?
2.— La rotacién del solido se puede descomponer en una O n alrededor de un eje normal

al plano, y una rotaciéon propia ¢ k alrededor del eje de revolucion. El valor de ¢ se calcula
imponiendo la condicién de rodadura en A:

V3
2
De esta forma, la expresién de la velocidad angular en el triedro indicado es

p—R=—0V3R = ¢=-20. (2)

. . 3. 3.
Q—bm—2k— Y305 30k (3)
2 2
El momento cinético resulta pues
3 . 3
HO:IO-ﬂzéAei—fek. (4)
3.— Segun indica el enunciado la reaccion ‘\\
R, tangencial al plano lleva la direccion de Y
7, por lo que N
Ry,=Nn+Tj. (5) RN
En la figura adjunta se dibuja el plano incli-
nado abatido en verdadera magnitud, sobre

el cual se hallan los versores 3 vy t.
Para obtener la expresién del peso en los versores dados observamos primero que el plano
OAO' no es vertical en cualquier posicién 6 = 0. Realizamos una primera proyeccién del peso
segun la normal n y segiin la maxima pendiente, siendo esta 1ltima componente M g sen 30°
como se indica en la figura. A su vez ésta se descompone segin t y 7, resultando

—MgK = —Mgcos30°n + Mgsen30°(cos 0t +senf j); (6)
a su vez, los versores n y t pueden descomponerse segun el triedro (2, 5, k):

~MgK = Mg [— <Z+}10080) i+ (%sen9>j+ (—\/T§+\/T§cose) k:] (7)

Ya podemos calcular el momento,

Mo =V3Rt NRy+2Rk A (—MgK)

i — ““TRE.
I~ R

)> V3 (8)
4

1
=— (gTR + MgRsen 9) i+ (\/§NR —2MgR (% + = cos @



4.— El triedro (4,7, k) se mueve con el sélido salvo por su rotacién propia. Teniendo en
cuenta que ésta se efectia alrededor del eje (O, k) de revolucién, las ecuaciones de Euler
tienen la expresion general

dQ2
Mo=1o- (E) +wret A (Lo - Q). (9)
rel

El primer sumando en esta expresion vale

dQ V3 .. 3 .
Io- [ — ) =2X2A0:-— = .
0 (dt)rel 5 Af1 209k (10)

Por otra parte, w.s = én, por lo que

V3

wref/\(IO'Q): T

(A+3C)0%5. (11)

Sustituyendo las componentes, resultan las tres ecuaciones siguientes:

3 3
— (§TR+ MgRsenQ) = ?AH; (12)
3 1 3 .
V3NR — 2MgR (Z+ZCOSQ) :§(A+3C)92; (13)
V3 R
——TR=—-C6. 14
5 [R=-5C (14)
5.— Lareaccién tangencial T viene definida en (14), mientras que la normal N estd definida

n (13)). Obtenemos la ecuacién dindmica eliminando 7" en (12) para obtener

3 .
%(AJrBC’)@JngRsen@ —0. (15)
6.— Observamos que la ecuacion anterior es equivalente a un péndulo simple, cuya ecuacion
genérica es 6 + (g/l)senf = 0, siendo [ la longitud del mismo. La longitud del péndulo
equivalente, sustituyendo los valores de A y C', resulta

10

la = 1 (16)

7.— Puesto que todas las fuerzas activas son conservativas y las reactivas no trabajan, se
conserva la energia total. La expresién de la integral primera es

1

(17)

1 :
=13 <%A + 20) 6% + Mg%gR(l —cosl) =FE (cte.)

Se observa facilmente que, derivando la expresion anterior respecto del tiempo, se obtiene la
misma ecuacién (15).



